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2. Soustavy linearnich rovnic

Cv. 2.1 Zapiste rozsifenou matici soustavy
X1+ Ty = 6,
=371 + T2 = 2,
a vyTeste soustavu Gaussovou nebo Gaussovou—Jordanovou eliminaci.

Zmézornéte feSeni soustavy graficky jako prisecik piimek (tzv. fadkovy pohled).
Déle vyjadrete pravou stranu soustavy jako kombinaci sloupcti matice soustavy
(tzv. sloupcovy pohled).

Reseni:
Rozsitend matice soustavy je
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Aplikaci elementarnich Fadkovych tdprav snadno nalezneme feSeni (xq,x2) =

(1,5):
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Rovnice 1 + 23 = 6 a —3x7 + 29 = 2 popisuji dvé primky v roviné, reSeni
soustavy (1,5) je jejich prusecikem.

Sloupce roziffené matice soustavy mizeme zakreslit jako vektory v roviné. Reseni
soustavy pak fiki, ze vektor pravych stran (6,2) dostaneme se¢tenim (1-krat
prodlouzeného) vektoru (1, —3) a 5-krat prodlouzeného vektoru (1, 1).

Cv. 2.2 Vyfteste Gaussovou-Jordanovou eliminaci nésledujici soustavu rovnic a urcete
hodnost matic. Na zavér udélejte zkousku fesend.
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Cv. 2.3

Cv. 24

Reseni:
Aplikaci elementarnich uprav prevedeme matici na tvar:
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Nyni pouzijeme zpétnou substituci. Z druhého fadku vyjadiime zo = 3 — 2x3,
pri¢emz volnou proménnou x3 ponechame jako parametr. Nakonec z prvniho
radku dostaneme x; = 1 + x3. Soustava ma tedy nekone¢né mnoho feSeni ve
tvaru

($1,ZE2,ZL’3) = (1 —|—$3, 3 — 21’3, 333) = (1,3,0) +Qf3 . (1, —2, 1)

Geometricky mnozina feseni tvori pfimku, kterd prochazi bodem (1,3,0) a méa
smérnici (1,-2,1).

V tomto piipadé opét plati rank(A) = rank(A | b) = 2, ale zéroven je rank(A)
mensi nez pocet proménnych.

Dosazenim napiiklad pro z3 = 0 a x3 = 1 ovéfime, ze vektory (1,3,0) a (2,1, 1)
vyhovuji soustavé, a tim padem ji vyhovuji vSechny na piimce (opét tim ale
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Kolik existuje ruznych odstupiiovanych tvara pro matice 2 x 3 (bez ohledu na
konkrétni hodnoty prvkii)? Poznamka: tvar matice REF(A) je jednozna¢né urcen
pozici jejich pivoti.

ResSendi:

Riizné odstupnované tvary se odlisuji poc¢tem a pozici pivoti. Matice 3 x 4 v od-
stuphiovaném tvaru muze mit 0 az 2 pivoty (v kazdém fadku a sloupci nanej-
vy$ 1). Pro matici hodnosti r se pivoty vzdy nachézi postupné v prvnich r fadcich
odstupnovaného tvaru, staci proto uvazovat umisténi pivot do ruznych sloupcu.
Pro matici 2 x 3 mizeme najit nasledujicich 7 riznych odstupiiovanych tvari:

e jeden odstupiiovany tvar s 0 pivoty (nulova matice):
(660,
e 3 odstupnované tvary s 1 pivotem:

(655 ) (055 ) (888 )

e 3 odstupnované tvary se 2 pivoty:
(05-).(653) (00%)

Necht matice A je v odstupfiovaném (tj. REF) tvaru. Diskutujte, které podmatice
A jsou také v REF a které uz byt nemusi.

Resendi:

Z matice A mizeme odstranit libovolny Fadek nebo vice fadkt a podminky na
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Cv. 2.5

REF tvar zlistanou zachovany, ¢ili tato operace zachovava vlastnost byt v od-
stupnovaném tvaru.

Libovolny sloupec vynechat nemtzeme, napiiklad odstranénim prvniho sloupce
z matice (§ 9) dostaneme matici, ktera v REF tvaru neni. MuZeme ale odstranit
jakékoli nebazické sloupce (tj. ty bez pivota) a také libovolné sloupce zprava.

Vyteste soustavu linearnich rovnic n X n:

10 ... 01
-1 1

: 0
-1 -1 11

Reseni:

V zasadé aplikujeme standardni postup Gaussovy eliminace, i kdyz u téchto typu
prikladi je obcas vyhodnéjsi k odstupiiovanému tvaru matice dospét jinou sérii
elementérnich uprav.

Nejprve pricteme prvni radek ke vSsem ostatnim:

1 0 0]1 1 0 1
-1 1 1 0 1 2
-1 -1 1f~10 -1 2

- 0 Do :
-1 -1 -1 171 0 —1 —1 2

Nyni druhy fadek pri¢teme ke vSem, co se nachézi pod nim:

1 0 01 10 0|1

0 1 2 0 1 2

0 -1 1 21~10 0 1 4

Do .0 Do 0] :

0 —1 -1 1|2 00 -1 114

Tento postup opakujeme, dokud nedospéjeme k matici v odstupiiovaném tvaru:

1 0 ... 0 1
o 1 . | 2
S O N
0 ... 0 1]2n!

o) = (1,2,4, ..., 270,

Tento priklad ilustruje jesté jednu vlastnost Gaussovy eliminace a obecné reseni
soustav rovnic. Vstupni hodnoty jsou mala cela ¢isla, pouze 0, 1 a —1. Nicméné
béhem tprav matice, stejné jako na vystupu jako feseni, jsme dostali néktera ¢isla
exponencialné velka (konkrétns 2"71). S touto vlastnosti musime pocitat mj. pri
navrhu a implementaci numerickych metod na feseni (potencialné hodné velkych)
soustav rovnic. Velka ¢isla nebo c¢isla velmi blizko nuly totiz zhorsuji numerické
vlastnosti feseni (zaokrouhlovaci chyby béhem vypoc¢tu mohou nartstat).

Z pravé strany matice vycteme feSeni x = (zq,. ..
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Cv. 2.6 Vyfteste soustavu linedrnich rovnic s parametrem a € R:

— = Q

1 1)1
a 1|1
1 all

Resent:

Pomoci Gaussovy eliminace prevedeme matici na odstupnovany tvar:

1 1 a]l 1 1 a 1 1 1 a 1
1 a 1|1} ~10 a—1 1-—a O ~10 a—-1 1—a 0
a 1 111 0 1—a 1—a*|1—a 0 0 2—a—d*|1—a

Hodnota v matici na pozici (3,3) je 2 —a —a® = (1 —a)(a + 2) a v zavislosti na
hodnoté parametru a muze byt nékdy nulova. Proto musime provést néasledujici
rozbor piipadi:
e  Pripad a = —2.“ Posledni fadek odpovida rovnici (1 —a)(a+2)xs = 1—a,
neboli 0 - z3 = 3. V tomto pripadé feseni neexistuje.

e Pripad a = 1.“ Posledni fadek odpovida rovnici (1 —a)(a + 2)z3 =1 — a,
neboli 0-x3 = 0. Pfedchozi fadek je také nulovy. Tudiz zbyva jedina rovnice,
a to prvni, kterd mé tvar x; + x2 + r3 = 1. V tomto pripadé je mnozina
feSeni nekonecné a je tvaru

(1 —zg — x3, x9, x3), kde z9, 253 € R.

e  Piipad a ¢ {—2,1}.“ Nyni je hodnota v matici na pozici (3,3) nenulové a
jedna se o pivota. Zpétnou substituci tedy dopocitdme jednoznacéné reSent

($17$27x3) = (a_—b’ ﬁ? a_j_g) :



