Dodatky k Teorii mnozin

18.5.2021

1 Dedekindovy rezy

Dedekindovy tezy jsou jednou z moznosti, jak definovat redlnd ¢isla pomoci racionalnich
¢isel. Zatim uvazujeme racionalni ¢isla intuitivné, protoze formalné je nemame definovana
(ani prirozend ¢isla zatim ne).

Podmnozina X C Q je Dedekinduv ez, pokud je X dolni mnozina, a navic existuje-li
supX, pak supX € X. Napr.

e QN (—o00,1) neni Dedekinduv tez,
e QN (—o00,1] je Dedekinduv fez (odpovidajici redlnému éislu 1),

e QN (—00,v2) = QN (—00,v2] je Dedekindiv ez (odpovidajici redlnému cislu v/2).

2 Cantorova—Bernsteinova véta
Nejprve pripomenme znéni Cantorovy—Bernsteinovy véty.

Véta. Pro kazdé mnoziny x,y plati (r Sy ANy <x) > x = y.

2.1 Grafovy ,dukaz‘ Cantorovy—Bernsteinovy véty

Obcas se muzeme setkat s nédsledujicim ndzornym grafovym dikazem. Necht F' je prosté
zobrazeni x do y a GG prosté zobrazeni y do x. Tato prosta zobrazeni muzeme reprezen-
tovat jako orientovand parovani v (nekonecném) bipartitnim grafu s partitami x a y; viz
Obrézek [II Sjednoceni F'U G potom odpovida (nekoneénému) orientovanému grafu, jehoz
vSechny vrcholy maji vstupni i vystupni stupen maximalné 1. Kazda jeho komponenta je
tedy bud orientovan kruznice, jednosmérné nekoneénd orientovand cesta nebo obousmérné
nekonecna orientovand cesta.

Neni tézké nalézt bijekci mezi prvky mnozin z a y v kazdé komponenté zvlast; viz
Obrazek 2l Mohli bychom si tedy myslet, ze sjednocenim bijekei na vsech komponentédch
dostaneme hledanou bijekci mezi x a y, a dikaz je hotov. V ¢em je tedy hacek?

Aby byl dikaz korektni, potfebujeme, aby nalezena bijekce byla mnozina. Specidlné
bychom méli byt schopni napsat formuli, ktera nam pro dany prvek v mnoziny x urdci,
ktery prvek mnoziny y mu mame priradit. Pokud je v v komponenté F'UG typu a) nebo c),
muzeme mu vzdy pritadit F'(v). Pokud je ale v v komponenté K typu b), musime se rozhod-
nout mezi F(v) a G~'(v). Tato volba z4visi na parité vzdalenosti v od pocatecniho vrcholu
Vo orientované cesty K, a na tom, zda vy je prvkem z nebo y. Na vyjadieni vzdélenosti
nebo jeji parity (sudosti, lichosti) bychom ale potFebovali ptirozend ¢isla, kterd zatim v
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Obrazek 1: Vlevo: zobrazeni F, G jako orientovand parovani. Vpravo: tii druhy komponent
FUG; a) orientovana kruznice, b) jednosmérné nekonecnd orientovand cesta, ¢) obousmérné
nekonecna orientovand cesta.
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Obrézek 2: Bijekce v jednotlivych typech komponent. V ptipadech a), ¢) jsou t¥i moznosti
(které?), v ptipadé b) je bijekce urc¢ena jednoznaéné.

teorii mnozin nemame zavedena; na zavedeni ptirozenych cisel budeme potiebovat axiom
nekonecna. Dokonce uz jen na zjisténi, zda komponenta F'UG obsahujici v je jednosmérna
cesta, se bez prirozenych cisel neobejdeme.

Zaver tedy zni: bez axiomu nekoneéna a prirozenych ¢isel tento grafovy dukaz neni ko-
rektni. Dukaz pomoci lemmatu o pevném bodé ma tu vyhodu, ze se bez axiomu nekonecéna
obejde, a je tedy v tomto smyslu elementarné;jsi.

2.2 Vety o pevném bodé

Véty o pevném bodé muzete znédt z analyzy (véta o kontrakci, Brouwerova) nebo logiky
(diagonélni lemma). Lemma o pevném bodé pouzité pro dukaz Cantorovy—Bernsteinovy
véty je specidlnim piipadem obecnéjsi véty (Knaster—Tarski) o pevném bodé pro nekle-
sajici funkce v uplnych svazech (typ ¢astecnych usporadédni). Jingm specidlnim piipadem
je nasledujici véta o pevném bodé neklesajicich realnych funkci, ktera muze slouzit jako
nazornéjsi piiklad pro ilustraci; viz Obréazek

Véta. Kazdd neklesagici funkee h : [0,1] — [0,1] (ne nutné spojitd) md pevnyj bod; tedy bod
x splnugici h(z) = x.

Jako cviceni si zkuste tuto vétu sami dokazat.

2.3 TIlustrace k dikazu Cantorovy—Bernsteinovy véty

Viz obrazek M.



Obrazek 4: Tlustrace k diukazu Cantorovy-Bernsteinovy véty. Vlevo: typicka situace.
Vpravo: Pomoci hledané mnoziny ¢ posklddame bijekei z restrikei f na ¢ a g na y — f[c].

3 Koneéné mnoziny

3.1 Konecénost podle Tarského a Dedekinda

Tarského definice kone¢nosti mnoziny a (kazdé neprazdnd podmnozina P(a) mé maximalni
prvek vzhledem k inkluzi) se na prvni pohled muze zdat nepfirozena. Jeji vyhodou je, ze
se obejde bez prirozenych ¢isel, k jejichz definici budeme potiebovat axiom nekonecna.
Dalsi vyhodou je, ze z ni 1ze relativné snadno dokazat dalsi zakladni vlastnosti konecnych
mnozin.

Definice. Mnozina a je dedekindovsky konecnd, pokud ma vétsi mohutnost nez kazda jeji
vlastni podmnozina b C a.

Podle definice porovnavani mohutnosti je tedy a je dedekindovsky konecna, pokud
neexistuje prosté zobrazeni a na b. To je podle Cantorovy—Bernsteinovy véty ekvivalentni
tomu, ze neexistuje ani prosté zobrazeni a do b.

Dedekindovska konecnost je v teorii ZF slabsi nez Tarského, to ale nebudeme dokazovat.
V teorii ZFC (tedy s axiomem vybéru) uz lze ukézat, ze jsou obé definice ekvivalentni. V
ZF bez axiomu vybéru se dokonce muze stat, ze mnozina a je dedekindovsky konecna,
ale jeji potenéni mnozina P(a) uz neni. V ZF ale lze napt. ukdzat, ze a je koneéna podle
Tarského definice pravé tehdy, kdyz P(P(a)) je dedekindovsky konecna.



3.2 Ilustrace ke konecnosti a pocatkovym vnoirenim

Lemma 6.4 (Tarského definice konecénosti implikuje dedekindovskou koneénost): Obrazek [l
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Obrazek 5: Ilustrace k dukazu Lemma 6.4: f je prosté zobrazeni a na ¢, ¢ je minimalni s
touto vlastnosti, d = f[c].

Definice 5.29 (pocatkové vnoteni): Obrazek [6l
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Obrazek 6: Pocatkové vnoieni A do B.

Lemma 5.30 (o poc¢atkovych vnofenich dobte usporadanych mnozin): Obrazek [l
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Obrézek 7: Hustrace k dukazu Lemma 5.30: prvek x je nejmensi takovy, ze F'(x) # G(z).



Véta 5.31 (o porovnani dvou dobie usporadanych mnozin): Obrézek [l

nebo

Obrazek 8: Tlustrace k Vété 5.31: dvé moznosti porovnani dobfe usporadanych mnozin A
a B.

Lemma 6.6 (i) (o kone¢nosti sjednoceni dvou konecnych mnozin): Obrézek
Rozmyslete si, ze podle Lemma 6.5(i) by Lemma 6.6 (i) stacilo dokézat jen pro piipad,
kdy x a y jsou disjunktni.

Obrézek 9: Tlustrace k diikkazu Lemma 6.6 (i): Konstrukce maximalniho prvku w C P(zUy)
pomoci vy a vs.

Véta 6.8 (Princip indukce pro koneéné mnoziny): Obrazek [0l

Obrazek 10: Tlustrace k dukazu Véty 6.8.

3.3 Opraveny dikaz Lemma 6.11

Lemma 6.11 (Kone¢nost koneéného sjednoceni kone¢nych mnozin)



V knizce je nespravné uvedena definice tiidy X. Dukaz lze opravit nasledovné.

Diikaz. Pouzijeme princip indukce pro koneéné mnoziny. Definujeme tiidu
X = {x;x C Fin — Fm(Ux)}

Plati 0 € X, protoze [JO = 0 a 0 je kone¢nd. Je-li x € X a y libovolnd mnozina, chceme
overit, ze v U{y} € X. Je-li x U {y} C Fin, pak specidlné z C Fin a y je konecna. Protoze
x € X, je |z koneéna. Déle uz postupujeme podle puvodniho dukazu. Plati

U ufyh) = (Jz) vy,

kde na pravé strané je sjednoceni dvou kone¢nych mnozin, které je podle Lemma 6.6 (i)
konecéné. Mnozina = U {y} je tedy skutecné prvkem X. Tim je ovéren piedpoklad principu
indukce pro konetné mnoziny, a tedy Fin C X. Tato formule je jen jinym zapisem znéni
Lemma 6.11, a tim je tedy dokazano. O

3.4 Dirichlettiv princip pro nekoneéné mnoziny

Dusledkem Lemma 6.11 je nasledujici varianta Dirichletova principu, znamého také jako
princip holubniku.

Disledek. Je-li nekonecnd mnozina sjednocenim konecéné mnoha mnozin, pak aspon jedna
z nich je nekonecnd

4 Prirozena cisla

4.1 Ruazné definice prirozenych cisel

Prirozend ¢isla by se mohla v teorii mnozin definovat mnoha ruznymi zpusoby, naptiklad:
o [Zermelo] 0 =0, 1={0}, 2= {{0}}, 3={{{0}}}, ...,
e prirozené ¢islo n je ttida vsech n-prvkovych mnozin.

Prvni zpusob je asi nejjednodussi; jeho nevyhody ale jsou, Ze vSechny mnoziny jsou
jednoprvkové, a déle tato definice nenabizi snadné zobecnéni na nekonecné mnoziny. Druhy
zpusob je celkem elegantni a lze zobecnit i na nekoneé¢né mnoziny; jeho nevyhoda je, ze
kladna prirozend cisla jsou reprezentovana jako vlastni tiidy.

vvvvvv

elegantnich vlastnosti:
e kazdé prirozené ¢islo je mnozinou vSech mensich ptirozenych cisel,

e kazdé ptirozené ¢islo n je mnozina o n prvcich,



e relace € na prirozenych cislech presné odpovida klasické relaci <.

Prvni dvé vlastnosti také ospravedlnuji to, ze 0 povazujeme za ptirozené ¢islo. Mnozinu
prirozenych ¢isel v teorii mnozin budeme dusledné znacit feckym w, abychom ji odlisili od
sklasickych® ptirozenych cisel N, kterda nulu neobsahuji.

4.2 Nestandardni modely prirozenych cisel

Poznamka. ZFC je teorie v logice 1. fadu, a tedy v ni nelze pfirozena ¢isla definovat
sjednoznacné“, aby odpovidala naSi intuitivni predstavé. Nepomuze ani ptridani novych
axiomu. Podle Lowenheimovy—Skolemovy véty existuji modely ptirozenych cisel libovolné
velké mohutnosti, ale i spocetné modely s tzv. nestandardnimi prvky, které se pii pohledu
»,zvnejsku® nachéazeji az ,za“ standardnimi ptirozenymi cisly. Plati, ze kazdy spocetny
model prirozenych ¢isel je usporadny podle typu N + ZQ; viz Obrézek [[1l Pro nase ucely
si muzeme predstavovat, ze mame klasicky model ptirozenych ¢isel.

N Z 7 7
Q-krat
standardni nestandardni
prvky prvky

Obrézek 11: Schematické znazornéni spocetného modelu ptirozenych ¢isel s nestandardnimi
prvky.

4.3 Slaba a silna indukce

Principu indukce pro ptirozend ¢isla, kdy v indukénim kroku pro odvozeni tvrzeni ¢(s(n))
sta¢i predpokladat jen ¢(n), se také nékdy fikd slabd indukce. V mnoha situacich si s ni
bohaté vystacime. V nékterych ulohach ale potiebujeme aplikovat indukéni predpoklad i
pro mensi pfirozena ¢isla, pripadné pro nékolik ruznych mensich prirozenych cisel: napf.
chceme-li dokazat, ze kazdé kladné prirozené cislo lze rozlozit na soucin prvocisel. Pro
takové pripady existuje princip silné indukce.
Véta (Princip silné indukce pro ptirozend ¢isla). Je-li X C w mnozina spliugjici

1) 0eX a

2) (Vnew)(nCX —»neX),

pak X = w.



Jinymi slovy, pro odvozeni tvrzeni ¢(n) v indukénim kroku musime predpokladat plat-
nost ¢(m) pro vsechna prirozena ¢isla m € n; tj. vSechna m mensi nez n.

Na prvni pohled mezi slabou a silnou indukei neni vyraznéjsi rozdil a intuitivne®
se mohou zdat ekvivalentni. Z formélniho pohledu je ale princip silné indukce mnohem

v~/

na mnoziné prirozenych ¢isel (Véta 6.23 (i)). Odvozeni principu silné indukce z Véty 6.23
(i) ponechame jako cviceni.

Princip silné indukce pro ptirozena cisla pozdéji zobecnime na princip transfinitni in-
dukce, kterou lze provadeét na dobte usporadanych mnozinach libovolné velké mohutnosti.
4.4 Jina formulace Lemma 6.19
Lemma (6.19). (i) Prvky prirozenych éisel jsou opét prirozend cisla.

(ii) Relace € je tranzitivni na mnoziné w.
(iii) Relace € je antireflexivni na mnoZiné w.

Dusledek. Relace € je ostré usporadani na w.

5 Spocetné mnoziny

Lexikografické a maximo-lexikografické usporadani na w x w: Obrazek 12

O = N W
S = N W

Obréazek 12: Vlevo: lexikografické usporadani na w X w. Vpravo: maximo-lexikografické
uspoiadani na w X w.

Poznamka. V ZF nelze dokazat, ze spocetné sjednoceni spocetnych mnozin je spocetné;
dokonce ani ze spocetné sjednoceni disjunktnich dvojprvkovych mnozin je spocetné. Potiz
je v tom, ze dopfedu nemame prvky jednotlivych mnozin ocislované ptirozenymi ¢isly, ale
vime jen, ze takové ocislovani existuje. Bez axiomu vybéru nedokdzeme tato ocislovani
,vybrat® pro vSech nekone¢né mnoho mnozin naraz.

V ZF nelze ani dokazat, ze kazda nekonecna mnozina ma spoc¢etnou podmnozinu. Plati
totiz, ze mnozina x ma spocetou podmnozinu, tedy w < x, pravé tehdy, kdyz x je dedekin-
dovsky nekonecna.



6 Cantorova véta a mohutnost kontinua

Véta 6.40 (Cantorova véta): Obrazek

¢ f(t)

Yy = {tl7t27t3}

Obrazek 13: Tlustrace diagondlni metody v dukaze Cantorovy véty.

Véta 6.42 (o mohutnosti mnoziny redlnych cisel)
V knizce je definované zobrazeni, které nekonecné posloupnosti nul a jednicek pritazuje
realné cislo ve trojkové soustave, s vyuzitim cislic 0 a 2. Takové zobrazeni je prosté, i
v pripadé nekonecné posloupnosti dvojek, protoze k alternativnimu vyjadieni takovych
rozvoju je potieba cislice 1: napt. 0.022222... = 0.10000. . ..

Jednodussi by ale bylo posloupnosti ag, aq, as, ... pritadit ¢islo 0.apaias ... v trojkové
soustave, tedy s vyuzitim cislic 0 a 1: vSechna takova ¢isla uz maji trojkovy zapis jedno-
znacny.

7 Axiom vybéru

Princip vybéru a axiom vybéru: Obrézek [I4l.

T

Obrézek 14: Vlevo: princip vybéru a vybérova mnozina v rozkladu r. Vpravo: axiom vybéru
a selektor f na mnoziné X.

Poznamka. K axiomu vybéru existuje fada ekvivalentnich tvrzeni, které se v matematice
bézné pouzivaji, zejména



e princip dobrého usporadani: kazdou mnozinu lze dobfe uspotradat

e relace < (subvalence) je trichotomicka; tedy kazdé dvé mnoziny lze porovnat podle
jejich mohutnosti

e princip maximality, znamy také jako Zornovo lemma: ma-li v usporadané mnoziné
A kazdy tetézec horni mez, pak ma A maximalni prvek (dokonce nad kazdym svym
prvkem)

Axiom vybéru méa také radu dalsich Siroce pouzivanych dusledku, napt.

kazdy vektorovy prostor ma bazi

soucin kompaktnich prostoru je kompaktni

Hahn—Banachova véta (zobecnéni véty o oddélovani nadrovinou do nekoneéné di-
menze)

princip kompaktnosti (uziteény v kombinatorice napt. pii obarvovani nekoneénych
grafu)

a mnoho dalsich. V mnoha odvétvich matematiky se axiom vybéru bézné predpoklada.

Dusledkem axiomu vybéru jsou ale i nékteré paradoxy, napt. slavny Banachuv—Tarského
paradox o rozkladu jednotkové koule na konecné mnoho ¢ésti, ze kterych lze slozit dvé kopie
jednotkové koule.

7.1 Kartézsky soucin souboru mnozin

Definice 4.42-4.43

Kartézsky soucin dvou mnozin mame definovany jako mnozinu usporadanych dvojic, kartézsky
souc¢in n mnozin pak analogicky jako mnozinu usporadanych n-tic. Pro kartézsky soucin
nekonetné mnoha mnozin bychom tedy potrebovali nejprve definovat uspotradané ,ne-
konecnétice®, na coz nam uz nestaci iterovat konstrukei usporadané dvojice. Roli spoc¢etnych
nekonecnétic mohou zastoupit nekoneéné posloupnosti. Nekoneénétice libovolné velkych
mohutnosti, véetné nekoneénych posloupnosti, se pak obecné reprezentuji jako funkce z
néjaké indexové mnoziny J, kde j-ty prvek z J se zobrazuje do mnoziny Fj;. Tomu pak
odpovida definice kartézského soucinu souboru mnozin (Fj; j € J) indexovaného mnozinou
J. V pripadeé, ze J je konecnd, dostaneme formalné jinou definici sou¢inu: napt. kartézsky

soucin
X F
J7€{1,2,3}

t#{ mnozin bude mnozina nékterych funkei z {1, 2,3} do Fy U F,U F3 (Obréazek [[5), zatimco
kartézsky soucin Fi X F, x F3 mame definovany jako mnozinu urcitych uspotadanych trojic.



e /
f Fl F2 F3 F1 FQ F3
1 2 3
Obrdzek 15: Funkee f, kterd je prvkem kartézského soucinu X, ez L (vlevo) a jeji

wgraf (vpravo).

7.2 Opravena poznamka 7.12

Poznamka 7.12 (Aplikace principu maximality na uspordadani inkluzi)
V knizce je chybné uvedeno, ze usporadani < spliuje pouze podminku z <y -z Cy. V
takovém piipadé by A mohla byt rovna celé P(B), napt. P(w), ale navzajem porovnatelné
by mohly byt pouze dvojice prvku z jednoho fetézce ¢, napt. jen prirozend ¢isla (tedy volime
¢ = w), a jinak jen kazd4d mnozina sama se sebou, aby < byla reflexivni. Sjednoceni retézce
¢, mnozina w, by patfilo do A, ale nebylo by porovnatelné relaci < s zadnym prvkem c.
Spravneé tedy ma byt uvedena podminka x < y <+ x C y, neboli usporadani < je presné
restrikei relace inkluze na mnozinu A.
(Na chybu v knizce upozornil Tomas Domes.)



8 Ordinalni ¢isla

Intuitivni predstavu o ordinalnich ¢islech muze poskytnout Obrézek

Obrazek 16: Tustrace ordinalnich ¢isel. Kardinalni ¢isla jsou oznacena plnym puntikem.
Priklady ordinalnich ¢isel: ptirozena cisla 0, 1,2, nejmensi limitni ordinal w, jeho naslednik
wU{w}, druhy nejmensi limitni ordindl w + w, w-ty nejmensi limitn{ ordindl w - w, kardinél
¢ oznacujici mohutnost kontinua (predpokladame-li axiom vybéru).
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