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1 Dedekindovy řezy

Dedekindovy řezy jsou jednou z možnost́ı, jak definovat reálná č́ısla pomoćı racionálńıch
č́ısel. Zat́ım uvažujeme racionálńı č́ısla intuitivně, protože formálně je nemáme definovaná
(ani přirozená č́ısla zat́ım ne).

Podmnožina X ⊆ Q je Dedekind̊uv řez, pokud je X dolńı množina, a nav́ıc existuje-li
supX , pak supX ∈ X . Např.

• Q ∩ (−∞, 1) neńı Dedekind̊uv řez,

• Q ∩ (−∞, 1] je Dedekind̊uv řez (odpov́ıdaj́ıćı reálnému č́ıslu 1),

• Q∩ (−∞,
√
2) = Q∩ (−∞,

√
2] je Dedekind̊uv řez (odpov́ıdaj́ıćı reálnému č́ıslu

√
2).

2 Cantorova–Bernsteinova věta

Nejprve připomeňme zněńı Cantorovy–Bernsteinovy věty.

Věta. Pro každé množiny x, y plat́ı (x � y ∧ y � x) → x ≈ y.

2.1 Grafový
”
d̊ukaz“ Cantorovy–Bernsteinovy věty

Občas se můžeme setkat s následuj́ıćım názorným grafovým d̊ukazem. Necht’ F je prosté
zobrazeńı x do y a G prosté zobrazeńı y do x. Tato prostá zobrazeńı můžeme reprezen-
tovat jako orientovaná párováńı v (nekonečném) bipartitńım grafu s partitami x a y; viz
Obrázek 1. Sjednoceńı F ∪G potom odpov́ıdá (nekonečnému) orientovanému grafu, jehož
všechny vrcholy maj́ı vstupńı i výstupńı stupeň maximálně 1. Každá jeho komponenta je
tedy bud’ orientovaná kružnice, jednosměrně nekonečná orientovaná cesta nebo obousměrně
nekonečná orientovaná cesta.

Neńı těžké nalézt bijekci mezi prvky množin x a y v každé komponentě zvlášt’; viz
Obrázek 2. Mohli bychom si tedy myslet, že sjednoceńım bijekćı na všech komponentách
dostaneme hledanou bijekci mezi x a y, a d̊ukaz je hotov. V čem je tedy háček?

Aby byl d̊ukaz korektńı, potřebujeme, aby nalezená bijekce byla množina. Speciálně
bychom měli být schopni napsat formuli, která nám pro daný prvek v množiny x urč́ı,
který prvek množiny y mu máme přǐradit. Pokud je v v komponentě F ∪G typu a) nebo c),
můžeme mu vždy přǐradit F (v). Pokud je ale v v komponentě K typu b), muśıme se rozhod-
nout mezi F (v) a G−1(v). Tato volba záviśı na paritě vzdálenosti v od počátečńıho vrcholu
v0 orientované cesty K, a na tom, zda v0 je prvkem x nebo y. Na vyjádřeńı vzdálenosti
nebo jej́ı parity (sudosti, lichosti) bychom ale potřebovali přirozená č́ısla, která zat́ım v
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Obrázek 1: Vlevo: zobrazeńı F,G jako orientovaná párováńı. Vpravo: tři druhy komponent
F∪G; a) orientovaná kružnice, b) jednosměrně nekonečná orientovaná cesta, c) obousměrně
nekonečná orientovaná cesta.

a) b) c)

0 1 2 3

Obrázek 2: Bijekce v jednotlivých typech komponent. V př́ıpadech a), c) jsou tři možnosti
(které?), v př́ıpadě b) je bijekce určena jednoznačně.

teorii množin nemáme zavedena; na zavedeńı přirozených č́ısel budeme potřebovat axiom
nekonečna. Dokonce už jen na zjǐstěńı, zda komponenta F ∪G obsahuj́ıćı v je jednosměrná
cesta, se bez přirozených č́ısel neobejdeme.

Závěr tedy zńı: bez axiomu nekonečna a přirozených č́ısel tento grafový d̊ukaz neńı ko-
rektńı. Důkaz pomoćı lemmatu o pevném bodě má tu výhodu, že se bez axiomu nekonečna
obejde, a je tedy v tomto smyslu elementárněǰśı.

2.2 Věty o pevném bodě

Věty o pevném bodě můžete znát z analýzy (věta o kontrakci, Brouwerova) nebo logiky
(diagonálńı lemma). Lemma o pevném bodě použité pro d̊ukaz Cantorovy–Bernsteinovy
věty je speciálńım př́ıpadem obecněǰśı věty (Knaster–Tarski) o pevném bodě pro nekle-
saj́ıćı funkce v úplných svazech (typ částečných uspořádáńı). Jiným speciálńım př́ıpadem
je následuj́ıćı věta o pevném bodě neklesaj́ıćıch reálných funkćı, která může sloužit jako
názorněǰśı př́ıklad pro ilustraci; viz Obrázek 3.

Věta. Každá neklesaj́ıćı funkce h : [0, 1] → [0, 1] (ne nutně spojitá) má pevný bod; tedy bod
x splňuj́ıćı h(x) = x.

Jako cvičeńı si zkuste tuto větu sami dokázat.

2.3 Ilustrace k d̊ukazu Cantorovy–Bernsteinovy věty

Viz obrázek 4.
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Obrázek 3: Neklesaj́ıćı funkce h : [0, 1] → [0, 1] s jedńım pevným bodem x.
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Obrázek 4: Ilustrace k d̊ukazu Cantorovy–Bernsteinovy věty. Vlevo: typická situace.
Vpravo: Pomoćı hledané množiny c poskládáme bijekci z restrikćı f na c a g na y − f [c].

3 Konečné množiny

3.1 Konečnost podle Tarského a Dedekinda

Tarského definice konečnosti množiny a (každá neprázdná podmnožina P(a) má maximálńı
prvek vzhledem k inkluzi) se na prvńı pohled může zdát nepřirozená. Jej́ı výhodou je, že
se obejde bez přirozených č́ısel, k jejichž definici budeme potřebovat axiom nekonečna.
Daľśı výhodou je, že z ńı lze relativně snadno dokázat daľśı zakladńı vlastnosti konečných
množin.

Definice. Množina a je dedekindovsky konečná, pokud má větš́ı mohutnost než každá jej́ı
vlastńı podmnožina b ⊂ a.

Podle definice porovnáváńı mohutnosti je tedy a je dedekindovsky konečná, pokud
neexistuje prosté zobrazeńı a na b. To je podle Cantorovy–Bernsteinovy věty ekvivalentńı
tomu, že neexistuje ani prosté zobrazeńı a do b.

Dedekindovská konečnost je v teorii ZF slabš́ı nez Tarského, to ale nebudeme dokazovat.
V teorii ZFC (tedy s axiomem výběru) už lze ukázat, že jsou obě definice ekvivalentńı. V
ZF bez axiomu výběru se dokonce může stát, že množina a je dedekindovsky konečná,
ale jej́ı potenčńı množina P(a) už neńı. V ZF ale lze např. ukázat, že a je konečná podle
Tarského definice právě tehdy, když P(P(a)) je dedekindovsky konečná.



3.2 Ilustrace ke konečnosti a počátkovým vnořeńım

Lemma 6.4 (Tarského definice konečnosti implikuje dedekindovskou konečnost): Obrázek 5.
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Obrázek 5: Ilustrace k d̊ukazu Lemma 6.4: f je prosté zobrazeńı a na c, c je minimálńı s
touto vlastnost́ı, d = f [c].

Definice 5.29 (počátkové vnořeńı): Obrázek 6.
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Obrázek 6: Počátkové vnořeńı A do B.

Lemma 5.30 (o počátkových vnořeńıch dobře uspořádaných množin): Obrázek 7.
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Obrázek 7: Ilustrace k d̊ukazu Lemma 5.30: prvek x je nejmenš́ı takový, že F (x) 6= G(x).



Věta 5.31 (o porovnáńı dvou dobře uspořádaných množin): Obrázek 8.
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Obrázek 8: Ilustrace k Větě 5.31: dvě možnosti porovnáńı dobře uspořádaných množin A

a B.

Lemma 6.6 (i) (o konečnosti sjednoceńı dvou konečných množin): Obrázek 9.
Rozmyslete si, že podle Lemma 6.5(i) by Lemma 6.6 (i) stačilo dokázat jen pro př́ıpad,
kdy x a y jsou disjunktńı.
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Obrázek 9: Ilustrace k d̊ukazu Lemma 6.6 (i): Konstrukce maximálńıho prvku w ⊆ P(x∪y)
pomoćı v1 a v2.

Věta 6.8 (Princip indukce pro konečné množiny): Obrázek 10.
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Obrázek 10: Ilustrace k d̊ukazu Věty 6.8.

3.3 Opravený d̊ukaz Lemma 6.11

Lemma 6.11 (Konečnost konečného sjednoceńı konečných množin)



V kńıžce je nesprávně uvedena definice tř́ıdy X . Důkaz lze opravit následovně.

D̊ukaz. Použijeme princip indukce pro konečné množiny. Definujeme tř́ıdu

X =
{

x; x ⊆ Fin → Fin
(

⋃

x
)}

.

Plat́ı 0 ∈ X , protože
⋃

0 = 0 a 0 je konečná. Je-li x ∈ X a y libovolná množina, chceme
ověřit, že x ∪ {y} ∈ X . Je-li x ∪ {y} ⊆ Fin, pak speciálně x ⊆ Fin a y je konečná. Protože
x ∈ X , je

⋃

x konečná. Dále už postupujeme podle p̊uvodńıho d̊ukazu. Plat́ı

⋃

(x ∪ {y}) =
(

⋃

x
)

∪ y,

kde na pravé straně je sjednoceńı dvou konečných množin, které je podle Lemma 6.6 (i)
konečné. Množina x∪ {y} je tedy skutečně prvkem X . T́ım je ověřen předpoklad principu
indukce pro konečné množiny, a tedy Fin ⊆ X . Tato formule je jen jiným zápisem zněńı
Lemma 6.11, a t́ım je tedy dokázáno.

3.4 Dirichlet̊uv princip pro nekonečné množiny

Důsledkem Lemma 6.11 je následuj́ıćı varianta Dirichletova principu, známého také jako
princip holubńıku.

Důsledek. Je-li nekonečná množina sjednoceńım konečně mnoha množin, pak aspoň jedna
z nich je nekonečná

4 Přirozená č́ısla

4.1 Různé definice přirozených č́ısel

Přirozená č́ısla by se mohla v teorii množin definovat mnoha r̊uznými zp̊usoby, např́ıklad:

• [Zermelo] 0 = ∅, 1 = {∅}, 2 = {{∅}}, 3 = {{{∅}}}, . . . ,

• přirozené č́ıslo n je tř́ıda všech n-prvkových množin.

Prvńı zp̊usob je asi nejjednodušš́ı; jeho nevýhody ale jsou, že všechny množiny jsou
jednoprvkové, a dále tato definice nenab́ıźı snadné zobecněńı na nekonečné množiny. Druhý
zp̊usob je celkem elegantńı a lze zobecnit i na nekonečné množiny; jeho nevýhoda je, že
kladná přirozená č́ısla jsou reprezentovaná jako vlastńı tř́ıdy.

Von Neumannova definice, která na prvńı pohled může vypadat složitěǰśı, má několik
elegantńıch vlastnost́ı:

• každé přirozené č́ıslo je množinou všech menš́ıch přirozených č́ısel,

• každé přirozené č́ıslo n je množina o n prvćıch,



• relace ∈ na přirozených č́ıslech přesně odpov́ıdá klasické relaci <.

Prvńı dvě vlastnosti také ospravedlňuj́ı to, že 0 považujeme za přirozené č́ıslo. Množinu
přirozených č́ısel v teorii množin budeme d̊usledně značit řeckým ω, abychom ji odlǐsili od

”
klasických“ přirozených č́ısel N, která nulu neobsahuj́ı.

4.2 Nestandardńı modely přirozených č́ısel

Poznámka. ZFC je teorie v logice 1. řádu, a tedy v ńı nelze přirozená č́ısla definovat

”
jednoznačně“, aby odpov́ıdala naš́ı intuitivńı představě. Nepomůže ani přidáńı nových
axiomů. Podle Löwenheimovy–Skolemovy věty existuj́ı modely přirozených č́ısel libovolně
velké mohutnosti, ale i spočetné modely s tzv. nestandardńımi prvky, které se při pohledu

”
zvněǰsku“ nacházej́ı až

”
za“ standardńımi přirozenými č́ısly. Plat́ı, že každý spočetný

model přirozených č́ısel je uspořádný podle typu N+ ZQ; viz Obrázek 11. Pro naše účely
si můžeme představovat, že máme klasický model přirozených č́ısel.

N Z Z Z
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prvky

nestandardńı
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Obrázek 11: Schematické znázorněńı spočetného modelu přirozených č́ısel s nestandardńımi
prvky.

4.3 Slabá a silná indukce

Principu indukce pro přirozená č́ısla, kdy v indukčńım kroku pro odvozeńı tvrzeńı ϕ(s(n))
stač́ı předpokládat jen ϕ(n), se také někdy ř́ıká slabá indukce. V mnoha situaćıch si s ńı
bohatě vystač́ıme. V některých úlohách ale potřebujeme aplikovat indukčńı předpoklad i
pro menš́ı přirozená č́ısla, př́ıpadně pro několik r̊uzných menš́ıch přirozených č́ısel: např.
chceme-li dokázat, že každé kladné přirozené č́ıslo lze rozložit na součin prvoč́ısel. Pro
takové př́ıpady existuje princip silné indukce.

Věta (Princip silné indukce pro přirozená č́ısla). Je-li X ⊆ ω množina splňuj́ıćı

1) 0 ∈ X a

2) (∀n ∈ ω)(n ⊆ X → n ∈ X),

pak X = ω.



Jinými slovy, pro odvozeńı tvrzeńı ϕ(n) v indukčńım kroku muśıme předpokládat plat-
nost ϕ(m) pro všechna přirozená č́ısla m ∈ n; tj. všechna m menš́ı než n.

Na prvńı pohled mezi slabou a silnou indukćı neńı výrazněǰśı rozd́ıl a
”
intuitivně“

se mohou zdát ekvivalentńı. Z formálńıho pohledu je ale princip silné indukce mnohem
náročněǰśı na dokázáńı, využ́ıvá totiž faktu, že relace náležeńı je dobré ostré uspořádáńı
na množině přirozených č́ısel (Věta 6.23 (i)). Odvozeńı principu silné indukce z Věty 6.23
(i) ponecháme jako cvičeńı.

Princip silné indukce pro přirozená č́ısla později zobecńıme na princip transfinitńı in-
dukce, kterou lze provádět na dobře uspořádaných množinách libovolně velké mohutnosti.

4.4 Jiná formulace Lemma 6.19

Lemma (6.19). (i) Prvky přirozených č́ısel jsou opět přirozená č́ısla.

(ii) Relace ∈ je tranzitivńı na množině ω.

(iii) Relace ∈ je antireflexivńı na množině ω.

Důsledek. Relace ∈ je ostré uspořádáńı na ω.

5 Spočetné množiny

Lexikografické a maximo-lexikografické uspořádáńı na ω × ω: Obrázek 12.
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Obrázek 12: Vlevo: lexikografické uspořádáńı na ω × ω. Vpravo: maximo-lexikografické
uspořádáńı na ω × ω.

Poznámka. V ZF nelze dokázat, že spočetné sjednoceńı spočetných množin je spočetné;
dokonce ani že spočetné sjednoceńı disjunktńıch dvojprvkových množin je spočetné. Pot́ıž
je v tom, že dopředu nemáme prvky jednotlivých množin oč́ıslované přirozenými č́ısly, ale
v́ıme jen, že takové oč́ıslováńı existuje. Bez axiomu výběru nedokážeme tato oč́ıslováńı

”
vybrat“ pro všech nekonečně mnoho množin naráz.

V ZF nelze ani dokázat, že každá nekonečná množina má spočetnou podmnožinu. Plat́ı
totiž, že množina x má spočetou podmnožinu, tedy ω 4 x, právě tehdy, když x je dedekin-
dovsky nekonečná.



6 Cantorova věta a mohutnost kontinua

Věta 6.40 (Cantorova věta): Obrázek 13.
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Obrázek 13: Ilustrace diagonálńı metody v d̊ukaze Cantorovy věty.

Věta 6.42 (o mohutnosti množiny reálných č́ısel)

V kńıžce je definované zobrazeńı, které nekonečné posloupnosti nul a jedniček přǐrazuje
reálné č́ıslo ve trojkové soustavě, s využit́ım č́ıslic 0 a 2. Takové zobrazeńı je prosté, i
v př́ıpadě nekonečné posloupnosti dvojek, protože k alternativńımu vyjádřeńı takových
rozvoj̊u je potřeba č́ıslice 1: např. 0.022222 . . . = 0.10000 . . ..

Jednodušš́ı by ale bylo posloupnosti a0, a1, a2, . . . přǐradit č́ıslo 0.a0a1a2 . . . v trojkové
soustavě, tedy s využit́ım č́ıslic 0 a 1: všechna taková č́ısla už maj́ı trojkový zápis jedno-
značný.

7 Axiom výběru

Princip výběru a axiom výběru: Obrázek 14.
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Obrázek 14: Vlevo: princip výběru a výběrová množina v rozkladu r. Vpravo: axiom výběru
a selektor f na množině X .

Poznámka. K axiomu výběru existuje řada ekvivalentńıch tvrzeńı, které se v matematice
běžně použ́ıvaj́ı, zejména



• princip dobrého uspořádáńı: každou množinu lze dobře uspořádat

• relace 4 (subvalence) je trichotomická; tedy každé dvě množiny lze porovnat podle
jejich mohutnosti

• princip maximality, známý také jako Zornovo lemma: má-li v uspořádané množině
A každý řetězec horńı mez, pak má A maximálńı prvek (dokonce nad každým svým
prvkem)

Axiom výběru má také řadu daľśıch široce použ́ıvaných d̊usledk̊u, např.

• každý vektorový prostor má bázi

• součin kompaktńıch prostor̊u je kompaktńı

• Hahn–Banachova věta (zobecněńı věty o oddělováńı nadrovinou do nekonečné di-
menze)

• princip kompaktnosti (užitečný v kombinatorice např. při obarvováńı nekonečných
graf̊u)

a mnoho daľśıch. V mnoha odvětv́ıch matematiky se axiom výběru běžně předpokládá.
Důsledkem axiomu výběru jsou ale i některé paradoxy, např. slavný Banach̊uv–Tarského

paradox o rozkladu jednotkové koule na konečně mnoho část́ı, ze kterých lze složit dvě kopie
jednotkové koule.

7.1 Kartézský součin souboru množin

Definice 4.42-4.43

Kartézský součin dvou množin máme definovaný jako množinu uspořádaných dvojic, kartézský
součin n množin pak analogicky jako množinu uspořádaných n-tic. Pro kartézský součin
nekonečně mnoha množin bychom tedy potřebovali nejprve definovat uspořádané

”
ne-

konečnětice“, na což nám už nestač́ı iterovat konstrukci uspořádané dvojice. Roli spočetných
nekonečnětic mohou zastoupit nekonečné posloupnosti. Nekonečnětice libovolně velkých
mohutnost́ı, včetně nekonečných posloupnost́ı, se pak obecně reprezentuj́ı jako funkce z
nějaké indexové množiny J , kde j-tý prvek z J se zobrazuje do množiny Fj . Tomu pak
odpov́ıdá definice kartézského součinu souboru množin 〈Fj; j ∈ J〉 indexovaného množinou
J . V př́ıpadě, že J je konečná, dostaneme formálně jinou definici součinu: např. kartézský
součin ×

j∈{1,2,3}

Fj

tř́ı množin bude množina některých funkćı z {1, 2, 3} do F1∪F2∪F3 (Obrázek 15), zat́ımco
kartézský součin F1×F2×F3 máme definovaný jako množinu určitých uspořádaných trojic.
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Obrázek 15: Funkce f , která je prvkem kartézského součinu×j∈{1,2,3}
Fj (vlevo) a jej́ı

”
graf“ (vpravo).

7.2 Opravená poznámka 7.12

Poznámka 7.12 (Aplikace principu maximality na uspořádáńı inkluźı)
V kńıžce je chybně uvedeno, že uspořádáńı ≤ splňuje pouze podmı́nku x ≤ y → x ⊆ y. V
takovém př́ıpadě by A mohla být rovna celé P(B), např. P(ω), ale navzájem porovnatelné
by mohly být pouze dvojice prvk̊u z jednoho řetězce c, např. jen přirozená č́ısla (tedy voĺıme
c = ω), a jinak jen každá množina sama se sebou, aby ≤ byla reflexivńı. Sjednoceńı řetězce
c, množina ω, by patřilo do A, ale nebylo by porovnatelné relaćı ≤ s žádným prvkem c.

Správně tedy má být uvedena podmı́nka x ≤ y ↔ x ⊆ y, neboli uspořádáńı ≤ je přesně
restrikćı relace inkluze na množinu A.

(Na chybu v kńıžce upozornil Tomáš Domes.)



8 Ordinálńı č́ısla

Intuitivńı představu o ordinálńıch č́ıslech může poskytnout Obrázek 16.

V

0

2

ω

1

ω ∪ {ω} = ω + 1

ω + ω

ω · ω

c

Obrázek 16: Ilustrace ordinálńıch č́ısel. Kardinálńı č́ısla jsou označena plným punt́ıkem.
Př́ıklady ordinálńıch č́ısel: přirozená č́ısla 0, 1, 2, nejmenš́ı limitńı ordinál ω, jeho následńık
ω∪{ω}, druhý nejmenš́ı limitńı ordinál ω+ω, ω-tý nejmenš́ı limitńı ordinál ω ·ω, kardinál
c označuj́ıćı mohutnost kontinua (předpokládáme-li axiom výběru).
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