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Doporucené piiklady k Teorii mnozin, LS 2018/2019

1. pfednaska, 21. 2. 2019

. Napiste ,mnozina z je prazdna“ (pfesnéji ,mnozina xr neméa zadné prvky*)

formuli zakladniho jazyka teorie mnozin.
Dokazte ((z Cy) A (y C 2)) = = C 2.
2. prednéaska, 28. 2. 2019

Napiste ,,mnozina z je jednoprvkova“ formuli zékladniho jazyka teorie mno-
Zin.

. Dokazte, ze ,mnozina vSech mnozin“ neexistuje (s vyuzitim axiomu vydé-

leni).

Dokazte (Vz)(x € z 3> y € z) — & = y (s vyuzitim axiomu dvojice).

Rozepiste trojici (a, b, ¢) jako mnozinu jen pomoci slozenych zavorek.
3. prednaska, 7. 3. 2019

Ukazte, Ze axiom fundovanosti (spolu s ostatnimi axiomy) zakazuje existenci
mnozin, které jsou prvky sama sebe, a obecnéji existenci kone¢nych cykli
v relaci néalezeni (tj. mnozin yi,ys, . . ., y, takovych, Ze y; € yo A ys € ys A
N Yn1 €Y NUn Eyl)'

Predpokladejme, ze A, B jsou tiidové proménné zastupujici tiidové termy
{z;0(x)},{y;¥(y)}, kde ¢(x),1(x) jsou formule zékladniho jazyka teorie
mnozin. Rozepiste formuli A C B v zédkladnim jazyce teorie mnozin.

Predpokladejme, Ze a je neprazdnad mnozina. Musi byt (e mnozina?

Ukazte, ze pro tiidu X obecné neplati X x X? = X3 (zvolte napt. X = {0}).
4. prednaska, 14. 3. 2019

Overte, ze pro libovolnou relaci R a relaci identity Id je Rold = Ido R = R.

Ovérte, ze pro libovolné mnoziny =z,y a relaci nélezeni FE plati
(x,y) e EoE + x€Jy.

5. prednaska, 21. 3. 2019

Napiste definici ,,usporadani R na t¥idé A je dobré* jako formuli (s vyuzitim
zavedenych zkratek a rozsiteni jazyka).
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14.

15.

16.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Najdéte nejaké mnoziny x, na nichz je relace nalezeni ostré usporadéani, a
navic usporadani E U Id je na = dobré. Jako diléi krok muzete hledat x
takové, na nichz je relace néalezeni tranzitivni.

6. prednaska, 28. 3. 2019

Uvazujme potenéni mnozinu P(x) mnoziny x uspofadanou relaci C. Ovéite,
ze pro kazdou podmnozinu A C P(x) plati supcA = [J A.

Dokazte, ze kazda neklesajici funkee z [0, 1] do [0, 1] (ne nutné spojitd) ma
pevny bod. Mizete napodobit ditkaz lemmatu o monoténnim zobrazeni z
prednéasky:.

Oveéite, ze funkce g : w X w — w definovanéa jako g(m,n) = 2™ - 3" je prosta,
a ze funkce h : w X w — w definovana jako h(m,n) = 2" - (2n+1) — 1 je
bijekce mezi w X w a w. (Symbolem w oznac¢ujeme mnozinu {0,1,2,...}.
Prirozena ¢isla a operace s nimi chapeme zatim intuitivné.)

Pomoci Cantorovy—-Bernsteinovy véty pro ,intuitivné” chapané mnoziny N
a Q dokazte, ze N = Q. (Racionalni ¢isla napf. mizeme reprezentovat jako
celociselné zlomky v zakladnim tvaru).

Pomoci Cantorovy—Bernsteinovy véty dokazte, ze usecka [0, 1] a Ctverec
[0, 1] x [0, 1] maji stejnou mohutnost. Vyuzijte napt. desetinny rozvoj real-
nych ¢isel (ktera zatim chapeme intuitivné).

Pokuste se definovat ,,x je koneénad mnozina“ (aspon dvéma riaznymi zpi-
soby; napf. pomoci uspofadani nebo zobrazeni).

7. prednéska, 4. 4. 2019

Napiste formuli pro Fin(x) podle Tarského definice konecnosti (kazda ne-
prazdna podmnozina P(z) mé maximalni prvek vzhledem k inkluzi).

Ovéite, ze v kazdé linearné usporfadané mnoziné jsou kazdé dvé jeji dolni
podmnoziny porovnatelné inkluzi.

8. prednéska, 11. 4. 2019

Ovérte, ze v kazdé usporadané mmnoziné je sjednoceni systému libovolné
mnoha dolnich mnozin dolni mnozina.

9. prednaska, 18. 4. 2019

Dokazte, ze pro kazdou kone¢nou mnozinu z a kazdé zobrazeni f s definic-
nim oborem z plati Rng(f) < =. MuZete pouzit napf. princip indukce pro
kone¢né mnoziny.
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33.

34.

Dokazte, ze kazdou kone¢nou mnozinu x lze dobfe usporadat. Muzete opét
postupovat indukei pro koneéné mnoziny.

10. prednaska, 25. 4. 2019

Dokazte, ze mnozina w vSech prirozenych ¢isel je dedekindovsky nekonecna.
(Napf. staci ukazat, ze funkce néslednika je prosta, ale jejim oborem hodnot
neni celd w.)

Dokazte princip silné indukce pro prirozena cisla: Je-li X C w podmnozina
spliwjici 1) 0 € X a 2) (Vn € w)(n € X — n € X), pak X = w. Mizete
vyuzit, ze nalezeni je dobré ostré usporadani na w.

Dokazte, ze pro kazdé zobrazeni f s definiénim oborem w plati Rng(f) < w.
Vyuzijte existence dobrého uspotradani na w.

11. prednaska, 2. 5. 2019

Necht A je nespocetna, B spocetna a C konefnd mnozina. Dokazte, Ze
mnoziny AUC a A—C' jsou nespocetné, zatimco BUC' a B—C' jsou spocetné.
Postupujte napt. indukei pro koneéné mnoziny nebo podle mohutnosti C'.

Ovérte, ze lexikografické usporadani na mnoziné w x w je dobré.

Ovétte, ze lexikografické usporadani na mnoziné w x 2 je izomorfni s uspo-
radanim € na mnoziné w.

Ovérte, ze lexikografické usporadani na mnoziné 2 X w neni izomorfni s
usporadanim € na mnoziné w.

Ovérte, ze maximo-lexikografické usporddani na mnoziné w X w je izomorfni
s usporadanim € na mnoziné w.

12. pfednagka, 9. 5. 2019

(Pokryti racionélnich ¢isel intervaly)
Necht A = QN [0, 1] je mnoZina vSech racionalnich ¢isel mezi 0 a 1. Je-li
I = (a,b) otevieny interval, jeho délku definujeme jako d(I) =b — a.

(a) Dokazte (indukci), ze pokud n € N a I, I, ..., I, jsou oteviené inter-
valy spliwjici A C J;_, I, pak pro soucet jejich délek plati

Vyuzijte hustoty Q, tj. mezi kazdymi dvéma riznymi realnymi ¢isly je
aspon jedno racionalni.



(b) Dokazte, ze pro kazdé € > 0 existuje nekonecna posloupnost otevie-
nych intervalii I, I, ... takova ze A C U, Iy a

id(]k) <e.

Vyuzijte spoc¢etnosti mnoziny Q.

13. prednaska, 16. 5. 2019

35. Ukazte, ze néasledujici dvé definice spojitosti funkce f : R — R v bodé a
jsou ekvivalentni:

(a) (Ve>0)(Fd>0)(z€(a—d,a+0)— f(x) € (fla)—¢, fla)+e))

(b) Je-li (a1, as, . ..) posloupnost spliwjici lim,, . a, = a, pak lim,_,, f(a,) =

f(a).
V dikaze implikace (b) = (a) najdéte krok, kde vyuzivate axiom vybéru.

36. Ovérte, Ze sjednoceni libovolného fetézce prostych zobrazeni (vzhledem k
inkluzi) je prosté zobrazeni.

37. Pomoci principu maximality dokazte: je-li (A, <) uspofadand mnozina, pak
pro kazdy tetézec B C A existuje fetézec C spliujici B C C' C A, ktery je
s touto vlastnosti maximalni v inkluzi.

38. Dokazte, ze princip maximality je ekvivalentni varianté principu maxima-
lity, kde se predpokladé, ze kazdy Fetézec mé supremum (misto pouhé horni
meze).

39. Odvodte princip dobrého usporadéni z principu maximality. (Uvazujte dobra
uspofadani na podmnozinach a porovnejte je relaci "rozsifovani".)

13. prednéska, 25. 5. 2019
40. Dokazte, ze tiida X je tranzitivni prave tehdy, kdyz (J X C X.

41. Dokazte, ze je-li X tranzitivni tiida, pak nalezeni je tranzitivni na X praveé
tehdy, kdyz kazdy prvek x € X je tranzitivni mnozina.

42. Dokazte, ze pro kazda dvé ordindlni ¢isla x,y plati z € y <» © C y. (Pro
zpétnou implikaci sta¢i dokéazat, ze x je nejmensi prvek y — z.)

43. Dokazte, ze kazda neprazdna podtiida On mé nejmensi prvek vzhledem
k €. Mizete predpokladat, ze € je lineadrni ostré usporadani na On.



44.

45.

46.

47.

Dokazte, ze je-li X tranzitivni vlastni tf¥ida, dobfe ostfe usporddana néle-
zenim, pak X = On.

Uvazujme potenéni tiidu P(X) tiidy X usporadanou relaci C. Ovéite, ze
pro kazdou neprazdnou ¢ast A C P(X) plati infc A = () 4, a podobné pro
kazdou ¢ast A C P(X) plati supc A = [J A.

Dokazte, ze w = sup_ w v uspofadani (On, <). (Hlavni krok je odvozeni
identity |Jw = w).

Bonusova otézka

* Existuje nespocetny ordinal? Pokud ano, lze jeho existenci dokazat v ZF,
tj. bez axiomu vybéru?



