
P°íklady z Kombinatoriky a graf· I - LS 2010/20111. a) Pro kaºdou dvoji
i z následují
í
h funk
í de�novaný
h pro n ∈ N zjist¥te,zda jsou v rela
i O, o, Θ:
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. [3℄4. Kolika zp·soby lze rozesadit n manºelský
h pár· okolo kulatého stolu nap°ipravený
h 2n ºidlí tak, aby ºádní dva manºelé nesed¥li vedle sebe? Kolikje takový
h rozesazení, kdyº naví
 poºadujeme, aby se po obvodu stolust°ídali muºi a ºeny? [3℄5. Se£t¥te (nap°. pomo
í prin
ipu inkluze a exkluze a kombinatori
ké inter-preta
e)
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7. Ve v¥zení je 100 v¥z¬· odsouzený
h na doºivotí. Jednoho dne jsou pozvánijeden po druhém do místnosti, kde je na stole v °ad¥ 100 krabi
 a kaºdáobsahuje papírek se jménem jednoho v¥zn¥ (jméno kaºdého z v¥z¬· je práv¥v jedné krabi
i a jména jsou rozmíst¥na v náhodném po°adí). V¥ze¬, kterývejde do místnosti s krabi
emi, se m·ºe podívat do 50 krabi
 a p°e£ístsi jméno na papírku uvnit°. Pokud kaºdý v¥ze¬ najde svoje jméno, jsouv²i
hni propu²t¥ni. V¥zni si mohou p°edem domluvit strategii, ale poté, 
oprvní z ni
h vstoupí do místnosti, uº spolu nijak nekomunikují (ani si nesmíne
hávat ºádné vzkazy uvni° místnosti). Pora¤te jim, jak se mají domluvit,aby m¥li 
o nejv¥t²í (aspo¬ 10%) ²an
i, ºe budou propu²t¥ni,a) pokud kaºdý v¥ze¬ v místnosti m·ºe naví
 zm¥nit po°adí krabi
, [2℄b) pokud se krabi
e nesmí p°esouvat. [+2℄
) V p°ípad¥ a) najd¥te nejlep²í strategii a dokaºte, ºe je nejlep²í. [+1℄8. Najd¥te generují
í funk
i f pro posloupnost £áste£ný
h sou£t· t°etí
h mo
-nin p°irozený
h £ísel, tedy (1, 1 + 8, 1 + 8 + 27, 1 + 8 + 27 + 64, ...). Pomo
ífunk
e f odvo¤te expli
itní vzore£ek pro n-tý prvek této posloupnosti. [2℄9. Ozna£me Tn = {(a, b, c) ∈ N
3; a + b + c = n}. Ur£ete

∑

(a,b,c)∈Tn

abc. [2℄10. Pomo
í generují
í
h funk
í sestrojte dvoji
i fale²ný
h (tzn. ne pravý
h) ²es-tist¥nný
h kostek takový
h, ºe kaºdá z kostek má na svý
h st¥ná
h 
elkem
6 p°irozený
h £ísel (£ísla se mohou opakovat a kostky mohou být r·zné), apro kaºdé p°irozené k platí: pravd¥podobnost, ºe p°i hodu ob¥ma kostkamibude sou£et padlý
h £ísel k, je stejná jako pro dvoji
i pravý
h kostek (kterémají £ísla 1, 2, 3, 4, 5, 6). I u fale²ný
h kostek p°edpokládáme, ºe kaºdá st¥napadne se stejnou pravd¥podobností. [2℄11. a) Dokaºte (nap°. pomo
í generují
í
h funk
í), ºe pro libovolná p°irozená£ísla k ≥ s ≥ 1 platí
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= 1. [3℄b) Pomo
í identity z £ásti a) odvo¤te zobe
n¥nou v¥tu o prin
ipu inkluzea exkluze pro po£et prvk·, které jsou obsaºeny v pr·niku aspo¬ s mnoºinz A1, A2, . . . , An. [2℄2



12. Najd¥te expli
itní vyjád°ení n-tého £lenu posloupnosti de�nované reku-rentn¥ jako a0 = a1 = a2 = 1, an+3 = an+2 − 2an+1 − 4an (n ≥ 0). [3℄13. Ur£ete po£et slov délky n z abe
edy {a, b, c, d}, v ni
hº písmena a, b nejsout¥sn¥ vedle sebe. (3 body za nalezení rekuren
e, dal²í 3 body za expli
itnívzore£ek) [6℄14. Ur£ete po£et permuta
í mnoºiny {1, 2, . . . , n}, které neobsahují podpo-sloupnost a1, a2, a3, kde a1 < a3 < a2. (Nap°. permuta
e 2, 3, 5, 4, 1 jezakázaná kv·li troji
i 2, 5, 4). [3℄15. Spo£ítejte po£et zp·sob·, kterými lze konvexní n-úhelník rozd¥lit pomo
íúhlop°í£ek na trojúhelníky. [3℄16. Dokaºte, ºe ºádnou kone£nou projektivní rovinu nelze reprezentovat pomo
íbod· a p°ímek v (euklidovské) rovin¥. [3℄17. Uvaºujme graf Qn (graf n-dimenzionální kry
hle, n ≥ 1), jehoº vr
holy tvo°ímnoºinu {0, 1}n a hrany spojují vr
holy li²í
í se práv¥ v jedné sou°adni
i. Nagrafu Qn de�nujme sí´ se zdrojem s = (0, 0, . . . , 0) a stokem t = (1, 1, . . . , 1),kde kapa
ita kaºdé hrany je 1 (v obou sm¥re
h). Najd¥tea) 
elo£íselný maximální tok, [1℄b) maximální tok, který je na kaºdé hran¥ kladný (aspo¬ v jednom sm¥ru).[1℄18. Pro kaºdé n ≥ 1 ur£ete stupe¬ hranové souvislosti grafu Qn (tedy nejv¥t²í
k takové, ºe Qn je hranov¥ k-souvislý). [2℄19. Pro kaºdé n ≥ 3 ur£ete stupe¬ vr
holové souvislosti grafu G = Kn \ Cn (Gmá n vr
hol·, odebíráme pouze hrany kruºni
e Cn). [2℄20. Dokaºte, ºe kaºdý graf na n vr
hole
h s minimálním stupn¥m d ≥ (n−1)/2je hranov¥ d-souvislý. [3℄21. Ne
h´ d ≥ 2. Dokaºte, ºe kaºdý souvislý d-regulární bipartitní graf je hra-nov¥ 2-souvislý. [3℄22. Pro v²e
hny dvoji
e p°irozený
h £ísel k, l spl¬ují
í 1 ≤ k ≤ l najd¥te graf
Gk,l, pro který kv(Gk,l) = k a ke(Gk,l) = l. [2℄23. a) Dokaºte, ºe pro libovolné s, t ≥ 2, kaºdý graf na n vr
hole
h, kterýneobsahuje podgraf izomorfní Ks,t, má nejvý²e
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nhran. (Spo£ítejte vhodné podgrafy dv¥ma zp·soby.) [2℄3



b) Dokaºte, ºe mezi libovolnými n body v rovin¥ nejvý²e O(n3/2) dvoji
bod· má vzdálenost 1. [2℄
) Dokaºte, ºe mezi libovolnými n body v R
3 nejvý²e O(n5/3) dvoji
 bod·má vzdálenost 1. [2℄d) Existuje ε > 0 takové, ºe mezi libovolnými n body v R

4 nejvý²e O(n2−ε)dvoji
 bod· má vzdálenost 1? [2℄24. Které 2k-regulární grafy mají k-faktor? (k-faktor grafu G je k-regulárnípodgraf G obsahují
í v²e
hny vr
holy G) [2℄25. Dokaºte, ºe kaºdý 2k-regulární graf má 2-faktor. [3℄26. Ne
h´ n ≥ k ≥ 1. Na ²a
hovni
i n×n je rozmíst¥no n¥kolik kamen· tak, ºe zkaºdý
h k+1 kamen· leºí n¥jaké dva ve stejném °ádku nebo sloup
i. Ukaºte,ºe lze najít r °ádk· a s sloup
·, které pokrývají pozi
e v²e
h kamen·, anaví
 r + s ≤ k. [3℄27. Dokaºte, ºe pro kaºdé p°irozené n existuje N takové, ºe obarvíme-li hranyúplného grafu G na n vr
hole
h libovolnýmmnoºstvím barev, pak v grafu Gexistují vr
holy v1, v2, . . . , vn tak, ºe je spln¥ná aspo¬ jedna z následují
í
hpodmínek:1) indukovaný graf G[v1, v2, . . . , vn] je duhový (tzn. v²e
hny jeho hranymají r·znou barvu),2) barva hrany vivj , pro i < j, závisí jen na i. [5℄28. Rozhodn¥te, zda v kaºdém obarvení roviny dv¥ma barvami existuje jedno-barevná troji
e bod· tvo°í
í vr
holya) jednotkového rovnostranného trojúhelníka, [2℄b) "degenerovaného" trojúhelníka s délkami stran 1, 2, 3. [2℄29. Najd¥te obarvení roviny 7 barvami tak, aby ºádné dva body ve vzdálenosti
1 nem¥ly stejnou barvu. [2℄30. Rozhodn¥te, pro která p°irozená £ísla k platí: existuje n0 > 0 takové, ºe prov²e
hna p°irozená n > n0 kaºdý souvislý graf na n vr
hole
h má indukovanýpodgraf s p°esn¥ k hranami. [7℄31. Dokaºte, ºe pro kaºdé p°irozené c existuje N tak, ºe pro kaºdé obarvenímnoºiny [N ] = {1, 2, . . . , N} c barvami existuje troji
e r·zný
h £ísel x, y, zstejné barvy, spl¬ují
í rovni
i x + y = 2z (jinými slovy - jednobarevnáaritmeti
ká posloupnost délky 3). Zkuste °e²it induk
í podle c. [5℄4


