Priklady z Kombinatoriky a grafa I - LS 2010/2011

. a) Pro kazdou dvojici z nasledujicich funkei definovanych pro n € N zjistéte,
zda jsou v relaci O, 0, ©:

Qeloglogn’ eel+loglogn’ 1 + nQ (Sln (gn> + 1) , 1 + RQ(COS(87TTL) + 1)
[3]
b) Porovnejte navic funkce z ¢asti a) s funkei 1 + n?(sin(n) + 1). [3]
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. Kolika zptisoby lze rozesadit n manzelskych paria okolo kulatého stolu na
pripravenych 2n 7zidli tak, aby zadni dva manzelé nesedéli vedle sebe? Kolik
je takovych rozesazeni, kdyz navic pozadujeme, aby se po obvodu stolu
stfidali muzi a zeny? [3]

. Sec¢téte (napf. pomoci principu inkluze a exkluze a kombinatorické inter-

pretace) §
3 (-1) (7;) (n+k—i)".
[3]

. Se¢téte (napf. pomoci principu inkluze a exkluze a kombinatorické inter-

pretace) § |
2o
[2]



7. Ve vézeni je 100 véziii odsouzenych na dozivoti. Jednoho dne jsou pozvani
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jeden po druhém do mistnosti, kde je na stole v fadé 100 krabic a kazda
obsahuje papirek se jménem jednoho vézné (jméno kazdého z véznt je prave
v jedné krabici a jména jsou rozmisténa v ndhodném poradi). Vézen, ktery
vejde do mistnosti s krabicemi, se muze podivat do 50 krabic a precist
si jméno na papirku uvnitf. Pokud kazdy vézen najde svoje jméno, jsou
vSichni propusténi. Vézni si mohou predem domluvit strategii, ale poté, co
prvni z nich vstoupi do mistnosti, uz spolu nijak nekomunikuji (ani si nesmi
nechévat 7adné vzkazy uvnif mistnosti). Porad'te jim, jak se maji domluvit,
aby méli co nejvétsi (aspon 10%) Sanci, 7e budou propusténi,

a) pokud kazdy vézen v mistnosti miuze navic zménit poradi krabic,  [2]
b) pokud se krabice nesmi pfesouvat. [+2]
c) V piipadé a) najdéte nejlepsi strategii a dokazte, ze je nejlepsi. [+1]
Najdéte generujici funkci f pro posloupnost ¢astecnych souctu tretich moc-

nin piirozenych ¢isel, tedy (1,1+ 8,1+ 8+ 27,1+ 8 + 27+ 64, ...). Pomoci
funkce f odvodte explicitni vzorecek pro n-ty prvek této posloupnosti. [2]

Ozna¢me T, = {(a,b,c) € N*:a + b+ c = n}. Urcete

Z abe.

(a,b,c)eTn

[2]

Pomoci generujicich funkei sestrojte dvojici falegnych (tzn. ne pravych) Ses-
tisténnych kostek takovych, ze kazdé z kostek mé na svych sténéch celkem
6 prirozenych ¢isel (¢isla se mohou opakovat a kostky mohou byt rizné), a
pro kazdé prirozené k plati: pravdépodobnost, 7ze pii hodu obéma kostkami
bude soucet padlych ¢isel k, je stejné jako pro dvojici pravych kostek (které
maji ¢isla 1,2,3,4,5,6). I u falesnych kostek predpokladame, ze kazda sténa
padne se stejnou pravdépodobnosti. [2]

a) Dokazte (nap¥. pomoci generujicich funkcei), Ze pro libovolna pfirozena

¢isla k > s > 1 plati
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[3]
b) Pomoci identity z ¢asti a) odvod'te zobecnénou vétu o principu inkluze
a exkluze pro pocet prvki, které jsou obsazeny v priniku asponn s mnozin

ZAl,AQ,..., An [2]
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Najdéte explicitni vyjadieni n-tého ¢lenu posloupnosti definované reku-
rentné jako ag = a1 = as = 1, apy3 = Apyo — 20,41 — 4a, (n > 0). [3]

Urcete pocet slov délky n z abecedy {a, b, ¢, d}, v nichz pismena a, b nejsou
tésné vedle sebe. (3 body za nalezeni rekurence, dalsi 3 body za explicitni

vzoretek) [6]
Urcete pocet permutaci mnoziny {1,2,...,n}, které neobsahuji podpo-
sloupnost ay, as, as, kde a; < az < ay. (Nap¥. permutace 2,3,5,4,1 je
zakdzana kvuli trojici 2, 5,4). [3]

Spocitejte pocet zptisobt, kterymi lze konvexni n-tthelnik rozdeélit pomoci
thlopticek na trojuhelniky. [3]

Dokazte, 7e zddnou konecnou projektivni rovinu nelze reprezentovat pomoci
bodu a piimek v (euklidovské) roviné. [3]

Uvazujme graf @,, (graf n-dimenzionélni krychle, n > 1), jehoz vrcholy tvoii
mnozinu {0, 1}" a hrany spojuji vrcholy lisici se pravé v jedné souradnici. Na
grafu @, definujme sit se zdrojem s = (0,0,...,0) astokem ¢ = (1,1,...,1),
kde kapacita kazdé hrany je 1 (v obou smérech). Najdéte

a) celo¢iselny maximalni tok, [1]
b) maximéalni tok, ktery je na kazdé hrané kladny (aspon v jednom sméru).

[1]

Pro kazdé n > 1 urcete stupeni hranové souvislosti grafu @,, (tedy nejvétsi
k takové, Ze @, je hranové k-souvisly). [2]

Pro kazdé n > 3 urcete stupen vrcholové souvislosti grafu G = K, \ C,, (G
mé n vrchol, odebirame pouze hrany kruznice C),). [2]

Dokazte, ze kazdy graf na n vrcholech s minimélnim stupném d > (n—1)/2
je hranové d-souvisly. [3]

Necht d > 2. Dokazte, ze kazdy souvisly d-regularni bipartitni graf je hra-
nové 2-souvisly. [3]

Pro vSechny dvojice prirozenych ¢isel k, [ spliujici 1 < k& < [ najdéte graf
Gy, pro ktery ky(Gr) = k a ke(Gri) = 1. 2]

a) Dokazte, ze pro libovolné s,t > 2, kazdy graf na n vrcholech, ktery
neobsahuje podgraf izomorfni K, ;, ma nejvyse

1 t—
“(s—D)tn—t+ DtV p
2 2
hran. (Spotitejte vhodné podgrafy dvéma zpusoby.) [2]
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b) Dokazte, Ze mezi libovolnymi n body v roviné nejvyse O(n*?) dvojic
bodi méa vzdalenost 1. [2]
c¢) Dokazte, ze mezi libovolnymi n body v R? nejvyse O(n®/3) dvojic bodi
mé vzdalenost 1. [2]
d) Existuje € > 0 takové, ze mezi libovolnymi n body v R?* nejvyse O(n*~¢)
dvojic bodi méa vzdéalenost 17 [2]

Které 2k-regularni grafy maji k-faktor? (k-faktor grafu G je k-regularni
podgraf G obsahujici vSechny vrcholy G) [2]

Dokazte, ze kazdy 2k-regularni graf ma 2-faktor. [3]

Necht n > k£ > 1. Na Sachovnici n xn je rozmisténo nékolik kamenu tak, 7e z
kazdych k+1 kamenii lezi néjaké dva ve stejném fadku nebo sloupci. Ukazte,
ze lze najit r radku a s sloupcu, které pokryvaji pozice vsech kamenii, a
navic r + s < k. [3]

Dokazte, ze pro kazdé piirozené n existuje N takové, ze obarvime-li hrany
uplného grafu G na n vrcholech libovolnym mnozstvim barev, pak v grafu G

existuji vrcholy vy, vo, ..., v, tak, ze je splnénéa aspon jedna z nésledujicich
podminek:
1) indukovany graf Glvy,vs,...,v,| je duhovy (tzn. vSechny jeho hrany

maji riznou barvu),

2) barva hrany v;v;, pro i < j, zavisi jen na i. [5]
Rozhodnéte, zda v kazdém obarveni roviny dvéma barvami existuje jedno-
barevna trojice bodu tvorici vrcholy

a) jednotkového rovnostranného trojihelnika, [2]

b) "degenerovaného" trojuhelnika s délkami stran 1, 2, 3. [2]

Najdéte obarveni roviny 7 barvami tak, aby zaddné dva body ve vzdalenosti
1 nemély stejnou barvu. 2]

Rozhodnéte, pro kterd prirozend cisla k plati: existuje ng > 0 takové, ze pro
vSechna pfirozend n > ng kazdy souvisly graf na n vrcholech mé indukovany
podgraf s piesné k hranami. [7]

Dokazte, 7e pro kazdé ptirozené c existuje N tak, ze pro kazdé obarveni
mnoziny [N] ={1,2,..., N} ¢ barvami existuje trojice ruznych &isel x,y, z
stejné barvy, splitujici rovnici x + y = 2z (jinymi slovy - jednobarevna
aritmeticka posloupnost délky 3). Zkuste fesit indukei podle c. [5]



