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Priklady k procviceni k Nekonecnym mnozinam
7S 2024/2025

1. pfednaska, 2. 10. 2024

. Dokazte, ze kazda dolni mnozina v (On, <) je ordinalni ¢islo.

Je kazda dobfe usporfadana vlastni t¥ida izomorfni (On, <)?

2. prednaska, 9. 10. 2024

Ovéite, ze v kazdé usporadané mnoziné (tfidé) je sjednoceni systému libo-
volné mnoha dolnich mnozin dolni mnozina (Cast).

. Dokazte transfinitni rekurzi, ze je-li (A, <) dobie uspofadana vlastni tiida,

kde pro kazdé x € A je dolni ¢ast («—, z) mnozina, pak (A, <) je izomorfni
(On, <).

Dokazte, ze existuje podmnozina roviny, kterd ma s kazdou primkou v roviné
spole¢né praveé dva body. Vyuzijte princip dobrého usporadani na ocislovani
mnoziny vSech primek i mnoziny vSech bodi a postupujte transfinitni re-
kurzi. Mtzete vyuzit, ze R? ma stejnou mohutnost jako R.

Odvodte princip dobrého usporadéani z axiomu vybéru pomoci transfinitni
rekurze. (S vyuzitim selektoru na poten¢ni mnoziné P(a) definujte rekur-
zivné bijekci mezi vhodnym ordindlem a mnozinou a).

. Odvod'te princip dobrého usporadani z principu maximality. (Uvazujte dobra

usporadani na podmnozinach a porovnejte je relaci ,rozsirovani®.)
3. prednéaska, 16. 10. 2024

Pro normalni ordinalni funkci F' dokazte, ze vzor uzaviené tiidy je tvaru
X NDom(F), kde X je uzaviena tiida (tedy je uzavieny v Dom(F)).

Pro normalni ordinalni funkeci F' a limitni ordinal A € Dom(F") dokazte, ze
F(X) je také limitni.

Ovérte, ze tiida pevnych bodi ordinalni funkce definované na On je uza-
viena.
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4. prednaska, 23. 10. 2024
Ovéite, ze pro kazdy ordinal « je funkce F'(§) = o + & spojita.

Overte, ze nasledujici definice ordinalni mocniny je ekvivalentni standardni
rekurzivni definici: o je ordinalni typ mnoziny vSech zobrazeni 3 do « s
konecnym nosi¢em, usporadanych antilexikograficky; tj. f < f’ pokud pro
nejvetsi v, kde se f a f/ 1isi, plati f(v) < f'(7).

*V teorii ZF (bez axiomu vybéru) dokazte existenci nespocetného ordinalu.
5. prednéaska, 30. 10. 2024

Prirad'te kazdé hydie vhodny ordinél tak, aby hydra vznikla v libovolném
n-tém kroku regeneraci po useknuti hlavy Herkulem méla prifazeny mensi
ordinél nez ta ptvodni.

6. prednaska, 6. 11. 2024

Spocitejte hodnoty nasledujicich funkci Hardyovy hierarchie:
(a) Hytw(n) =
(b) Hop(n) =
(c) Hy2(n) =
7. prednaska, 13. 11. 2024
Dokazte, ze pro kazdy spocetny limitni ordinal « je cf () = w.
Dokazte, Ze pro kazdy limitni ordinél « je cf(X,) = cf(«).
8. prednaska, 20. 11. 2024

Dokazte, ze v ZFC pro kazdé ordinalni ¢islo a plati, Ze suma nejvyse N,
mnozin mohutnosti nejvyse X, mé mohutnost nejvyse X,,. (Definujte prosté
zobrazeni sumy do w, X w,, podobné jako ve spo¢etném piipadé.)

Dokazte, ze kazdy nekoneény singularni kardinél s je supremum cf(s¢) re-
gularnich kardinala.

Oveéite podle definice kardinalni mocniny, ze »* ™ = s 3¢" a (3)" = 7.
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9. prednaska, 27. 11. 2024

Ovéite, ze lexikografické usporadani na nekonecném kartézském soucinu

X 2

€W
neni dobré.

10. prednaska, 4. 12. 2024
Ovérte, ze kazdy Tetézec ve stromé je dobfe uspofadana mnozina.

Odvodte Kénigovu vétu o stromech z principu maximality (bez pouZziti
rekurze).

Odvod'te nekone¢nou Hallovu vétu pomoci principu kompaktnosti.

Plati varianta nekonecné Hallovy véty pro systémy spocetnych mnozin? Co
kdyz navic kazdy spocetny podsystém ma prosty selektor?

11. prednaska, 11. 12. 2024

Ukazte, ze v kazdém konecéném rozkladu Q = X; U Xy U - - - U X,, mnoziny
racionalnich ¢isel néjaka ze tiid X; obsahuje izomorfni kopii Q vzhledem k
usporadani <. (Staci ukazat, ze X; je husta v néjakém neprazdném otevie-
ném intervalu).

Pomoci nekoneéné Ramseyovy véty dokazte, ze kazda spocetné usporadana
mnozina mé nekonecny retézec nebo nekonecny antiretézec.

Pomoci nekoneéné Ramseyovy véty dokazte, Zze kazda spocetnéd linearné
usporadand mnozina ma nekonec¢nou rostouci posloupnost nebo nekonec¢nou
klesajici posloupnost (podmnozinu uspotradanou podle typu w nebo w*).

12. prednaska, 18. 12. 2024

2
Py

Ukazte, Ze pro kazdy nekoneény kardinal s plati 2 - (3)

S vyuzitim obecnéjsi Sierpinského véty ukazte, ze kazdy slabé kompaktni
kardinal je nedosazitelny.

Pomoci vhodného obarveni kone¢nych podmnozin w ukazte, Ze w neni Ram-
seyuv kardinal.

Ukazte, ze barevnost grafu jednotkovych vzdalenosti v roviné je aspon 4 a
nejvyse 7.



13. prednaska, 8. 1. 2025

33. Ukazte, ze pro kazdé n € N lze jednotkovy disk rozlozit na n 4 2 ¢asti a z
nich sloZit jednotkovy disk a n kopii polooteviené usecky (0, 1].

34. S pomoci tvrzeni a vét z prednasky odvodte (v ZFC):

a) Kazdé dvé koule A, B (rizné veliké) v R? jsou vzajemné preskladatelné
pomoci koneéného poctu ¢asti (tj. existuje n € N takové, ze A = B).
b) Jsou-li A, B omezené podmnoziny R* s neprazdnym vnitikem, pak

n
existuje n € N takové, ze A = B.

35. a) Necht z,y € R? « je rotace okolo x o 180° a 3 je rotace okolo y o
120°. Ukazte, Ze slozené zobrazeni (af3)® je identita.

b) Najdéte netrivialni nezkratitelné slovo v abecedé {a,a™t, 3,371} ta-
kové, ze po dosazeni libovolnych dvou rotaci «, 5 v roviné (okolo libo-
volnych dvou bodu, o libovolné tihly) piislusné slozené zobrazeni bude
identita. (Nejprve ukazte, jak lze z libovolnych dvou rotaci a jejich
inverzi poskladat posunuti.)



