
P°íklady k provi£ení k Nekone£ným mnoºinám

ZS 2020/2021

1. p°edná²ka, 8. 10. 2020

1. Dokaºte, ºe kaºdá dolní mnoºina v (On, <) je ordinální £íslo.

2. p°edná²ka, 15. 10. 2020

2. Je kaºdá dob°e uspo°ádaná vlastní t°ída izomorfní (On, <)?

3. Ov¥°te, ºe v kaºdé uspo°ádané mnoºin¥ je sjednoení systému libovoln¥

mnoha dolníh mnoºin dolní mnoºina.

4. Dokaºte trans�nitní rekurzí, ºe je-li (A,≺) dob°e uspo°ádaná vlastní t°ída,

kde pro kaºdé x ∈ A je dolní £ást (←, x) mnoºina, pak (A,≺) je izomorfní

(On, <).

5. Dokaºte, ºe existuje podmnoºina roviny, která má s kaºdou p°ímkou v rovin¥

spole£né práv¥ dva body. Vyuºijte prinip dobrého uspo°ádání na o£íslování

mnoºiny v²eh p°ímek i mnoºiny v²eh bod· a postupujte trans�nitní re-

kurzí.

6. Odvo¤te prinip dobrého uspo°ádání z axiomu výb¥ru.

7. Odvo¤te prinip dobrého uspo°ádání z prinipu maximality. (Uvaºujte dobrá

uspo°ádání na podmnoºináh a porovnejte je relaí "roz²i°ování".)

3. p°edná²ka, 22. 10. 2020

8. Pro normální ordinální funki F dokaºte, ºe vzor uzav°ené t°ídy je tvaru

X ∩Dom(F ), kde X je uzav°ená t°ída (tedy je uzav°ený v Dom(F )).

9. Pro normální ordinální funki F a limitní ordinál λ ∈ Dom(F ) dokaºte, ºe
F (λ) je také limitní.

10. Ov¥°te, ºe t°ída pevnýh bod· ordinální funke de�nované na On je uza-

v°ená.

11. Ov¥°te, ºe pro kaºdý ordinál α je funke F (ξ) = α + ξ spojitá.

12. * V teorii ZF (bez axiomu výb¥ru) dokaºte existeni nespo£etného ordinálu.

4. p°edná²ka, 29. 10. 2020

13. P°i°a¤te kaºdé hyd°e vhodný ordinál tak, aby hydra vzniklá v libovolném

n-tém kroku regeneraí po useknutí hlavy Herkulem m¥la p°i°azený men²í

ordinál neº ta p·vodní.



5. p°edná²ka, 5. 11. 2020

14. Spo£ítejte hodnoty následujííh funkí Hardyovy hierarhie:

(a) Hω+ω(n) =

(b) Hω·k(n) =

() Hω2(n) =

6. p°edná²ka, 12. 11. 2020

15. Dokaºte, ºe pro kaºdý spo£etný limitní ordinál α je cf(α) = ω.

16. Dokaºte, ºe pro kaºdý limitní ordinál α je cf(ℵα) = cf(α).

7. p°edná²ka, 19. 11. 2020

17. Dokaºte, ºe v ZFC pro kaºdé ordinální £íslo α platí, ºe suma nejvý²e ℵα
mnoºin mohutnosti nejvý²e ℵα má mohutnost nejvý²e ℵα. (De�nujte prosté
zobrazení sumy do ωα × ωα, podobn¥ jako ve spo£etném p°ípad¥.)

18. Dokaºte, ºe kaºdý nekone£ný singulární kardinál κ je supremum cf(κ) re-
gulárníh kardinál·.

19. Ov¥°te podle de�nie kardinální moniny, ºe κµ+ν = κµ ·κν
a (κµ)ν = κµ·ν

.

8. p°edná²ka, 26. 11. 2020

20. Ov¥°te, ºe lexikogra�ké uspo°ádání na nekone£ném kartézském sou£inu

×
i∈ω

2

není dobré.

9. p°edná²ka, 3. 12. 2020

21. Ov¥°te, ºe kaºdý °et¥ze ve strom¥ je dob°e uspo°ádaná mnoºina.

22. Odvo¤te Königovu v¥tu o stromeh z prinipu maximality (bez pouºití

rekurze).

10. p°edná²ka, 10. 12. 2020

23. Odvo¤te nekone£nou Hallovu v¥tu pomoí prinipu kompaktnosti.

24. Platí varianta nekone£né Hallovy v¥ty pro systémy spo£etnýh mnoºin?



25. Ukaºte, ºe v kaºdém kone£ném rozkladu Q = X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xn mnoºiny

raionálníh £ísel n¥jaká ze t°íd Xi obsahuje izomorfní kopii Q vzhledem k

uspo°ádání ≤. (Sta£í ukázat, ºe Xi je hustá v n¥jakém neprázdném otev°e-

ném intervalu).

11. p°edná²ka, 17. 12. 2020

26. Pomoí nekone£né Ramseyovy v¥ty dokaºte, ºe kaºdá nekone£ná uspo°á-

daná mnoºina má nekone£ný °et¥ze nebo nekone£ný anti°et¥ze.

27. Pomoí nekone£né Ramseyovy v¥ty dokaºte, ºe kaºdá nekone£ná lineárn¥

uspo°ádaná mnoºina má nekone£nou rostouí posloupnost nebo nekone£nou

klesajíí posloupnost (podmnoºinu uspo°ádanou podle typu ω nebo ω∗
).

28. Ukaºte, ºe pro kaºdý nekone£ný kardinál κ platí 2κ 9 (3)2κ.

29. S vyuºitím oben¥j²í Sierpinského v¥ty ukaºte, ºe kaºdý slab¥ kompaktní

kardinál je nedosaºitelný.

30. Pomoí vhodného obarvení kone£nýh podmnoºin ω ukaºte, ºe ω není Ram-

sey·v kardinál.

12. p°edná²ka, 7. 1. 2021

31. Ukaºte, ºe pro kaºdé n ∈ N lze jednotkový disk rozloºit na n + 2 £ástí a z

nih sloºit jednotkový disk a n kopií polootev°ené úse£ky (0, 1].

32. S pomoí tvrzení a v¥t z p°edná²ky odvo¤te (v ZFC):

a) Kaºdé dv¥ koule A,B (r·zn¥ veliké) v R3
jsou vzájemn¥ p°eskládatelné

pomoí kone£ného po£tu £ástí (tj. existuje n ∈ N takové, ºe A
n
∼= B).

b) Jsou-li A,B omezené podmnoºiny R3
s neprázdným vnit°kem, pak

existuje n ∈ N takové, ºe A
n
∼= B.

33. a) Neh´ x, y ∈ R2
, α je rotae okolo x o 180◦ a β je rotae okolo y o

120◦. Ukaºte, ºe sloºené zobrazení (αβ)6 je identita.

b) Najd¥te netriviální slovo v abeed¥ {α, α−1, β, β−1} takové, ºe po do-

sazení libovolnýh dvou rotaí α, β v rovin¥ (okolo libovolnýh dvou

bod·, o libovolné úhly) p°íslu²né sloºené zobrazení bude identita. (Nej-

prve ukaºte, jak lze z libovolnýh dvou rotaí a jejih inverzí poskládat

posunutí.)


