Dodatky ke Kapitolam z diskrétni matematiky
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1 Matematicka indukce

Axiom (Princip silné indukce). Plati-li

1) V(1) a zdroven

2) (Yn>2) (V(L))AVE2)A---AV(n—1)) = V(n),
pak plati (Vn € N) (V(n)).

2 (Castecna usporadani

Véta. Necht (X, R) je konecnd ¢dsteéné usporddand mnoZina. Pak existuje linedrni uspordddni
S na X takové, ze R C S. (Jingmi slovy: kazdé konecné cdstecné usporadand lze rozsirit
na linedrni usporddadnd.)

V Kapitolach cviceni 1.6.8 ve vydani z r. 2000, Véta 2.2.1 ve vydani z r. 2009

Véta (O dlouhém a sirokém; Mirského véta). Pro kazdou konecnou édstecné usporddanou
mnozinu P = (X, <) plati a(P)-w(P) > | X|. Dokonce X lze rozlozit na w(P) antiretézci.

V Kapitolach cviceni 6.2.9 ve vydani z r. 2000, Véta 2.4.5 ve vydani z r. 2009

Lemma (Erdés—Szekeresovo lemma). Necht ay,as, . .., ay21q je posloupnost riznijch redlnijch
c¢isel. Pak existuji indexy iy < iy < --- < inpqy1 takové, Ze a; < a;, < --- < a;,,, nebo
a;, > @y, > > ;. (Tedy existuje rostouci nebo klesajici podposloupnost délky n+1.)

V Kapitolach cviceni 6.2.10 ve vydéani z r. 2000, Véta 2.4.6 ve vydéani z r. 2009

3 Pravdépodobnost

Definice (Podminéna pravdépodobnost). Necht A, B jsou jevy v koneéném pravdépodobnostnim
prostoru (€, P) takové, ze P(B) > 0. Pravdépodobnost jevu A za podminky B je

P(AN B)

P(IB) =55

Véta (Bayesova véta). Necht A, B jsou jevy v konecném pravdépodobnostnim prostoru
(Q,P) takové, ze P(A) > 0, P(B) > 0. Pak plati

P(A|B)P(B)

P(BI4) = =5



Pozorovani. Necht A, B jsou jevy v konecném pravdépodobnostnim prostoru (Q,P) ta-
kové, ze P(B) > 0. Pak A, B jsou nezdvislé prdvé tehdy, kdyz

P(A|B) = P(A).

4 Grafy

Definice. Cestu s n vrcholy znaéime P,. (V Kapitoldch se ale znaci jako P,_1.)
Veéta. Graf G je bipartitni prdvé tehdy, kdyz neobsahuje lichou kruznici.
V Kapitolach cviceni 3.2.3 ve vydani z r. 2000, cviceni 4.2.3 ve vydani z r. 2009

Dikaz. (=) Je-li G bipartitni, je i kazdy jeho podgraf bipartitni, se stejnym rozkladem
vrcholi do dvou podmnozin. Pokud je néjakd kruznice C bipartitni, pak lze jeji vrcholy
rozdélit do dvou mnozin A, B tak, ze kazdy vrchol z A sousedi se dvéma vrcholy z B a
naopak. Pocet hran C' je tedy roven zaroven 2| A| a zaroven 2| B|. To znamena, ze |A| = | B|,
a pocet vrcholu C je tedy |A| + | B| = 2| A|, coz je sudé ¢islo. Bipartitni graf tudiz nemuze
obsahovat lichou kruznici.

(<) Predpokladejme, ze graf G neobsahuje lichou kruznici. Vétu staci dokdzat pro
kazdou komponentu zvlast, mizeme tedy bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze G je
souvisly. Zvolme vrchol u € V(G) a provedme prohledani G do siiky z u. Jednotlivé
vrstvy oznacme podle vzdalenosti od u nésledovneé:

Vi={v e V(G)da(u,v) = i}.

Tedy V1 je mnozina sousedu u, V5 jsou sousedi vrcholu z V; ve zbytku grafu, atd. Definujme
rozklad V(G) na nasledujici mnoziny A, B:

A=V UVzU..., B={v}ulWhuV,u....

Tedy A je mnozina vrcholu liché vzdélenosti od u a B je mnozina vrcholu sudé vzdalenosti
od u. Z konstrukce mnozin V; plyne, ze mezi V; a V; nevede hrana pokud |i —j| > 2. Zbyva
tedy ukéazat, ze kazdd mnozina V; je nezavisla v G, tedy ze v grafu G neni zadna hrana s
obéma vrcholy ve V.

Postupujme sporem. Necht i je nejmensi piirozené éislo takové, ze G obsahuje hranu vw,
kde v, w € V;. To znamena, ze existuje cesta délky ¢ z u do v i z u do w. Oznacéme si vrcholy
na téchto dvou cestach jako u = vy, v1, Vo, ..., 0; = v a U = Wy, Wi, Wy, . .., w; = w. Necht j
je maximalni index takovy, Ze v; = w;. Pak v;jvj41 ... vyww;—q ... wjw; je kruznice délky
2(i — j) + 1. Tim dostéavame spor, protoze jsme nasli lichou kruznici v G. O
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