Priklady z Diskrétni matematiky - ZS 2015/2016

zadano 8-9. 10. 2015, odevzdat do 15-16. 10. 2015

1. Na vodorovné tyci dlouhé 1 metr je 25 mravenci. V case 0 se kazdy mra-
venec za¢ne pohybovat rychlosti 1 cm/s podél tyce, a to v jednom ze dvou
moznych sméri (vlevo nebo vpravo). Na okrajich tyce jsou zabrany, takze
pokud néjaky mravenec dojde na okraj, otoci se ¢elem vzad a pokracuje v
pohybu opac¢nym smérem. Pokud se dva mravenci potkaji, nemohou se vy-
hnout; misto toho se oba oto¢i ¢elem vzad a pokracuji v pohybu opac¢nym
smérem. Kde se bude nachazet za 100 sekund mravenec, ktery je v ¢ase 0
sedmy zleva? [3]

2. Kolik nejvyse koni Ize rozmistit na obdélnikovou Sachovnici 3 x 2015, aby
se zadni dva vzajemné neohrozovali? [4]

3. Kolik nejvyse stielci 1ze rozmistit na ¢tvercovou Sachovnici n x n, aby se
zadni dva vzajemné neohrozovali? [4]

4. Rozhodnéte, zda kazdy dostatecné veliky ¢tverec n X n lze vydlazdit ¢tver-
covymi dlazdicemi o rozmérech

a) 2x2a3x3, [5]
b) 7x7,8x8a9x09. [5]

5. Rozhodnéte, pro ktera prirozené n lze Sachovnice n xn vydlazdit dlazdicemi
tvaru "L"pokryvajicimi t¥i poli¢ka (jsou povolena vSechna 4 otoceni). [3]
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zadano 15.-16. 10. 2015, odevzdat do 22.-23. 10. 2015

V roviné je nakreslenych n pifimek, z nichz zadné dvé nejsou rovnobézné

a zaddné t¥i neprochazeji stejnym bodem. Dokazte, Ze rozdéli rovinu presné
2 v oz rd

na 2 4 1 Casti. [2]

Dokazte matematickou indukci, Ze pro kazdé ptirozené c¢islo n plati
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Dokazte, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n plati
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Dokazte, ze pro kazdé ptirozené ¢islo n plati
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Necht z je realné ¢islo takové, ze SL’—l—% je celé. Dokazte, 7ze pak pro libovolné
pFirozené n je i &islo 2™ + - celé. [3]

Kolik existuje cest prochazejicich vSechna policka Sachovnice n x 3, kazdé
pravé jednou, zacinajicich na policku (1,1) a koné&icich na policku (n,1)?

(Na cestach uvazujeme jen vodorovné a svislé kroky.) [4]
Nekone¢nd posloupnost ay,as, ... je zadana vztahy a; = 2 a a,11 = a2 +
a, — 1. Dokazte, ze kazdé dva jeji ¢leny jsou navzajem nesoudé&lné. [3]

Necht M je mnozina 2015 riznych celych ¢isel z uzavieného intervalu
[—2012,2012]. Dokazte, 7e lze z M vybrat tii razné prvky a,b, c takové,
zea+b+c=0. [4]
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zadano 22.-23. 10. 2015, odevzdat do 5.-6. 11. 2015

Necht F), je n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti (tj. Fy = Fy, = 1, F, =
F,_1+ F,_5 pro n > 3). Bez pouziti explicitniho vzorce pro F,, dokazte,
7e pro kazdé prirozené n > 3 &isla Fy, 1, 2F,F,_1 a F? — F? | tvori délky
stran pravotihlého trojuhelnika. [3]

Dokazte, ze pro viechna prirozena ¢isla k, n plati, ze F,, d&li F},,. [2]

Uvazujme nekonec¢nou Sachovnici, kde kazdé policko ma celoc¢iselné sourad-
nice (z,y). Na kazdém policku se souradnici y < 0 je jeden hraci kimen. Je-li
ve dvou hranové sousednich poli¢cich Py, P, aspon jeden kimen, lze provést
tah, a to nasledovné: vezmeme jeden kdmen z policka P;, preskoc¢ime pres
P a polozime jej na nésledujici policko Ps; ptritom vSak odstranime jeden
kdmen 7z P,. Je povoleno nashromézdit vic kamenu na jednom policku. Ko-
lik nejméné tahu je potieba, abychom aspon s jednim kamenem doskodili
na policko o soufadnicich (0,5)? [5]

Necht R a S jsou relace ekvivalence na mnoziné X. Rozhodnéte, zda také
RNS, RUS, R, RoS je nutné ekvivalence. (R zna¢i doplnék R v kartézském
soufinu X x X.) [4]

Necht R a S jsou (neostra) ¢aste¢na usporadani na mnoziné X. Rozhodnéte,
zda také RNS, RUS, R°, Ro S je nutné ¢asteéné usporadani. [4]

Necht S je relace soudélnosti na mnoziné N\ {1}, tedy
mSn < NSD(m,n) > 1.
Je S (neostré) ¢asteéné usporadani? Je S ekvivalence? [2]

Ukazte matematickou indukei, ze kazda acyklicka relace na kone¢né mnoziné
mé minimélni prvek.

(Relace R na mnoziné X se nazyva acyklickd, pokud pro 7adné k > 1
neexistuji prvky zi,xo, ...,z € X takové, ze x1Rxq, xoRxs, ..., xp_1Rx)
a v Rzy. Prvex x € X je minimdln? pro R pokud neexistuje y € X \ {z}
takoveé, ze yRz.) [2]

Najdéte fetézec a antifetézec maximalni velikosti v mnoziné {1,2,...,n}
castecné usporadané relaci délitelnosti a dokazte, ze vétsi neexistuji.  [4]
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zadano 5.-6. 11. 2015, odevzdat do 12.-13. 11. 2015

[termin odevzdani posunut na 19.-20. 11. 2015]

Kolik je v konvexnim n-thelniku kiizeni vSech thlopiicek, pokud se zadné
tii ihlopticky nekiizi ve stejném bodé? (Kiizenim rozumime spoleény vnitini
bod dvou thlopti¢ek, ne tedy vrchol.) [2]

Kolika zptsoby lze konvexni n-tihelnik (s vrcholy ocislovanymi 1,2,... n)
roziezat na trojihelniky podél jeho uhlopricek tak, Ze fezy se vzajemné
nekiizi a kazdy z trojuhelnikii ma aspon jednu stranu spole¢nou s hranou
n-uhelnika? [3]

Kolika zpusoby lze projit ¢tvercovou miizku obdélnikového tvaru z levého
dolnitho rohu do pravého horniho rohu, pokud ma m c¢tverecku ve vodo-
rovném smeéru, n ¢tverecki ve svislém sméru a mizeme se pohybovat jen
smérem vpravo a nahoru po hranach miizky? [2]



25.

26.

27.

28.

zadano 12.-13. 11. 2015, odevzdat do 26.-27. 11. 2015

Dokazte kombinatorickou interpretaci (p¥ipadné vypoctem), 7e
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pomoci kombinatorické interpretace (pripadné vypoctem). [2]
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K jednani u kulatého stolu se seslo 47 trollu a 47 trpasliki. Kolika zpisoby

si mohou sednout, kdyz rozesazeni, ktera se lisi jen pootocenim, povazujeme
za stejna? (Trollové jsou vsichni stejni, stejné tak trpaslici. Muze se hodit
dokazat nasledujici tvrzeni: je-li kolem stolu n pozic, a rozesazeni R se po-
otofenim o k pozic (1 < k < n) nezméni, pak se R nezméni ani pootocenim
o d pozic, kde d je néjaky délitel n mensi nez n.) [4]
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zadano 26.-27. 11. 2015, odevzdat do 3.-4. 12. 2015

Kolika zptusoby lze obarvit policka Sachovnice n X n ¢erné a bile tak, ze v
kazdém ¢tverci 2 x 2 jsou dvé Cerna a dvé bila policka? [3]

Jaka je pravdépodobnost, 7e ndhodnd permutace n prvkid mé presné tii
pevné body? [2]

Jaka je pravdépodobnost, 7e pfi ndhodném serazeni 9 trpasliki, 8 orkid a 3
skiitki do fady nebude zadny trpaslik a ork t&sné vedle sebe? (Prislusniky
jedné rasy povazujeme za nerozliSitelné.) Staci spravny postup a vzorec,
nemusite vycislovat vysledek. [3]

V piksle mame 12 modrych a 9 ¢ervenych pilulek. Postupné nadhodné vybi-
rame jednu pilulku po druhé a uz je nevracime. Jaka je pravdépodobnost,
ze tieti vybrana pilulka bude ¢ervena? [2]

V piksle mame 6 modrych a 3 ¢ervené pilulky, a kromé toho mame na stole
Sest dalsich pilulek od kazdé barvy. V kazdém kroku ndhodné vybereme
z piksly jednu pilulku, a pokud v piksle zbylo ¢ modrych a b cervenych
pilulek, vratime zpét jednu pilulku, kterda bude modra s pravdépodonosti
a/(a+b) a Cervena s pravdépodobnosti b/(a+b). Jaka je pravdépodobnost,
ze sedmé pilulka vybrand z piksly bude ¢ervena? [3]
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zadano 3.-4. 12. 2015, odevzdat do 10.-11. 12. 2015

V Cesku je mezi lidmi narozenymi na jaie vétsi procento hokejistu nez mezi
lidmi narozenymi na podzim. Na Slovensku je také mezi lidmi narozenymi
na jaie vétsi procento hokejistii nez mezi lidmi narozenymi na podzim. Lze
z téchto informaci logicky odvodit, Ze v celém Ceskoslovensku je mezi lidmi
narozenymi na jafe vétsi procento hokejistii nez mezi lidmi narozenymi na
podzim? Zdivodnéte. [2]

Uvazujme hraci kostky tvaru krychle, které maji na kazdé sténé napsano
néjaké prirozené ¢islo; ¢isla se mohou opakovat. f{ekneme, ze kostka X je
lepsi nez kostka Y, pravé kdyz plati, ze pii soucasném hodu obéma kostkami
s pravdépodobnosti vétsi nez 1/2 padne na X vétsi ¢islo ne7 na Y. Sestrojte
hraci kostky X,Y, Z tak, aby X byla lepsi nez Y, Y lepsi nez Z a Z lepsi
nez X. [3]

Ndhodny graf na [n] vznikne vybranim kazdé hrany ij, kde 1 <i < j < n,
nezavisle s pravdépodobnosti 1/2. Jinymi slovy, na mnoziné vSech grafi na
[n] uvazujeme rovnomérné rozdéleni. Jaka je st¥edni hodnota po¢tu kruznic
délky 4 v ndhodném grafu na [n|? [3]

Jaka je stfedni hodnota poc¢tu hodu kostkou, nez poprvé padnou vsechna
suda ¢isla? [3]
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zadano 10.-11. 12. 2015, odevzdat do 7.-8. 1. 2016

Héazime pravidelnym c¢tyfsténem, na jehoz sténach jsou napsana cisla 1,2,
3,4. Skon¢ime, pokud soucet dvou nésledujicich hodu je prvocislo. Jaka je
pravdépodobnost, ze posledni hozené ¢islo je 17 (Varovani: neni to 1/4 ani

1/3.) [5]

Opice pise na psacim stroji, ktery ma 26 pismen abecedy. Pismena voli
nadhodné, nezavisle, kazdé se stejnou pravdépodobnosti. Jak dlouhy text
prumérné napise, nez se v ném poprvé objevi posloupnost "RUR" tvorena
tfemi t&sné po sobé néasledujicimi pismeny? [4]

Jsou kazdé dva (n — 2)-regularni grafy na n vrcholech izomorfni? [2]

Dokazte, ze kazdy (kone¢ny) graf je izomorfni néjakému indukovanému pod-
grafu nekone¢ného grafu X = (N, E), kde {m,n} € £ < NSD(m,n) > 1
(tedy vrcholy X jsou prirozena ¢isla a hrany spojuji soudélna ¢isla.)  [3]

a) Spocitejte pocet kruznic délky k v grafu K. [1]
b) Spocitejte pocet kruznic délky k v grafu K, ,. [2]
(Kruznici v grafu myslime podgraf izomorfni C).

Kolik maximalné hran muze mit graf s n vrcholy a k& komponentami? [3]

a) Najdéte strom, ktery ma presné 144 automorfismi. [2]
b) Dokazte, Ze neexistuje strom, ktery ma presné 3 automorfismy. [4]

Dokazte, ze hrany kazdého 4-regularniho grafu je mozné zorientovat tak,
aby vstupni stupein kazdého vrcholu byl sudy. [1]

Dokazte, ze hrany kazdého souvislého grafu se sudym poc¢tem hran je mozné
zorientovat tak, aby vstupni stupenn kazdého vrcholu byl sudy. [4]

Najdéte vSechny grafy, které nemayji cestu délky 4 jako podgraf (a dokazte,
ze jiné neexistuji). [4]

V zavislosti na n spocitejte pocet komponent grafu, jehoz vrcholy jsou po-
licka Sachovnice

a)2xXmn

b) 3 xn

a hrany spojuji policka, mezi kterymi lze tAhnout koném. [3]
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zadano 7.-8. 1. 2016, odevzdat do 14.-15. 1. 2016

Strom na 2492 vrcholech ma pouze vrcholy stupné 1 a 7. Kolik minimalné
a maximalné muze mit lista? [2]

Mégjme strom T s n > 2 vrcholy. Pro 2 =1,2,...,n ozna¢me pocet vrcholu
T stupné i jako p;. Dokazte, ze plati

p1—ps—2ps —3ps — - — (n—2)p, = 2.

[2]

Pan profesor predvadi dikaz véty, které je ekvivalenci vyroku Vi, Vs, ..., V.
Kazdy krok diukazu véty je dikaz néjaké implikace V; = Vj. Rekneme, 7e
dikaz je zbytecne dlouhy, pokud néjaky jeho krok lze vynechat. Jaka je
maximalni délka dikazu, ktery neni zbytecné dlouhy? [3]

Kazdy 7 32 pratel se dozvédél jednu izasnou novinku, kterou chce urgentné
sdélit vSem ostatnim. Kazdy mé& po ruce telefon. Vzdy, kdyz si dvojice
zavola, sdéli si vSechny novinky, co uz znaji. V jakém poradi si maji volat,
aby se vSichni dozvédéli v8ech 32 novinek nejpozdéji béhem 60 telefonnich
hovoru? [3]
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zadano 14.-15. 1. 2016, odevzdat do 12. 2. 2016 nebo
nejpozdéji tyden pred zkouskou (pro jistotu)

Dokazte, ze kazdy souvisly graf ma uzavieny sled, ktery obsahuje kazdou
hranu presné dvakrat. [2]

Pro co nejvétsi celociselnou konstantu ¢ dokazte: Kazdy souvisly graf s n
vrcholy a n + ¢ hranami je rovinny. [2¢]

a) Dokazte, 7e kazdy rovinny graf, jehoz vrcholy maji vSechny stupen aspoii

5, mé aspon 12 vrcholi. [2]
b) Existuje rovinny graf se 112 vrcholy, jehoz vSechny vrcholy maji stupen
aspoi 5, a aspon 100 vrcholt ma stupen vétsi nez 57 [2]

Rozhodnéte, zda nasledujici graf (¥ikd se mu graf incidence Fanovy ro-
viny) je rovinny: bipartitni graf s vrcholy 1,2,....7,a,b,...,g, kde vr-
choly a,b,...,g (reprezentujici pfimky) postupné sousedi s nésledujicimi
trojicemi ostatnich vrcholu (které reprezentuji body): {1,2,3}, {3,4,5},
{5,6,1}, {1,4,7},{2,5,7}, {3,6,7}, {2,4,6}. [3]

Nakreslete na torus (povrch pneumatiky) nasledujici grafy bez kiizeni hran:
a) K7, [2]
b) K. [2]
Torus miizete reprezentovat napi. jako obdélnik, kde se k sobé slepi protéjsi
strany (hrany grafu pak mohou vést i "pres okraj").

Dokazte, 7ze K45 ani K37 nelze nakreslit na torus bez kiizeni. Muzete k
tomu pouzit variantu Eulerovy formule pro torus: |E| < |V| + |F|, kde
F je mnozina stén nakresleni. (Rovnost by platila pro takova nakresleni

souvislych grafi, kde kazda sténa jde deformovat na disk). [3]
Pro kazdé n > 3 najdéte graf na n vrcholech, ktery je

a) rovinny a ma maximéalni mozny pocet hran, [2]
b) bipartitni, rovinny a ma maximalni mozny pocet hran. [2]

Dokazte, ze pro zadné n > 1 nelze z n nekonvexnich ¢tyrihelniki poskladat
konvexni mnohothelnik. (Ctyfthelniky se pfi skladani nesmi prekryvat.) [4]



