
Př́ıklady z Kombinatorické a výpočetńı geometrie
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Řešeńı úloh 1,2,3, prośım, odevzdávejte odděleně od úloh 4,5; každá podmnožina
bude mı́t jiného opravovatele.

1. Necht’ C je množina všech buněk (stěn dimenze 2) arrangementu n př́ımek v rovině.
Označme počet vrchol̊u buňky C jako f0(C). Dokažte, že

∑
C∈C f0(C)2 = O(n2). [2]

2. Necht’ S je množina n geometrických útvar̊u v rovině. Pr̊unikový graf S je graf na
n vrcholech, které odpov́ıdaj́ı útvar̊um z S. Dva vrcholy jsou spojené hranou právě
tehdy, když jim odpov́ıdaj́ıćı útvary maj́ı neprázdný pr̊unik.

(a) Všech graf̊u na n vrcholech je 2(n
2) = 2n2/2+O(n). Dokažte, že pr̊unikových graf̊u

n úseček v rovině je jenom 2O(n logn). (Pozor na kolineárńı úsečky!) Použijte
větu o počtu znaménkových kombinaćı. [3]

(b) Dokažte, že pr̊unikových graf̊u n křivek v rovině je alespoň 2Ω(n2). Pokud chcete,
můžete mı́sto pro n křivek řešit úlohu pro n konvexńıch množin. [2]

3. Necht’ P = {p1, p2, . . . , pn} je množina n bod̊u v rovině. Řekneme, že body x a y maj́ı
stejný výhled na P , jestliže jsou z nich body P vidět ve stejném cyklickém pořad́ı
(tj. jestliže otáč́ıme polopř́ımkou s počátkem v bodu x resp. y po směru hodinových
ručiček, tato př́ımka nacháźı body P ve stejném pořad́ı). Předpokládejme, že ani
jeden z bod̊u x a y nepatř́ı do P a neprocháźı jimi žádná př́ımka určená dvěma body
z P .

Ukažte, že existuje množina P s Ω(n4) r̊uznými
”
výhledy“. [3]

4. (a) Ukažte, že pro každé kladné iracionálńı č́ıslo α existuje nekonečně mnoho dvojic
č́ısel m,n ∈ N takových, že ∣∣∣α− m

n

∣∣∣ < 1

n2
.

Můžete využ́ıt větu 2.1.3 ze skript. [1]

(b) Dokažte, že pro α =
√

2 existuje jen konečně mnoho dvojic m,n ∈ N splňuj́ıćıch∣∣∣α− m

n

∣∣∣ < 1

4n2
. [2]

(c) Necht’ α1, α2 jsou reálná č́ısla. Dokažte, že pro každéN ∈ N existuj́ım1,m2 ∈ Z,
n ∈ N, n ≤ N , taková, že pro každé i ∈ {1, 2} plat́ı∣∣∣αi −

mi

n

∣∣∣ < 1

n
√
N
.

[2]

5. Množina bod̊u P prošpendluje trojúhelńıky množinu bod̊uM , pokud každý trojúhelńık
určený trojićı bod̊u z M obsahuje ve svém vnitřku alespoň jeden bod z P .

(a) Dokažte, že pro každé n ≥ 3 a pro každou n-bodovou M ⊂ R2 v obecné poloze
lze naj́ıt P s 2n− 5 body prošpendluj́ıćı trojúhelńıky M . [2]

(b) Pro každé n ≥ 3 najděte n-bodovou M ⊂ R2 v obecné poloze takovou, že
žádná P s 2n− 6 body neprošpendluje jej́ı trojúhelńıky. [2]
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