Piiklady z Kombinatorické a vypocetni geometrie 11
4. série — Prunikové vlastnosti konvexnich mnozin
odevzdat do 25. 5. 2021
1. (Carathéodoryho véta pro kuzely.)

Necht A je libovolnd mnozina v R a 2 € cone(A), tedy x lze vyjadiit jako
T = Eie[n] aza; pron € N a; € A a a; > 0. Dokazte, ze existuje mnozina B C A

s nejvyse d body takova, ze x € cone(B). [2]
2. (Barevna Carathéodoryho véta pro kuzely.)

Necht z je bod v RY riizny od pocatku a A, ..., Ag jsou mnoziny v R? takové, ze

pro kazdé i € [d] plati x € cone(A;). Dokazte, ze existuji body ay, ..., aq takové,

ze a; € A; a zaroven x € cone({a,...,aq}). [2]

3. (Barevna Carathéodoryho véta, silngjsi verze v rovineé.)
Necht X7, X5, X3 jsou koneéné mnoziny bodi v roviné takové, ze pro kazdé
i,7 € {1,2,3},i # j, plati 0 € conv(X; UXj;). Dokazte, ze existuji body x1, x2, 3
takové, ze x; € X; a zdroven 0 € conv({xy, 2, z3}). [3]

4. (Barevna Hellyho véta.)
Necht Ci, ..., Cqy1 jsou koneéné systémy konvexnich mnozin v R? takové, Ze pro
kazdou volbu C; € C;, i € [d+ 1] platf ;4,1 Ci # 0. Dokazte, ze existuje
i € [d+ 1] takové, ze (C; # 0 (tj. existuje bod lezici ve vSech mnozindch jedné
barvy). Napovéda: uvazte lexikografickd minima pruniki a ukazte, Ze jedno z
nich je hledanym bodem. [3]

5. Dokazte, ze hodnota (r—1)(d+1)+1 v Tverbergové vété nejde vylepsit: pro kazda
piirozend &isla d,r > 2 existuje mnozina (r—1)(d+1) bodi v R? bez Tverbergova
r-rozkladu (tj. pro kazdy rozklad na r ¢ésti X,..., X, plati ()_, conv(X;) =
0). 2]

6. Nechf S C R? je mnoZina d + 2 bodu takova, ze S U {0} je v obecné poloze a
0 € conv(S). Dokazte, ze existuji pravé dvé (d+ 1)-tice bodu z S, které obsahuji
pocétek ve svém konvexnim obalu. [2]

7. Necht S je mnozina n bodu v obecné poloze v roviné a z € conv(S). DokaZte,
ze existuje alespon n — 2 trojuhelniku tvorenych body z S, které obsahuji x ve
svém konvexnim obalu. [2]

Informace o cviceni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/kvg



