
Př́ıklady z Kombinatorické a výpočetńı geometrie II

2. série — k-d́ıry, p̊uĺıćı př́ımky a nakresleńı graf̊u

odevzdat do 13. 4. 2021

1. Necht’ X je konečná neprázdná množina bod̊u v obecné poloze v rovině.
Dokažte, že počty k-děr v X splňuj́ı následuj́ıćı identity:

(a)

|X|
∑

k=1

(−1)k ·#k-děr = −1, [2]

(b) Pokud |X| ≥ 2, pak

|X|
∑

k=1

(−1)k · k ·#k-děr = −#bod̊u uvnitř conv(X).

[2]

Nápověda: posouváńı bod̊u po křivkách do vhodné konfigurace.

2. Necht’ X je n-bodová množina v obecné poloze v rovině. Dokažte, že počet
4-děr v X je minimálně kvadratický v n. [2]

3. Necht’ P je konečná množina bod̊u v rovině ne nutně v obecné poloze, která
neobsahuje 5-d́ıru. Dokažte, že pak každý konvexńı 5-úhelńık Q určený body
z P obsahuje alespoň jeden bod z P v uzavřeném

”
vnitřńım“ pětiúhelńıku

určeném úhlopř́ıčkami Q. [2]

4. Necht’ n je sudé a P je množina n bod̊u v obecné poloze v rovině. Necht’

k ≤ n/2 a h je př́ımka, která neprocháźı žádným bodem P a rozděluje rovinu
na dvě poloroviny obsahuj́ıćı k a n− k bod̊u z P . Ukažte, že h prot́ıná přesně
k p̊uĺıćıch úseček P . [2]

5. Necht’ P je množina n bod̊u v obecné poloze v rovině. Řekneme, že dvojice
bod̊u z P je k-hrana, pokud př́ımka určená těmito dvěma body odděluje z
množiny P přesně k bod̊u v jedné otevřené polorovině. Označme Ek(P ) počet
k-hran v P . Dále označme cr(P ) počet čtveřic bod̊u z P v konvexńı poloze.

Dokažte následuj́ıćı identitu:

cr(P ) = 3

(

n

4

)

−

⌊n−2

2
⌋

∑

k=0

Ek(P ) · k · (n− k − 2).

Nápověda: spoč́ıtejte dvěma zp̊usoby počet trojic (a, bc, d), kde a, b, c, d jsou
r̊uzné body z P , a lež́ı vlevo od př́ımky bc a d lež́ı vpravo od bc. [2]

6. Hrany grafu jsou nezávislé pokud nemaj́ı společný vrchol. O nakresleńı grafu
předpokládáme, že hrany maj́ı jen konečný počet společných bod̊u a každý
společný bod hran kromě společného vrcholu je kř́ıžeńı.

Rozhodněte, pro které volby n a m plat́ı, že Km,n má v každém nakresleńı v
rovině celkem lichý počet kř́ıžeńı nezávislých dvojic hran.

Nápověda: co se změńı při spojitém deformováńı hran? [3]

Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/kvg
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