
Př́ıklady z Kombinatorické a výpočetńı geometrie II
2. série - Konvexńı geometrie

nápověda 7. 4. 2014, odevzdat do 14. 4. 2014

1. (a) Bud’ In =
∫
Rn e

−‖x‖2/2dx, kde ‖x‖ = (x21 + · · ·x2n)1/2 je eukleidovská
norma. Vyjádřete In pomoćı I1. [1]

(b) Vyjádřete In pomoćı Vn = Vol(Bn) a vhodného jednorozměrného in-
tegrálu. Uvažujte př́ır̊ustek In na mezisféř́ı1 o vnitřńım poloměru r a
vněǰśım r + dr. Bn označuje n-rozměrnou jednotkovou kouli. [2]

(c) Spočtěte In pomoćı (b) pro n = 2 a (a). [1]

(d) Pomoćı rekurence spočtěte integrál z (b) a určete Vn. [3]

2. Necht’ A obsahuje jediný bod a necht’ B je n-dimenzionálńı jednotková
krychle. Čemu potom odpov́ıdá funkce v(t) = Vol((1− t)A+ tB)? Dokažte,
že v(t)βneńı konkávńı na intervalu [0, 1] pro žádné β > 1/n. [1]

3. (a) Mějme kompaktńı konvexńı těleso K ⊆ Rn symetrické kolem počátku.
Ukažte, že existuje elipsoid2 E, rovněž symetrický kolem počátku, pro
který plat́ı: [4]

E ⊆ K ⊆
√
nE.

Nápověda: Uvažte elipsoid E ⊆ K, který je symetrický podle počátku
a má maximálńı objem (nemuśıte dokazovat jeho existenci), a bod
p ∈ K dostatečně daleko. Ukažte, že konvexńı obal E ∪ {−p, p} (a
tedy i K) obsahuj́ı elipsoid E ′, jenž má objem ostře větš́ı než je objem
E. To už dává spor.

Poznámka: Tento př́ıklad je opravdu těžš́ı.

(b) Ukažte, že faktor
√
n v předchoźı části nelze obecně zlepšit. [2]

Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/kvg

1Množina {x ∈ Rn : r ≤ ‖x− a‖ ≤ r + dr}, kde a je střed koule.
2Elipsoid je afinńı obraz jednotkové koule; tj. E = f(Bn), kde f : Rn → Rn je afinńı zobrazeńı

tvaru f(x) = Ax + c, kde A je regulárńı n× n matice a c ∈ Rn je vektor posunut́ı.


