Priklady z Kombinatorické a vypocetni geometrie 11
3. série - Separatory, pravdépodobnostni metoda, hranova expanze, FR-tiplnost, kiivky a
topologické grafy v roviné

napovéda 25. 4. 2013, odevzdat do 2. 5. 2013

1. Necht a > 0 a necht G je graf s n vrcholy takovy, Ze pro kazdy jeho indukovany podgraf
H s aspon 2n/3 vrcholy plati vspars(H) < a. Ukazte, Ze G ma separator velikosti nejvyse
an?. (Definice separdtoru a vspars jsou podle piednésky.) (1]

2. Necht U,V jsou disjunktni mnoziny a j pfirozené éislo spliujici 2771 < |U| < 27 a |V| <
2|U|. Necht A je ndhodnd podmnozina UUV takova, ze kazdy bod UUV se vybere nezavisle

s pravdépodobnosti 1/27. Dokazte, Ze existuje konstanta ¢ > 0 nezavisld na U, V, j, pro

kterou plati
PUNA#ADAVNA=0] >c.

2]
3. Necht G je r-reguldrni graf a po druhé nejmensi vlastni &slo jeho Laplaceovy matice L.
a) Dokazte, ze pro kazdy redlny vektor x = (z,)yev () splnujici

Yvev(e) v = 0 plati 2 Lz > pa||]13. [2]
b) Dokazte, ze

u) — f(v))?
min { zéuveii/(;)((f(i))_ ]{((v))))Q ; f:V(G) — R, f neni konstantn{ } 12

[2]

4. Slabad useckovd realizovatelnost je rozhodovaci problém, kde na vstupu je abstraktni to-
pologicky graf (G, R) a ukolem je rozhodnout, zda existuje jeho tseckové nakresleni, kde
pouze dvojice hran z R se mohou kiizit. Ukazte, ze slaba tseckova realizovatelnost je JR-
tézka. Muzete pouzit fakt, ze narovnatelnost jednoduchého arrangementu pseudoprimek je
JR-tplny problém: na vstupu je arrangement pseudopiimek, kde se zadné tii neprotinaji
ve stejném bodé. Otdzkou je rozhodnout, zda lze tento arrangement ”narovnat” (pomoci
homeomorfismu) na arrangement piimek, aniz by se zménilo poradi kiizeni. [3]

5. Necht o a 3 jsou dvé jednoduché kiivky v roving, oteviené nebo uzaviené (tj. obrazy
intervalu nebo kruznice), které se navzdjem kiizi v 2013 bodech a nemaji zadny bod
dotyku. Dvé kiizeni x,y nazveme blizkd, pokud jsou sousedni na obou kiivkach a i (.
Rozhodnéte, zda nutné existuji dvé blizka kiizeni,

a) jsou-li obé kiivky oteviené, 1]

b) je-li @ oteviend a [ uzaviena. 1]

6. a) Pro kazdé ¢ € (0,1) a pro obecné n najdéte graf G,, s n vrcholy a m(G,) = ©(n'*e)
hranami a podgraf G}, C G, s

m(G,) = (1 - o(1)) m(Gy)
hranami tak, aby pro jejich prusecikova ¢isla platilo
OR(Gl) = o(CR(G)).

(Tedy smazanim néjaké "nepatrné”mnoziny hran klesne prusecikové ¢islo na "nepa-
trny” zlomek.) [2]



b) Pro kazdé § > 0 a pro obecné n najdéte graf G, s n vrcholy a m > Q(n!-2913) hranami

s nésledujici vlastnosti. Je-li G/, ndhodny podgraf G,, vznikly vybranim kazdé hrany
nezavisle s pravdépodobnosti p = 1 — 4, pak

Cr(G,)

/
P |or(G)) < Tyt

>1—o(1).

[bonus 3]

7*** Nechf G je jednoduché nakresleni tiplného grafu s n vrcholy. Virtudini hrana je bud’ hrana
G nebo libovolnd sebe neprotinajici kiivka, ktera protina kazdou hranu G nejvyse jednou.
Virtudlnd trojuhelnik je jednoduchd uzaviend kiivka slozend ze ti{ virtualnich hran (které
se vzajemné nekiizi). Jednoduchd uzaviena kiivka je separujici, pokud rozdéluje rovinu
na dveé ¢asti, z nichz kazda obsahuje nejvyse 2n/3 vrcholu G. Dokazte, ze G ma separujici
virtuélni trojihelnik (nebo najdéte protipiiklad). [bonus 5]

Informace o cvic¢eni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/kvg



