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1. a) Ukažte, že každá př́ımková pseudometrika ρ na n-bodové množině V je
nezápornou lineárńı kombinaćı nejvýše n−1 řezových pseudometrik τi: ρ =
∑

n−1

i=1
αiτi, α1, . . . , αn−1 ≥ 0. Př́ımková pseudometrika ρ je pseudometrika

indukovaná zobrazeńım f : V → R (tedy ρ(x, y) = |f(x) − f(y)|); řezová
pseudometrika je pseudometrika indukovaná zobrazeńım f : V → {0, 1}.

[2]

b) Necht’ G = (V,E) je graf. Dokažte, že reálná funkce

∑

uv∈E
ρ(u, v)

∑

uv∈(V
2
) ρ(u, v)

na prostoru nenulových př́ımkových pseudometrik na V nabývá minimum, a
to pro nějakou řezovou pseudometriku. (Pseudometrika je nenulová, pokud
alespoň jedna vzdálenost je nenulová.) [2]

2. V následuj́ıćıch úlohách uvažujeme jednoduchá nakresleńı grafu, kde každé dvě
hrany se kř́ıž́ı nejvýše jednou, a přitom hrany se společným vrcholem se již
nekř́ıž́ı. Předpokládáme standardńı podmı́nky pro nakresleńı grafu: hrany jsou
nakresleny pomoćı sebe neprot́ınaj́ıćıch křivek, konečný počet kř́ıžeńı, vnitřky
hran neobsahuj́ı vrcholy, hrany se nedotýkaj́ı a jedńım kř́ıžeńım procháźı nejvýše
dvě hrany. Neńı-li řečeno jinak, nakresleńı se uvažuj́ı v rovině.

a) Najděte jednoduché nakresleńı nějakého grafu, které nejde doplnit na jed-
noduché nakresleńı úplného grafu na stejné množině vrchol̊u. [1]

a∗∗∗) Lze každé jednoduché nakresleńı grafu doplnit na jednoduché nakresleńı
souvislého grafu na stejné množině vrchol̊u? [bonus 5]

b) Najděte jednoduché nakresleńı alespoň jednoho úplného grafu, kde každá
hrana kř́ıž́ı alespoň jednu jinou. [1]

c) Alespoň pro jedno n najděte jednoduché nakresleńı úplného grafu s n vr-
choly a

(

n

4

)

pr̊useč́ıky, ve kterém nelež́ı všechny vrcholy ve stejné stěně
(ani vněǰśı). Stěnou rozumı́me každou souvislou část roviny, která zbyde po
rozstř́ıháńı podél všech hran. [1]

bc∗∗∗) Alespoň pro jedno n najděte jednoduché nakresleńı úplného grafu s n vr-
choly a

(

n

4

)

pr̊useč́ıky, kde každá hrana kř́ıž́ı alespoň jednu jinou.
[bonus 5]

d) Pro obecné n najděte jednoduché nakresleńı úplného grafu s n vrcholy na
toru (”povrchu pneumatiky”), ve kterém má každá hrana Ω(n2) kř́ıžeńı. [1]

3. Nit’ový graf nazveme 1-nit’ový, jde-li realizovat pomoćı křivek, z nichž každé
dvě se prot́ınaj́ı nejvýše jednou a ve společném bodě se křivky vždy kř́ıž́ı (ta-
kovým křivkám se také ř́ıká pseudoúsečky). Najděte 1-nit’ový graf G takový, že
jeho rozš́ı̌reńı o simpliciálńı vrchol (vrchol připojený na všechny vrcholy G) neńı
1-nit’ový graf. Jinými slovy, k žádné realizaci G nelze přikreslit pseudoúsečka
prot́ınaj́ıćı všechny pseudoúsečky reprezentuj́ıćı vrcholy G. [3]

Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/kvg


