Priklady z Kombinatorické a vypocetni geometrie 11
3. série - Kakeyovy mnoziny
napovéda 14.4.2010, odevzdat do 19.4.2010

1. Dokazte, ze mnozina F, zkonstruovana z rovnoramenného pravotihlého troj-
thelnika s vyskou 1 operacemi 2-ztenceni ve vyskach L, 2 ..., mT—z ma obsah

O(1/m). e

Néavod: Muzete napiiklad dokazat, ze mnozinu F;, 1ze zkonstruovat ” odspodu”
v m — 2 krocich. V i-tém kroku méme sjednocen{ 2! trojithelnfku vysky £
z kazdého takového trojuihelniku vytvorime dva trojuihelniky vysky % Viz

obrazek.
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Obrézek 1: Zleva: 2-ztenceni ve vyskach 1/4 a 2/4. Zprava: postup z navodu.

[3]
2. Dokazte, ze usecku délky 1 nelze v roviné otocit o 360° na mnoziné miry 0.

Névod: Dokazte, ze kazda mnozina, na které 1ze tisecku otocit, nutné obsahuje
kruh s kladnym polomérem. Vyuzijte stejnomérné spojitosti spojitych funkci
na kompaktn{ mnoziné. [3]

3. (Konstrukce Kakeyovy mnoziny miry 0)

Mnozina F' se nazyva zubatd, je-li sjednocenim k trojuhelnika s vyskou 1 a
zékladnou délky 2/k, obsahuje jednotkovou usecku v kazdém sméru z intervalu
[45°,135°] a lezi v pasu {(z,y);0 <y < 1}.

(a) Ukazte, ze pro kazdé ¢ > 0,6 > 0 a pro kazdou zubatou mnozinu F
existuje zubatd mnozina F’ C F(¢) miry mensi nez 9, kde F(e) znaci
e-okoli mnoziny F, tedy F(e) ={z € R? : 3z € Flx — 2| < ¢} [2]

(b) Sestrojte posloupnost zubatych mnozin F,, a posloupnost kladnych cisel
e, takovych, ze F,(e,) C F,_1(e,-1) a mira F,, je mensi nez 1/2". S
pomoci této posloupnosti zkonstruujte Kakeyovu mnozinu miry 0.  [2]

Informace o cviceni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/kvg



