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3. série - Kakeyovy množiny

nápověda 14.4.2010, odevzdat do 19.4.2010

1. Dokažte, že množina Fm zkonstruovaná z rovnoramenného pravoúhlého troj-
úhelńıka s výškou 1 operacemi 2-ztenčeńı ve výškách 1

m
, 2

m
, . . . , m−2

m
má obsah

O(1/m).

Návod: Můžete např́ıklad dokázat, že množinu Fm lze zkonstruovat ”odspodu”
v m− 2 kroćıch. V i-tém kroku máme sjednoceńı 2i−1 trojúhelńık̊u výšky i+1

m
;

z každého takového trojúhelńıku vytvoř́ıme dva trojúhelńıky výšky i+2

m
. Viz

obrázek.
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Obrázek 1: Zleva: 2-ztenčeńı ve výškách 1/4 a 2/4. Zprava: postup z návodu.

[3]

2. Dokažte, že úsečku délky 1 nelze v rovině otočit o 360◦ na množině mı́ry 0.

Návod: Dokažte, že každá množina, na které lze úsečku otočit, nutně obsahuje
kruh s kladným poloměrem. Využijte stejnoměrné spojitosti spojitých funkćı
na kompaktńı množině. [3]

3. (Konstrukce Kakeyovy množiny mı́ry 0)

Množina F se nazývá zubatá, je-li sjednoceńım k trojúhelńık̊u s výškou 1 a
základnou délky 2/k, obsahuje jednotkovou úsečku v každém směru z intervalu
[45◦, 135◦] a lež́ı v pásu {(x, y); 0 ≤ y ≤ 1}.

(a) Ukažte, že pro každé ε > 0, δ > 0 a pro každou zubatou množinu F
existuje zubatá množina F ′ ⊆ F (ε) mı́ry menš́ı než δ, kde F (ε) znač́ı
ε-okoĺı množiny F , tedy F (ε) = {x ∈ R

2 : ∃z ∈ F |x − z| < ε}. [2]

(b) Sestrojte posloupnost zubatých množin Fn a posloupnost kladných č́ısel
εn takových, že Fn(εn) ⊆ Fn−1(εn−1) a mı́ra Fn je menš́ı než 1/2n. S
pomoćı této posloupnosti zkonstruujte Kakeyovu množinu mı́ry 0. [2]

Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/kvg


