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2. série - Incidence bodu a krivek, hranova expanze
napovéda 7.4.2010, odevzdat do 12.4.2010

1. (Zjednodusena Szemerédiho-Trotterova véta pro kiivky.) Necht C' je mnozina n
kiivek v R? splitujici ndsledujici vlastnosti: (i) kazdou k-tici bodu z R? prochdzi
nejvyse s kiivek a (ii) kazdé dveé kfivky se protinaji v nejvyse s bodech. Déle
nechf P je mnozina m bodt z R?, z nichZ kazdy lezi na stejném poctu kiivek z
C'; tento pocet budeme znacit d. Predpokladejme, ze kazda ktivka z C' prochézi
alespon k body z P.

(a) Sestrojme multigraf G, jehoz vrcholy jsou body P a kazd4 kiivka v € C
prida hrany mezi dvojicemi bodu, které obsahuje a mezi nimiz na této
krivce lezi nejvyse k — 2 jinych bodu. O téchto dvojicich budeme tikat,
ze si jsou blizké podél .

Zafixujme bod p € P. Rekneme, ze bod ¢ € P je $patny, pokud mezi p a
q vede alespoii c(k, s)d'~'/*=1 hran. Kiivka v € C prochazejici bodem p
je $patnd, pokud vSechny body, které jsou blizké p podél ~, jsou Spatné.
Dokazte, ze, pokud vhodné zvolime konstantu c(k, s) zavisejici pouze na
k a s, bude nejvyse polovina kiivek spatnych. [3]

(b) Pro vhodnou konstantu c(k, s) zavisejici pouze na k a s dokazte, ze ale-
spoil 1/(4k) vsech hran grafu G ma méné nez c(k, s)d' =/ =1 hran s nf
paralelnich. 1]

(c) Dokazte, ze pro kazdé k a s existuje konstanta ¢(k, s) takovd, ze pocet
incidenci mezi kiivkami z C' a body z P je nejvyse

I(P,C) < c(k, 5) (mM/CDpGh=2/Gh=D) |y 4y

Muze se hodit vysledek ¢ésti (b) a prusecikové lemma pro multigrafy. [4]

(d) Dokazte, ze tvrzeni z ¢ésti (c) plati, i pokud nebudeme pozadovat, aby
kazd4d kfivka z C prochézela alespon k body z P. 1]

2. Necht G = (V, E) je r-reguldrni graf, A jeho matice sousednosti a Ay druhé
nejvetsi vlastni ¢islo A. Definujme hranovou expanzi G jako

@(G):min{w;)(cv,lg\)ﬂggﬂ}.

(a) Dokazte, ze pro kazdy redlny vektor & = (z,)vev spliujici >, z, = 0
plati 2T Az < \ol|z]|[3. [2]
(b) Dokazte, ze
—A
o(G) >~ ==

(Pouzijte ¢ast (a) na vhodny vektor s nulovym souc¢tem soufadnic.) [2]

Informace o cviceni naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/kvg



