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1. série - Poč́ıtáńı incidenćı II

nápověda 17.3.2010, odevzdat do 22.3.2010

1. Necht’ P je m-bodová množina v rovině.

(a) Necht’ k ≤ √
m je kladný celoč́ıselný parametr. Ukažte, že nejvýše O(m2/k)

dvojic bod̊u z P lež́ı na př́ımkách, které obsahuj́ı nejméně k a nejvýše
√

m
bod̊u P . Podobně pro K >

√
m ukažte, že nejvýše O(Km) dvojic bod̊u

z P lež́ı na př́ımkách, které obsahuj́ı nejméně
√

m a nejvýše K bod̊u P .
(Můžete použ́ıt př́ıklad 4a ze 3. série zimńıho semestru.) [4]

(b) Ukažte, že existuje reálná konstanta c > 0 taková, že libovolná m-bodová
množina P ⊆ R2, která neobsahuje alespoň cm bod̊u lež́ıćıch v př́ımce,
muśı svými body určovat nejméně cm2 r̊uzných př́ımek. [2]

(c) Ukažte, že existuje reálná konstanta c > 0 taková, že každá m-bodová
množina P , jej́ıž body nelež́ı na jedné př́ımce, obsahuje bod, kterým
procháźı nejméně cm r̊uzných př́ımek určených body P . [1]

2. Najděte n-bodovou množinu v rovině, která nelež́ı celá na kružnici ani na
př́ımce, takovou, že kružnice určené trojicemi jej́ıch bod̊u maj́ı nejvýše O(n)
r̊uzných poloměr̊u. [1]

3. (a) Najděte n-bodovou množinu v rovině, která určuje Ω(n2) rovnostranných
trojúhelńık̊u. [2]

(b) Dı́vejme se na R2 jako na komplexńı rovinu C a necht’ ω = e2πi/5 znač́ı
pátou odmocninu z jedničky. Definujme pětiúhelńıkovou mř́ıžku velikosti
m jako

Pm = {i0 + i1ω + i2ω
2 + i3ω

3 : i0, i1, i1, i3 ∈ Z, |ij| ≤ m}.

Dokažte, že se Pm skládá z n = O(m4) bod̊u a že obsahuje Ω(n2) pravi-
delných pětiúhelńık̊u. [3]

4. (Pr̊useč́ıkové lemma pro multigrafy)

(a) Pro k ≥ 1 a graf H označme k·H multigraf, který vznikne z H nahrazeńım
každé hrany k paralelńımi hranami. Dokažte, že

cr(k · H) = k2 · cr(H).

[1]

(b) Necht’ G je multigraf s n vrcholy, e hranami a maximálńı násobnost́ı M .
Dokažte, že pokud je e ≥ 5Mn, pak

cr(G) ≥ e3

c · M · n2
.

Návod: rozdělte hrany na log(M) skupin podle násobnosti a odhadněte
pr̊useč́ıkové č́ıslo pro každou skupinu zvlášt’ (pomoćı pr̊useč́ıkového lem-
matu pro grafy). Nakonec použijte Hölderovu nerovnost s parametry
p = 3 a q = 3/2. [3]

Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/kvg


