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Shannonova kapacita sjednoceńı

1. Dokažte, že pro Shannonovu kapacitu disjunktńıho sjednoceńı graf̊u
plat́ı nerovnost Θ(G + H) ≥ Θ(G) + Θ(H). [4]

Barevnost euklidovského prostoru

2. Označme χ(Rd) nejmenš́ı počet barev potřebný k obarveńı všech bod̊u
R

d tak, aby žádné dva body ve vzdálenosti 1 neměly stejnou barvu.

a) Ukažte, že χ(Rd) ≥ (1 + ε)d pro nějaké ε > 0. [1]

b) Ukažte, že χ(Rd) ≤ cd pro nějakou konstantu c. (Může se hodit
použ́ıt maximálńı (vzhledem k inkluzi) množinu bod̊u takovou, že
každé dva jsou od sebe vzdálené alespoň 1/2.) [3]

Vektory v ohrádkách

3. Mějme jednotkové vektory v1, . . . , vn v R
2 splňuj́ıćı

∑n

i=1
vi = 0. Dokaž-

te, že je lze uspořádat do posloupnosti vπ1
, . . . , vπn

tak, aby pro každé
k platilo ‖

∑k

i=1
vπi

‖2 ≤
√

2. (Můžete se např. snažit z̊ustat v ohrádce
o poloměru 1 a kdykoli ji muśıte opustit, tak se do ńı v daľśım kroku
hned vrat’te.) [3]

4. Mějme p ∈ [1,∞) a vektory v1, . . . , vn ∈ R
d splňuj́ıćı ‖vi‖p ≤ 1 a∑n

i=1
vi = 0. Označme rd

p nejmenš́ı r takové, že libovolné takovéto
vektory lze uspořádat do posloupnosti vπ1

, . . . , vπn
tak, aby pro každé

k platilo ‖∑k

i=1
vπi

‖p ≤ r. Dokažte, že

(a) r2

2
≥

√
5/2. [2]

(b) rd
2
≥ Ω(

√
d). [2]

(c) rd
1
≥ Ω(d). [2]

(d) rd
∞

≥ Ω(
√

d). bonus [4]

Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/kvg


