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1. Necht’ G je r-regulárńı graf, µ2 druhé nejmenš́ı vlastńı č́ıslo jeho Lapla-
ceovy matice L a Φ(G) hranová expanze G. Dokažte, že

Φ(G) ≥ µ2

2
.

(Použijte tvrzeńı z přednášky na vhodný vektor s nulovým součtem
souřadnic.) [2]

2. Důkaz horńıho odhadu na expanzi pomoćı µ2.

Necht’ g je vlastńı vektor př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu µ2. Označme f =
g+, tedy vektor, jehož v-tá souřadnice je fv = max(0, gv).

(a) Dokažte, že fLfT ≤ µ2‖f‖2. (Nejdř́ıve ukažte, že pro každé v je
LfT

v ≤ µ2gv.) [2]

(b) Označme

Bf =
∑

{u,v}∈E(G)

|f 2
u − f 2

v |.

S využit́ım Cauchy-Schwarzovy nerovnosti ukažte, že

Bf ≤
√

2r · ‖f‖ ·
√

∑

E

(fu − fv)2

. [2]

(c) Dokažte, že Bf ≥ Φ(G) · ‖f‖2. (Uspořádejte vrcholy grafu podle
hodnoty fv a uvažujte hranové expanze indukovaných řez̊u.) [3]

(d) Z předchoźıch nerovnost́ı odvod’te, že Φ(G) ≤ √
2rµ2. [1]

3. Necht’ X, Y jsou nezávislé náhodné veličiny s normálńım rozděleńım,
X ∼ N(0, σ), Y ∼ N(0, ρ). Dokažte, že X + Y ∼ N(0,

√

σ2 + ρ2).
(Připomeňme, že pro hustotu h součtu dvou nezávislých náhodných
veličin s hustotami f, g plat́ı h(x) =

∫ ∞

−∞
f(y)g(x− y) dy) [2]

4. Dokažte, že pro každé u ∈ [0, 1/4] plat́ı

e−u

√

1

1 − 2u
≤ e2u2

.

[3]

Informace o cvičeńı naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/kvg


