
P°íklady z Kombinatori
ké a výpo£etní geometrie II1. sérienápov¥da 7.3.2007, odevzdat do 14.3.20071. Ukaºte, ºe pro kaºdé d ≥ 1 existuje izometrie f : ℓd
1 → ℓ2d

∞
. (ℓd

p je jen jinéozna£ení pro (Rd, ‖.‖p).) [2℄2. Ch
eme najít algoritmus °e²í
í následují
í problém: pro danou kone£-nou mnoºinu X ⊆ ℓd
1, |X| = n, spo£ítejte její pr·m¥r diam(X) :=

maxx,y∈X ‖x− y‖1. S pomo
í 1. úlohy navrhn¥te algoritmus b¥ºí
í v £ase
O(d2dn). (Porovnejte s �naivním� algoritmem, který spo£ítá vzájemnévzdálenosti v²e
h dvoji
 bod·). [2℄3. Uvaºujme n-bodovou mnoºinu V a ozna£me N =

(

n

2

). Kaºdou pseudo-metriku na mnoºin¥ V m·ºeme p°irozen¥ reprezentovat jako bod v R
N .(a) Ukaºte, ºe mnoºina v²e
h pseudometrik na V (tzv. metri
ký kuºel)je konvexní podmnoºinou R

N . [1℄Dále de�nujeme L ⊂ R
N jako mnoºinu v²e
h pseudometrik na V indu-kovaný
h vno°eními f : V → ℓk

1, k = 1, 2, . . . , tj.
L =

{

(‖f(u) − f(v)‖1)(u,v)∈(V

2
) : f : V → ℓk

1, k = 1, 2, . . .
}

.(b) Ukaºte, ºe L je konvexním obalem v²e
h p°ímkový
h pseudometrik,tzn. pseudometrik indukovaný
h zobrazeními f : V → ℓ1
1. [2℄(
) Dokaºte, ºe kaºdou metriku z L lze izometri
ky vno°it do ℓN

1 . Jinýmislovy, kaºdá n-bodová mnoºina v n¥jakém ℓk
1 je realizovatelná v ℓN

1 . (Exis-tují p°íklady, kde dimenze Ω(n2) je pot°eba, na rozdíl od Euklidovský
hmetrik, kde vºdy sta£í dimenze n − 1). [4℄4. Ukaºte, ºe kaºdá p°ímková pseudometrika ν na n-bodové mnoºin¥ Vje nezápornou lineární kombina
í nejvý²e n − 1 °ezový
h pseudometrik:
ν =

∑n−1
i=1 αiτi, α1, . . . , αn−1 ≥ 0. �ezová pseudometrika τi je p°ímkovápseudometrika indukovaná zobrazením f : V → {0, 1}. (Podle úlohy 3(b)pak platí, ºe kaºdá kone£ná ℓ1-metrika je nezápornou lineární kombina
í°ezový
h pseudometrik.) [2℄5. Pro dané ε > 0 najd¥te pomo
í objemového argumentu 
o nejlep²í dolníodhad na dimenzi prostoru R

d, do kterého lze vno°it Jn (n-bodový pro-stor, kde jsou v²e
hny vzdálenosti rovny 1) s distorzí nejvý²e 1 + ε. [2℄
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