Pklady z Kombinatorick a Vpoetn Geometrie

2. serie

npovda 25.10.2006, odevzdat do 1.11.2006

1. Dokate Carathodoryho vtu (mete pout Radonovu vtu). [3]

2. Nech x_0, . . . , x_n ∈ R^d. Dokate, e nsledujc tvrzen jsou ekvivalentn.

(a) x_0, . . . , x_n jsou afinn nezvisl.

(b) x_1 − x_0, . . . , x_n − x_0 jsou linern nezvisl. (c) dim span{x_0, x_1, . . . , x_n} = n. (d) (_{x0} 1 ) , (_{x1} 1 ) , . . . ,

(_{xn} 1 ) ∈ R^{d+1} jsou linern nezvisl.

(e) λ_0, . . . , λ_n ∈ R.

Pokud λ_0x_0 + λ_1x_1 + · · · + λ_nx_n = 0 a λ_0 + · · · + λ_n = 0, potom λ_0 = · · · = λ_n = 0. [5] 3. Pro M ⊆ R^d dokate: Pokud ∀x, y ∈ M, λ ∈ R : λx + (1 − λ)y ∈ M, pak M je afinn podprostor. [2]

4. (triangulace mnohohelnka) Mnohohelnk je uzaven cesta v rovin sloen z rovnch seek. Mnohohlenk je jednoduch, pokud jeho hranice sama sebe neprotn. Napklad pentagram nen jednoduch ptihelnk, naprot tomu konvexn ptihelnk jednoduch je. Diagonla je seka spojujc dva vrcholy. Triangulace mnohohelnka je rozklad mnohohlenka na trojhlenky pomoc diagonl, kter nic nek. Dokate, e kad jednoduch (ne nutn konvexn) mnohohelnk v rovin lze triangulovat. Z kolika trojhelnk se bude triangulace skldat? [2]

5. Mka Z^2 jsou body v rovin s celoselnmi souadnicemi. Nech M ⊂ Z^2 je jednoduch mov mnohohlenk (jeho vrcholy le v movch bodech). Dokate, e jeho obsah je roven potu movch bod uvnit plus polovina potu movch bod na hranici mnus jedna:

vol M = |M ∩ Z^2| + 1/2|∂M ∩ Z^2| − 1 [2] Informace o cvien naleznete na http://kam.mff.cuni.cz/kvg