Priklady z Kombinatorické a vypocetni geometrie II
1. série - Pocitani incidenci primka-bod
napovéda 9.3.2005, odevzdat do 16.3.2005

. Necht I1.jr.(m,n) oznacuje maximalni pocet incidenci mezi m body a n
) y

jednotkovymi kruznicemi v roviné a necht U(n) oznatuje maximalni pocet

jednotkovych vzdalenosti pro n-bodovou mnozinu v roviné.

(a) Ukaite, Ze I1.irc(2n,2n) = O(11cire(n,n)). [1]
(b) Ukazte, ze Iicire(n,n) = O(U(n)). [1]

. Necht I.ir.(m,n) oznatuje maximalni pocet incidenci mezi m body a n
jednotkovymi kruznicemi v roviné. Ukaizte, 7e Ijcire(n,n) = O(n*/3). [3]

. Ukazte, ze existuje realna konstanta ¢ > 0 takova, ze pro kazdou konec¢nou
podmnozinu nenulovych redlnych ¢&isel A plati max{|4 + A|, |A/A|} >
c|AP/* kde A+ A = {a;+ay:a1,a2 € Ay a AJA={a)/az : ar,as € A}.

2]
. Prot > 1 polozme n = 4t a P = {(i,j) : i,j = 1,...,[v/n]}. Necht
S ={(a,b) : a,b=1,...,t;gcd(a,b) = 1}, kde ged(a,b) oznacuje nejvétsi
spole¢ny délitel a a b. Pro kazdy bod p € P, necht L, oznacuje mnozinu
v8ech p¥imek prochézejicich bodem p se smérnici a/b pro (a,b) € S a necht

L=U,ep Lp-

(a) Ukazte, ze |L| < n. [2]
(b) Ukaite, 7e existuje ¢ > 0 takové, Ze |S| > ct? a tedy plati I(P, L) =
Q(nt?) = Q(n*/3). [4]

. Necht P je m-bodova mnoZina v roviné.

(a) Ukazte, Ze maximalni moZny pocet pfimek takovych, Ze kazd4 z nich
obsahuje alespoii k > 1 bodii P, je O(m?/k* + m/k) a Ze maxim4alni
pocet incidenci téchto piimek s mnozinou P je O(m?/k> +m). [3]

(b) Necht 0 < k < /m je celoliselny parametr. UkaZte, Ze nejvyse
O(m?/k) dvojic bodti z P lezi na pifmkéch, které obsahuji nejméné
k a nejvyse v/m bodid P. Podobné pro K > /m ukaZte, Ze nejvyse
O(Km) dvojic bodd z P lezi na p¥imkach, které obsahuji nejméng
V/m a nejvyse K bodu P. [4]

(c) Ukazte, Ze existuje redlnd konstanta ¢ > 0 takova, Ze libovolnd m-
bodové mnozina P C R2, kterd neobsahuje alesponi em bodi lezicich
v pfimce, musf svymi body urc¢ovat nejméné cm? riiznych p¥imek. [2]

(d) Ukazte, Ze existuje redlna konstanta ¢ > 0 takové, Ze kazda m-bodova
mnozina P, jejiz body nelezi na jedné pifimce, obsahuje bod, kterym
prochazi nejméné cm riznych piimek uréenych body P. [1]



