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Připomenut́ı teorie

• Čebyševova nerovnost: Nechť X má konečnou středńı hodnotu µ a rozptyl σ2. Pak

P [|X − µ| ≥ aσ] ≤ 1/a2.

• Centrálńı limitńı věta: Nechť X1, ..., Xn jsou stejně rozdělené n.n.v. se středńı hodnotou µ a rozptylem

σ2. Označme Yn := (X1+...+Xn)−nµ
σ
√
n

. Pak Yn →d N (0, 1). Neboli

limn→∞ FYn(x) = Φ(x) pro každé x ∈ R.

• De Moivre-Laplaceova věta ř́ıká o něco silněǰśı věc: v okoĺı pn je i pravděpodobnostńı funkce Bin(n, p)
dobře aproximována hustotou N (np, np(1− p)), tedy vhodně přeškálovanou Gaussovou funkćı φ. Přesněji:

(
n
k

)
pk(1− p)n−k ≃ 1√

2πnp(1−p)
· e−

(k−np)2

2np(1−p)

pro k bĺızké np. Ještě přesněji: pokud pro nějaké c je |k− pn| < c
√
np(1− p) a n se bĺıž́ı k nekonečnu, tak

poměr dvou výraz̊u nahoře se bĺıž́ı k jedné.

• Tabulka Φ:

x -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
Φ(x) 0.01 0.02 0.07 0.16 0.31 0.5 0.69 0.84 0.93 0.98 0.99

Aplikace nerovnost́ı a Centrálńı Limitńı Věty

1. Meřeńı výšky

Statistik chce odhadnout pr̊uměrnou výšku h (v metrech) lid́ı v nějaké populaci, pomoćı n nezávislých vzork̊u
X1, ..., Xn, které vyb́ıráme uniformně náhodně ze všech možnych lid́ı. Pro odhad použije výběrový pr̊uměr
Xn = X1+...+Xn

n . Odhaduje, že směrodatná odchylka jednoho měřeńı je nejvýše 1 metr.

a) Jak velké n má volit, aby směrodatná odchylka Xn byla nejvýše 1 cm?

b) Pro jaké n zajist́ı Čebyševova nerovnost, že Xn se lǐśı od h nejvýše o 5 cm s pravděpodobnost́ı alespoň
99%?

c) Statistik si všimne, že všichni měřeńı lidé maj́ı výšku v intervalu (1.4, 2.1). Jak má upravit odhad
směrodatné odchylky? Jak se změńı odpovědi na předchoźı otázky?

2. Odhad binomického koeficientu

Odhadněte
(
100
30

)
pomoćı CLV. Nápověda: použijte CLV pro odhad P [29.5 < X < 30.5] pro vhodnou n.v. X.

Na druhou stranu pro P [X = 30] máme vzorec
(
100
30

)
· 2100 z binomického rozděleńı. Alternativně, můžete použ́ıt

Moivre-Laplaceho větu. Pokud máte po ruce vhodný stroj, vyč́ıslete.

3. Stahováńı soubor̊u

Měř́ıme rychlost stahováńı soubor̊u z cloudového úložǐstě. Každý čas stahováńı jednoho souboru je náhodná
veličina s pr̊uměrem µ = 5 minut a standardńı odchylkou σ = 2 minuty. Předpokládejme, že časy stahováńı
jednotlivých soubor̊u jsou na sobě nezávislé, stahováńı prob́ıhá jedno po druhém (tj. vždy se stahuje jen jeden
soubor, hned po jeho dokončeńı začneme stahovat daľśı).

a) Pokud stáhneme 50 soubor̊u, jaká je přibližná pravděpodobnost, že celková doba stahováńı přesáhne 270
minut?

b) Jaká je přibližná pravděpodobnost, že pr̊uměrná doba stahováńı na soubor je kratš́ı než 4,5 minuty?

Použijte Centrálńı limitńı větu. Napǐste přesnou formuli pomoćı funkce Φ a použijte tabulku pro odhad.
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4. Odhad binomické kumulativńı distribuce

Označme S =
30∑
k=0

(
100
k

)
. Označme dále X =

100∑
i=1

Xi, kde Xi je 0 nebo 1, oboj́ı s pravděpodobnost́ı 1/2 a veličiny

X1, ..., Xn jsou nezávislé. Je tedy X ∼ Bin(100, 1/2).

a) Vyjádřete S pomoćı distribučńı funkce FX .

b) Použijte CLV na odhad této pravděpodobnosti.

c) Př́ıpadně vyč́ıslete S vhodným softwarem a srovnejte.

5. Test hypotézy

Chceme odhadnout, zda naše mince (a zp̊usob jak s ńı háźıme) je spravedlivá. Pokud ze sta hod̊u padne orel
v́ıce než 55-krát, řekneme, že spravedlivá neńı. Jaká je pravděpodobnost, že se zmýĺıme?
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