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Celková pravděpodobnost

1. Porovnáváńı uniformńıch rozděleńı

Pro n.n.v. X ∼ U(0, 2) a Y ∼ U(0, 1) zkoumáme P [X < Y ]. Řešte

a) Př́ımo z obrázku.

b) Rozborem možnost́ı n.v. Y pomoćı vzorce (analogie věty o celkové pravděpodobnosti)

P [X < Y ] =
1∫
0

fY (y)P [X < Y |Y = y]dy.

c) Rozborem možnost́ı n.v. X pomoćı vzorce

P [X < Y ] =
2∫
0

fX(x)P [X < Y |X = x]dx.

Konvoluce

2. Suma uniformńıch rozděleńı

Buďte X,Y, Z ∼ U(0, 1) nezávislé náhodné veličiny.

a) Jaké je rozděleńı X + Y ? Určete hustotu (dvěma zp̊usoby) - podle konvolučńıho vzorce i ”podle obrázku”.

b) Jaké je rozděleńı X + Y + Z? Pro jednoduchost určete hustotńı funkci jen na intervalu [0, 1].

Aplikace nerovnost́ı

Soupis vzorečk̊u

• Konvoluce: Nechť X,Y jsou spojité n.n.v. Pak S = X + Y má hustotu fS(s) =
∞∫

−∞
fX(x)fY (s− x)dx.

• Markovova nerovnost: P [X ≥ aE(X)] ≤ 1/a pro X ≥ 0.

• Čebyševova nerovnost: P [|X − E(X)| ≥ tσX ] ≤ 1/t2.

3. Hody kostkou

Háźıme kostkou, za 1 a 2 dostaneme bod. Označme X počet bod̊u, které dostaneme po n (nezávislých) hodech.
Odhadněte pravděpodobnost, že X ≥ n/2.

a) Pomoćı Markovovy nerovnosti.

b) Pomoćı Čebyševovy nerovnosti.

c) Pro konkrétńı n, jak lze tuto hodnotu určitě přesně?

4. Meřeńı výšky

Statistik chce odhadnout pr̊uměrnou výšku h (v metrech) lid́ı v nějaké populaci, pomoćı n nezávislých vzork̊u
X1, ..., Xn, které vyb́ıráme uniformně náhodně se všech možných lid́ı. Pro odhad použije výběrový pr̊uměr
Xn = X1+...+Xn/n. Odhaduje, že směrodatná odchylka jednoho výběru je nejvýše 1 metr.

a) Jak velké n má volit, aby směrodatná odchylka Xn byla nejvýše 1 cm?

b) Pro jaké n zajist́ı Čebyševova nerovnost, že Xn se lǐśı od h nejvýše o 5 cm s pravděpodobnost́ı alespoň
99%?

c) Statistik si všimne, že všichni měřeńı lidé maj́ı výšku v intervalu (1.4, 2.1). Jak má upravit odhad
směrodatné odchylky? Jak se změńı odpovědi na předchoźı otázky?
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5. Ṕısemka

Vı́me, že pr̊uměrný počet bod̊u z ṕısemky byl 40 (ze 100). Odhadněte odsud pod́ıl student̊u s alespoň 80 body.
Vylepšete odhad, pokud v́ıte, že směrodatná odchylka počtu bod̊u je 10.

6. Odhad kruhu

Poč́ıtáńı obsahu kruhu náhodným samplováńım. Vygenerujeme náhodný bod ve čtverci (obě souřadnice budou
mı́t rozděleńı U(0, 1). Označ́ıme Xi indikátor jevu ”i-tý bod lež́ı ve vepsaném kruhu”.

a) Určete E[Xi],Var[Xi].

b) Položte Xn = X1+...+Xn/n. Určete E[Xn] a Var[Sn].

c) Pro jaké n čekáte, že dostaneme výsledek správně na jedno desetinné mı́sto? Na dvě, tři, ...?

d) Jiný výpočet obsahu kruhu: Yi =
√
1− U2

i , kde Ui ∼ U(0, 1). Uvědomte si, že E[Yi] je obsah čtvrtkruhu,
tedy π/4. Jaké je Var[Yi]? Jaké je Var[Y n]?

e) Která metoda je přesněǰśı?

Nápověda

2: Použijte vzorec na konvoluce.

3: Jaké je rozděleńı X? Pamatujete si vzoreček na jeho středńı hodnotu a rozptyl?

4: Jak se zjist́ı rozptyl součtu nezávislých náhodných veličin? Rozptyl násobku veličiny konstantou?
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