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Základńı zacházeńı s E
E[X] :=

∑
x∈Im(X)

x · P [X = x]

1. Binárńı jevy

a) Nechť P [X = 100] = p, P [X = 0] = 1 − p. Určete E[X]. (Př́ımo nebo pomoćı některé vlastnosti středńı
hodnoty.)

b) Nechť P [Y = 100] = p, P [Y = 99] = 1− p. Určete E[Y ].

2. Diskrétńı jevy

Předpokládejme, že vyřešeńı jednoho př́ıkladu trvá X minut, kde X = 1, 2, ... nebo 5. Doba trváńı je náhodná
(závislá na počaśı) a pravděpodobnostńı funkce je pX(1) = pX(2) = 0.1, pX(3) = pX(4) = 0.2, pX(5) = 0.4.
Spočtěte E[X].

3. Ponožky

a) Máme neomezený počet černých a červených ponožek. Ponožky vytahujeme poslepu, obě barvy jsou stejně
pravděpodobné. Kolik ponožek vytáhneme, než budeme mı́t dvě stejné barvy?

b) Řešte totéž pro tři r̊uzné barvy.

4. Kasino

Nové kasino nab́ıźı následuj́ıćı hru: vsad́ım x korun, s pravděpodobnost́ı 1/2 o ně přijdu, ale s pravděpodobnost́ı
1/2 vyhraju 2x (nav́ıc k mým x korunám).

a) Zač́ınám s k korunami, budu hrát n kol. V každém kole si můžu vybrat, jakou část svých peněz vsad́ım.
Chci maximalizovat středńı hodnotu peněz na konci: Jak to udělat a kolik ta středńı hodnota je?

b) Jaká je pravděpodobnost, že s takovou strategíı přijdu o všechny peńıze?

c) Jakou strategii byste zvolili?

Linearita E
E[a1X1 + ...+ anXn] = a1E[X1] + ...+ anE[Xn]

5. Opakované hody

Hod́ıme n-krát korunou, která má pravděpodobnost, že padne Panna, rovnou p.

a) Označme X počet po sobě jdoućıch hod̊u PO. (Např. pokud n = 6 a padlo postupně POOPOO, tak
X = 2.) Určete E[X].

b) Rozmyslete si, proč se nejedná o binomické rozděleńı.

c) Označme teď Y počet opakováńı hod̊u POP, jaká je E[Y ]?

Nápověda: použijte linearitu. Označme Ai jev, že i-tý hod byl P a (i+ 1)-ńı hod O, dále buď Xi = IAi

př́ıslušná indikátorová veličina.

6. Náhodný graf

Hod́ıme
(
n
2

)
-krát korunou z minulého př́ıkladu. Přitom tvoř́ıme graf s vrcholy V = {1, 2, ..., n}. Postupně pro

všechny dvojice {i, j} ∈
(
V
2

)
urč́ıme, jestli jsou spojené hranou – to bude tehdy, když př́ıslušným hodem padla

Panna. Vzniklému grafu se ř́ıká náhodný graf G(n, p).

a) Ukažte, že středńı hodnota počtu hran v grafu je p
(
n
2

)
.
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Nápověda: Použijte linearitu jako v minulém př́ıpadu nebo si všimněte, že počet hran se ř́ıd́ı binomickým
rozděleńım.

b) Ukažte, že středńı hodnota počtu trojúhelńık̊u v grafu je p3
(
n
3

)
.

Nápověda: Použijte linearitu: i-tý trojúhelńık bude mı́t svoji proměnnou Xi.

Podmı́něná E
E[X|B] :=

∑
x∈Im(X)

x · P [X = x|B]

E[X] =
∑
i

P [Bi] · E[X|Bi], kde B1, B2, ... je rozklad Ω.

7. Kv́ız

V kv́ızu je 20 otázek s volbami a,b,c,d. Za správnou odpověď (vždy je jen jedna odpověď správná) je 1 bod,
za špatnou −1/4 bodu, za nevyplněnou otázku nula. Každá otázka je s pravděpodobnost́ı q jednou z těch, co se
Kv́ıdo naučil a tedy zná správnou odpověď. Pokud správnou odpověď nezná, v́ı o tom, a může se rozhodnout,
zda tipovat.

a) Jaká je středńı hodnota počtu bod̊u, které Kv́ıdo źıská, pokud bude odpov́ıdat jenom otázky, u kterých

zná odpověď?

b) A co když bude tipovat, když nezná správnou odpověď?

c) Jak by se musela změnit penalizace za chybnou odpověď, aby byly odpovědi v částech a, b stejné?

8. Zamrzávaj́ıćı poč́ıtač

Můj poč́ıtač občas zlob́ı: každý den s pravděpodobnost́ı p zamrzne. Když se to stane dva dny po sobě, začnu to
řešit. Jaký je středńı počet dn̊u, než se to stane?

9. Televizńı soutěž

V televizńı soutěži si účastńık může vybrat dvě otázky. U otázky A odhaduje, že správně odpov́ı s pravděpodobnost́ı
0.8 (a dostane za to 1 000 Kč). U otázky B je jeho pravděpodobnost úspěchu jen 0.5, zato za správnou odpověď
dostane 2 000 Kč. Po špatné odpovědi hra konč́ı, po správné může zkusit druhou otázku (a odměna za už správně
odpovězenou otázku mu při špatně odpovězené daľśı nepropadne).

a) Jaká je středńı hodnota výhry, pokud začne otázkou A?

b) Co když začne otázkou B?

c) Bonus: pokud jsou pravděpodobnost́ı úspěchu pA, pB a odměny mA,mB , jak se má soutěž́ıćı rozhodnout?

Bonus

10. Indikátorové veličiny

Připomeňte si definici indikátorové náhodné veličiny IA.

a) Jaká je E[IA]?
b) Nechť A = A1 ∪A2 ∪ ... ∪An. Ověřte rovnost

1− IA =
n∏

i=1

(1− IAi
).

c) Roznásobte a použijte větu o linearitě středńı hodnoty. Dostanete princip inkluze a exkluze, který znáte z
diskrétńı matematiky.

11. Sb́ıráńı aut́ıček

Ke každému nákupu dostaneme jako dárek aut́ıčko – náhodně vybrané z n typ̊u. Kolik pr̊uměrně muśıme udělat
nákup̊u, než dostaneme všechny typy aut́ıček?
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