1 Parovani v grafech

Znaceni. G = (V, E), |V(G)| = n,|E(G)| =m

Definice. Pdrovdni je mnozina hran M takova, ze kazdy vrchol je incidentni s nejvyse jednou hranou v M.
Nejvétsi parovani je parovani nejvétsi mozné velikosti. Jeho velikost je nejvyse n/2.

Definice. Perfektni parovdni (1-faktor) je parovani, kde kazdy vrchol je incidentni s pravé jednou hranou.

Graf nemusi mit perfektni parovani. Piikladem jsou grafy s lichym poc¢tem vrchold.

Definice. Volny vrchol je vrchol, ktery nevidi zadnou hranu parovani.

Stridava cesta je cesta, kde jsou vSechny vnitfni vrcholy incidentni s parovaci hranou a navic tato hrana je lezi
na cesté.

Volnd stridavd cesta je takova stiidava cesta, jejiz koncové vrcholy jsou volné.

Lemma 1.1 (o volné stiidavé cest&). Pdrovdni M je nejvétsi iff neexistuje volnd stiidavd cesta.

Dikaz.

»,2= Pokud méme volnou stfidavou cestu, umime parovani zvétsit jejim invertovanim.

,<=“ Necht M je parovani, které neni nejvétsi. Tedy existuje parovni M’, kde [M’| > |M|. Definujeme M =
M UM.

Komponenty souvislosti grafu (V, M ) jsou bud izolované body nebo cesty nebo kruznice. Komponenta,
kterd méa vice hran z M’, bude cesta liché délky s hranami z M’ na koncich. V této cesté jsou koncové
vrcholy volné vzhledem k M, nasli jsme volnou stfidavou cestu. O

Algoritmus. Edmondsiv kytickovy algoritmus
Algoritmus dostane na vstupu parovani M a zlepsi jej nebo jej prohlasi za nejvétsi.
Navrh algoritmu:

e ZacCneme ve volném vrcholu pro kazdy z nich.

e Spustime BFS, kde v kazdé druhé vrstvé pouzivame pouze hrany z M.

Timto dostaneme tzv. Edmondsuv les.

Definice. Kyticka je tvorenad stonkem — stfidava cesta sudé délky z volného vrcholu do kvétu, coz je lichy
cyklus, ktery je st¥idavy az na vrchol spolecny se stonkem.

@ Do kvétu kyticky vede nejvyse jedna hrana z M.

Lemma 1.2 (o kontrakci kvétu). G obsahuje volnou stiidavou cestu iff graf G' ziskany z G kontrakci kvétu
obsahuje volnou stridavou cestu.

Umime efektivné najit st¥idavou cestu v puvodnim grafu z toho kontrahovaného.
e V Edmondsové lese hledame, zda existuji hrany mezi sudymi i lichymi hladinami:

e v ramci jednoho stromu — mame kyticku — zkontrahujeme a spustime algoritmus na vzniklém grafu.
e mezi dvéma stromy — méame volnou stfidavou cestu — zlep$ime parovani a restartujeme algoritmus.
e Pokud hrany mezi sudymi hladinami neexistuji, v grafu neexistuje volna st¥idava cesta, tudiz parovani je
nejvetsi.
SloZitost: Procedura, kterd najde kyticku nebo volnou st¥idavou cestu nebo nejvétsi parovani, trva O(n +m).
O(n) restartujeme pro ptivodni graf se zlepSenym parovanim
O(n) se zarekurzime po zkontrahovéani kyticky

Celkem tedy O(n?(n + m)) = O(n?m). Tato rovnost plati, protoze miizeme na zacdtku odstranit viechny
izolované vrcholy.



1.1 Perfektni parovani v obecnych grafech

Véta 1.3 (Hallova). Bipartitni graf s partitami A, B takovymi, Ze |A| = |B|, md perfektni pdarovani iff V.S C
Az N(S)] = |5].

e cc(G) = mnozina souvislych komponent grafu G

e 0dd(G) = mnozina souvislych komponent liché velikosti

e Nutnd podminka pro existenci perfektniho parovani: VS C V(G) : |S| > |odd(G \ S)|

Definice. Reknéme, 7ze S C V(G) spliiuje Tutteho podminku, pokud plati predchozi nerovnost.

Podle nutné podminky pro existenci perfektniho parovani vidime, ze jakykoliv graf s lichym poctem vrchola
nespliiuje Tutteho podminku. Sta&i zvolit S = (.

Véta 1.4 (Tutte). G ma perfekini pdrovini iff kazdd S C V(Q) spliuje Tutteho podminku.
Definice. Ttesnicka jsou dva vrcholy z,y takové, Ze (x,y) ¢ F a x,y maji spole¢ného souseda.

Lemma 1.5 (O tfeSniéce). Pokud v souvislém grafu existuji dva vrcholy mezi nimiZ nevede hrana, pak v grafu
ezistuje tresnicka.

Diikaz. Necht x a y jsou dva vrcholy mezi nimiz neni v grafu hrana. Uvazujme nejkratsi cestu z = do y. Ta
jisté obsahuje alespon t¥i vrcholy. Vezméme libovolné tfi po sobé jdouci vrcholy a, b, ¢ na této cesté. Mezi a a ¢
nevede hrana, protoze jinak by cesta nebyla nejkratsi. Vrcholy a, ¢ tedy tvori tfesnicku. O

Dikaz Tutteho véty[1.4)

»= zjevné

»<=“ G nemd perfektni parovani, ale po ptfidani libovolné hrany perfektni parovani mit bude.
@ Pokud G obsahuje mnozinu S porusujici Tutteho podminku, pak pro libovolny graf G’, kde V(G) =
V(G"), E(G") C E(G), S také podminku porusuje.

Pokud G = K,,, potom pro n sudé nelze, protoze K, ma p.p. Pfedpokladejme tudiz, ze G obsahuje nehranu.
Volime S jako mnoZinu vrcholtl, které jsou spojeny se vSemi ostatnimi, tedy S = {v | degv = |V(G)| — 1}.
Vime, ze S # V(G).

Necht komponenty G \ S jsou uplné grafy. Pokud S splituje Tuttovou podminku, G obsahuje p.p. Z
predpokladu neexistence p.p proto S podminku nespliuje.

Nyni necht G'\ S ma komponentu, kterd neni uplnym grafem. Pak podle lemmatu o tfesni¢ce m4 tesnicku.
Oznacme si ji a — ¢ — b. Nutné tedy existuje d nesousedici s c¢. Z nasich predpokladi o G:

e v G+ (a,b) existuje p.p. M1 > (a,b).
e v G+ (¢,d) existuje p.p. Mz 3 (¢, d).

Uvazujme graf H = (V(G), M1 AMs). Tento graf mé pouze vrcholy stupné 0 a 2, je to disjunktni sjednoceni
kruznic. Déle a, b, ¢, d maji stupné 2.

e (a,b) a (¢,d) lezi na jiné kruznici. Vezmeme kruznici C' obsahujici (¢, d). Kdyz na C prohodime
parovaci hrany, je p.p. v G.
e (a,b) a (c¢,d) lezi na stejné kruznici. Pak nastane jedna z moZnosti.
e cesty mezi hranami (a,b) a (¢,d) maji lichou délku. Pak miZeme opét prohodit pérovaci hrany
jako v pfedchozim bodu.
e cesty mezi hranami (a,b) a (¢,d) maji sudou délku. Pak v grafu H tedy nejsou hrany (a,c) ani
(b, ¢). Necht P je cesta po C z b do ¢ jdouci pies vrchol a. Pak M; \ E(P)U(MasNE(P))U{(b,c)}
je hledané perfektni parovani. O

Dusledek 1.6 (Petersen). KaZdy 3-reguldrni graf bez mostu md perfektni pdrovand.

Dikaz. Vezméme si libovolnou S C V(G). UkdZeme, Ze splituje Tutteho podminku.

Pokud |odd(G \ S)| = 0, jsme hotovi. Pfedpokladdejme, tedy ze v G\ S existuje lichd komponenta K. Potom
> vev (i) degg v = 3|V(K)| = 2|E(K)| + pocet hran vychdzejici mimo K, coZ je liché ¢islo.

Pocet hran mezi K a S musi byt alespon 2, jinak méame most, je to tedy alespon 3. Maximalni pocet hran ze S
je 3|S|, tudiz lichych komponent miize byt nejvyse %, tedy |S|. O



Definice. G je kriticky na parovani, pokud Vv € V(G) plati, Ze G \ v mé perfektni parovani.
Véta 1.7 (Gallai-Edmonds). KaZdy graf obsahuje mnoZinu vrcholid S splriugici:
1. S je parovatelnd s cc(G\ S), tedy existuje parovdni mezi vrcholy S a komponentami G\ S takové, Ze Zidné
dvé hrany nekonci ve stejné komponenté a vsechny vrcholy S jsou spdrovdné.

2. Kazdd komponenta G\ S je kritickd na pdrovdnd.
G md perfekini parovdnt iff |S| = | cc(G\ 9)|.

Dikaz. Posledni tvrzeni plyne z Tutteho véty Podminky 1. a 2. budeme dokazovat indukci podle poctu
vrchold.

Pokud |V(G)| = 0, miZeme mit S prazdné. Proto pfedpokladejme |V (G)| > 0.

Deficit mnoziny S C V(G) definujme jako d(S) = |odd(G \ S)| — |S|. Vidime, Ze d(0) > 0.

Vezmeme S s nejvétsim deficitem a mezi nimi vybereme nejvétsi co do poctu vrcholi. Pak d(S) > 0. Sporem
dokdzeme, Ze (G \ S) nemé komponenty sudé velikosti.

Necht K je takovd komponenta. Vezmeme v € K a zkoumdame, jestli S U {v} neni lepsi, nez S. d(S U {v}) >
[odd(G\ S)|+1— (]S|+1) =d(S). Mame spor.

Nyni ukdzeme kritiénost. Necht pro spor komponenta K grafu G — S neni kriticka na parovani, tedy 3z € V(K)
takové, ze K \ x nemd perfektni parovani. TudiZ nespliiuje Tutteho podminku a existuje S” C V(K \ z), Ze
[odd(K \ z\ S")| > |957].

Jelikoz K \ x mé sudy pocet vrcholi, parita | odd(K \ '\ S7)| i |9’ je stejnd. Proto |odd(K \ z\ S")| > |S’| + 2.
Zvolme T = S U{x} US’. Potom d(T) = |odd(G\T)| — |T| = d(S) + |odd(K \ =\ S")| — |S'| — 2 > d(95).
Protoze jsou vSechny liché komponenty kritické na parovani, mizeme je nahradit kontrakci za jejich kriticky
vrchol. Tim dostavame bipartitini graf H, kde jedna partita je S a druha je tvofena témito kontrakcemi.

Pro spor predpokladejme, ze S nejde v H sparovat. Podle Hallovy véty existuje A C S, kde vrcholy z A
sousedi s méné, nez |A| vrcholy H — S. Potom v ptivodnim grafu d(S\ A) = |odd(G \ (S\ 4))| —|S| + |A| >
d(S) — |[N(A)| + |4] > d(S5). O

2 Kontrakce a minory

Definice. Graf G je k-souvisly, pokud mé aspon k + 1 vrchold a po odebrani libovolnych k£ — 1 vrchold bude
souvisly.

Kazdy k-souvisly graf ma u vSech vrcholt stupen alespon k.

Lemma 2.1 (O kontrahovatelné hrané). Kazdy 3-souvisly graf G % K, obsahuje hranu e takovou, Ze G.e je
3-souvisly.

@ Pokud G.e neni 3-souvisly (a G byl), tak existuje 3-Ffez obsahujici oba koncové vrcholy hrany e.

@ Je-li S minimélni fez, kazdy vrchol z S mé hranu do vSech komponent G \ S.

Diikaz lemmatu[2.dl Pfedpokladdejme, Ze z4dna hrana nejde zkontrahovat. TudiZ pro kazdou hranu existuje
néjaky 3-fez obsahujici oba jeji koncové vrcholy. Vezmeme hranu (z,y) a vrchol z takové, ze {z,y, z} je 3-fez a
nejmensi komponenta K grafu G \ {z,y, 2z} je minimalni.

Vime, Ze z mé souseda w v K. Ukézeme, Ze lze zkontrahovat (w, z). Pokud nejde, existuje vrchol u takovy, Ze
{u,w, z} je 3-Fez. Navic w m4 souseda v kazdé komponenté G \ {u, w, z}. TudiZ znova existuje komponenta K’,
ktera neobsahuje x, y.

Tedy plati, ze v K’ nejsou vrcholy z,y, z, u, w, ale obsahuje souseda w. Proto je K’ podmnozinou K \ w. Tudiz
|K'| < |K| a mame spor. O

Umime tedy jakykoliv 3-souvisly graf kontrakcemi prevést na Ky. Nyni ukdzeme, Ze to jde i naopak.

Véta 2.2 (Tutteova charakterizace 3-souvislych graf). Graf G je 3-souvisly iff existuje posposloupnost grafi
Go, ... Gy takovich, Ze:

L GO = K47 Gn =G

o V1 <i<n:G;_1 vznikne z G; kontrakci hrany

e V0 <i<n:G; md minimdlni stuper alespori 3



Dikaz.

»,= plyne z lemmatu 2.1
»<=“ Méjme Gy,...,G,. UkdZeme indukci, ze Vi : G; je 3-souvisly.

Vime, ze G;_1 je 3-souvisly a G; ma minimalni stupen alespon 3. Predpokladejme, ze G; ma 2-fez. Kazda
komponenta 2-fezu mé alespon 2 vrcholy, protoze minimalni stupen je > 3. Tudiz libovolny 2-fez G; by
musel existovat i v G;_1, coz je spor. O

Definice. Mé&jme G, H grafy. Rekneme, ze H je minor G (nebo G obsahuje H jako minor), pokud lze H ziskat
z G mazdnim hran, vrchold a kontrakci hran. Piseme H <, G.

@ Relace =<,,, je tranzitivni a reflexivni. Pokud je H podgrafem G, je i jeho minorem. Pokud je G rovinny, je
rovinny i jeho minor.

Véta 2.3. Necht H je graf s vrcholy vy,...,vx. H je minor G iff G obsahuje k souvisljch neprdzdngch dis-
Junktnich podgrafi Py, ..., Py takovych, Ze pokud (v;,v;) je hrana H, tak v G existuje hrana mezi vrcholem z
-Pi a Pj.

Dikaz.

»<=* Vsechny vrcholy v jednotlivych podgrafech zkontrahujeme (to mtizeme udélat diky souvislosti podgrafi),
ostatni vrcholy mimo P a nepotfebné hrany odstranime, tim dostaneme H. VSechny tyto operace zachovaji
minoritu.

»= Mame minor H, a tim i posloupnost odstranovani a kontrakci G;, kde G; = H a G,, = G. Ukazeme
indukci, ze kazdy G; splituje podminku.
Pro H vezmeme P; = v;. Pokud G;_; vznikl odstranénim, pfidanou véc v G; budeme ignorovat. Pokud
G;_1 vznikl kontrakei (u,v) a vznikly vrchol w € P;, v G, jsou vrcholy u,v v P;. O

Véta 2.4 (Kuratowski, Wagner). Ndsledujici tvrzend jsou ekvivalentni:
o G je rovinny
o G neobsahuje délent K33 ani Ks

o G neobsahuje K33 ani K5 jako minor

Diikaz.

»1 = 3 Plyne z toho, Ze K5 ani K3 3 nejsou rovinné.
»3 = 2“ Pokud méa G déleni H jako podgraf, ma jej i jako minor.

»2 = 3“ Predpokladejme, ze G obsahuje K33 jako minor. Potom podle véty obsahuje G souvislé neprazdné
disjunktni Py, ..., Ps, kde BUNO vedou hrany mezi kazdou dvojici P;, Pj, kde i = {1,2,3},j = {4,5,6}.
Tudiz z kazdé komponenty vedou t¥i hrany do t¥i ,opacnjch“ komponent P;, ozna¢me je ¢; ;. Necht
¢;i = ¢,; (pokud existuji dvé takové hrany, zvolime z obou komponent stejnou). Potom rovnéz existuje
v kazdé komponenté P; vrchol p;, pro ktery plati, Ze existuji tfi disjunktni cesty (); ; mezi vrcholem p; a
hranou ¢; ;.

Toto ndm jiz dokazuje existenci déleni K33, kde jeho vrcholy jsou p; a hrany jsou sjednoceni cest
Qijr iy Qji-
Pro K5 postupujeme podobné, abychom ziskali déleni K5, ale kdyby v jedné komponenté neexistoval vrchol

obsahujici ¢tyfi disjunktni cesty, tak jeho komponentu rozdélime na dvé tak, ze z kazdé nové komponenty
povedou dvé puvodni hrany ven. A tak ziskame komponenty, které podle véty odpovidaji minoru Ks 3.

»3 = 1¢ Indukci podle po¢tu vrcholi.
Pokud n < 4, tvrzeni trividlné plati. Tedy pfedpoklddejme, ze n > 5.
Pro kazdy rovinny graf G a jeho vrchol v existuje rovinné zakresleni G s v na vnéjsi sténé.
Pokud je graf nesouvisly, mizeme pouzit indukéni predpoklad na jeho komponenty.

Pokud ma G artikulaci v, mizeme jej podle artikulace rozdélit na dvé komponenty, ty jsou podle IP
rovinné. Tudiz muzeme G zakreslit rovinné, kde v je na vnéjsi sténé.

Pokud ma G 2-fez, mizeme jej rozdélit na dveé ¢asti podle 2-fezu z vrchold z,y. Ty jsou podle IP rovinné.
Nyni v kazdé komponenté doddme hranu (z,y), pokud neexistuje. Tim potom budeme moct tuto hranu
zakreslit na vnéjsi sténu, grafy spojit rovinné a p¥ipadné odebrat (z,y).



Navic, pfidani hrany (z,y) ndm neporusi IP, jelikoz kdyby jejim p¥idanim vznika v jednom podgrafu Kjx
nebo K3 3, uz bychom nasli tento minor nahrazenim (x,y) za zkontrahovanou cestu v druhém podgrafu.

Pokud je graf 3-souvisly, lze zkontrahovat hranu e tak, ze G.e je 3-souvisly a neobsahuje z tranzitivity
K3 3 ani K5 jako minory. Tedy z IP G.e je rovinny.

Vezméme (G.e) \ {ve}, tedy zkontrahovany graf bez vrcholu vzniklého kontrakei. Kazda sténa 2-souvislého
grafu je kruznice. Tudiz sténa, uvnitt které lezel v., je ohranic¢end kruznici C. Dostdvame 3 pfipady podle
sousedstvi konct e = (z,y):

1. [N(z) N N(y)| > 3. Potom existuje K5 jako minor.
2. Jay,a2 € N(z) N C,3b1,by € N(y) NC v poradi aq, by, az, be na C. Potom existuje K3 3 jako minor.

3. Jinak vSichni sousedi y na C' lezi na stejné cesté mezi dvéma sousedy x. Dostavame rovinné zakresleni
G. O

3 Nakreslitelnost na plochu

@ Kazdé uzaviend kiivka mé okoli homeomorfni otevienému valci nebo Mobiova listu.

Definice. Plocha I je orientovatelné, pokud je okoli kazdé uzaviené kifivky homeomorfni véalci, jinak je neori-
entovatelna.

Plochy vytvafime ze sféry pridavanim uch a k¥izitek (cross-cup).

Fakt. Kazda plocha je homeomorfni ¥, nebo II,, pro néjaké n.

Y, je yorientovatelnd plocha rodu n* vznikla ze sféry pridavanim n uch, zatimco II,, je ,neorientovatelna“ a
vznikla ze sféry pridanim n kiizitek.

Definice. Eulerova charakteristika plochy x(3,) =2 — 2n, x(II,) =2 —n

e Y ...sféra

e II; ...projektivni rovina

e X, ...torus

e II, ...Kleinova lahev
Definice. Nakresleni grafu G na plochu I je zobrazeni ¢, které zobrazuje x € V(G) na bod ¢(z) € T' a hranu
e = (z,y) € E(G) na prostou kiivku na I' spojujici ¢(x) a ¢(y).
Navic pokud e # f, o(e) No(f) = {p(x)|z € en f}. Pokud z ¢ e, p(z) ¢ p(e).

Definice. Sténa nakresleni je souvisld komponenta I' \ ¢(G).
Definice. Nakresleni je bunikové, pokud je kazda sténa homeomorfni disku.
Fakt. Nakresleni neprazdného rovinného G na ¥ je buiitkové pravé, kdyz G je souvisly.

Véta 3.1 (Zobecnénd Eulerova formule). Necht mdme nakresleni G na T, které md s stén. Pak |V (G)| —
|E(G)| + s > x(T"). Pokud je nakresleni burikové, plati rovnost.

Dikaz bunkové varianty. Indukci dle n pro 3,,. Pro ¥ plati podle Eulerovy formule.

Nyni pro n > 1 méjme néjaké ucho. To rozstiihneme a zalepime konce disky. Tim jsme mohli rozdélit hrany
timto uchem prochézejici, priddme tedy koncové vrcholy a nakreslime kruznice mezi nimi na kazdé strané.
Pavodni graf méa v vrcholt, e hran a s stén. Rozstfizeny graf ma parametry v+ 2k, e+ 3k, s+ k+ 2. Z IP mame,
ev+2k—e—3k+s+k+2=xE1)+2 Tudiz v—e+s=x(Z,).

Nyni inducki dle n pro II,,. Pro Iy plati.

Méjme krizitko, pfes néj vedou néjaké hrany. Ty hrany rozptlime, pfiddme k nim koncové vrcholy a ty spojime
kruznici. Tim se kfizitka zbavime.

Tento novy graf ma parametry v+ k, e+ 2k, s+ k+ 1. Tedy podle IP v+ 2k —e—3k+s+k+1 = x(II,—1) + 1.
Tudiz v 4+ e — s = x(I1,,). O

Dusledek 3.2. G nakreslitelng na T' s alespori 8 vrcholy spliuje |E(G)| < 3|V(G)| — 3x(T"). Tudiz G md
prameérny stupern

2AE(C)] _,_ (x(T)

vl - Vi



Diikaz. BUNO G je triangulace, kazda sténa je disk. Délka hranice stény nechf je 3. Potom 2|E(G)| je soucet
délek stén, a to je 3s.

Ze zobecnéné Eulerovy formule mame 3|E(G)| = 3(|V(G)| + s — x(I')). Z toho uz dosazenim za 3s dostaneme
spravny vzorec.

Druhé nerovnost plyne vydélenim poc¢tu vrchol a vynasobenim dvéma. O

4 Barveni grafu

Definice. x(G) je minimélni pocet barev, kterymi lze dobfe obarvit G.

0(G) je minimélni stupen, A(G) je maximéaln{ stuperti vrholt G.

Definice. G je d-degenerovany, pokud vrcholy lze sefadit tak, Zze vlevo od kazdého vrcholu je nejvyse d jeho
sousedl.

@ 1 Kazdy graf je A(G)-degenerovany.

@ 2 Pro kazdy d-generovany graf plati x(G) < d+ 1.

Tvrzeni 4.1. Necht ' # Yo a G je nakreslitelng na T'. Pak G obsahuje alespori jeden vrchol stupné <

54+/49—24x(T")
2

=dp. Tedy G je dr-degenerovany.

Drikaz.

e x(I') = 1. Z tvrzeni dostavame existenci vrcholu stupné < 5. Primérny stupeii < 6 — GT“(};) < 6. Tudiz
mame vrchol stupné 5.

e x(I') = 0. Z tvrzeni mame stupeii 6 a pramérny stupeii je roven 6. Neni tudiz mozné, aby vSechny vrcholy
mély vyssi stupen. Tvrzeni plati.

e x(I') < 0. Potom § < 6 — X0 Taky mtzeme odhadnout pocet vrcholt diky § < |V| + 1. Dostavame

4
0 <6— 6§<+(? — 62+ 0 < 6(5+ 1) — 6x(I'). Resime kvadratickou nerovnici, po tpravich dostaneme
vysledek tvrzeni. O

Dusledek 4.2 (Heawoodova formule). Pro T' 2 X plati, Ze kazdy graf nakreslitelny na T md barevnost nejuyse
dr + 1.

® 3VYG: x(G) <AG)+ 1.

Rovnost nastava pro K, a lichy cyklus. Jsou to jediné takové souvislé grafy.

Lemma 4.3. Necht G je souvisly a obsahuje alespori jeden vrchol stupné < A(G). Pak x(G) < A(G).

Dikaz. Necht z je vrchol stupné < A(G). Zvolme kostru T' grafu G, kterou zakofenime v z. Barvime hladové
od listt (mame uspotfadani). Pro vrchol v # z, kdyz jej barvime, pfedchtidce v neni obarven, tudiz obarveno
nejvyse A(G) — 1 sousedl v, takZe lze pouzit jednu z A(G) barev. Vrchol z nakonec lze obarvit jednou A(G)
barev, protoze méa stupen < A(G) — 1. O

Véta 4.4 (Brooks). Necht G je souvisly graf, kterg nent dplng ani lichd kruznice. Pak x(G) < A(G).

Diikaz. Budeme piedpokladat, ze A > 3 (Pro A = 2 je G sudy cyklus nebo cesta, x(G) = 2). MuZeme
predpokladat, Ze ostatni vrcholy maji stupeni A(G), jinak mizeme pouzit lemma

Piedpokladejme, Ze G je 3-souvisly. Potom lemmatu o tfesnicce (1.5)) existuji © ——z——y tak, zZe tvofi tfesnicku.
Seradime vrcholy grafu vy, ..., v, tak, ze v; = x,v9 = y, v, = 2. Kazdy vrchol kromé z méa souseda vpravo od
sebe. Vsimnéme si, ze zde vyuzivame 3-souvislost grafu. Kdyby x,y byl fez, tak bychom toto nemohli udélat.
Sestavime kostru, zakofenime se v z a barvime zleva hladové. Vime, Ze z,y maji stejnou barvu, kazdy vrchol
ma v okamziku barveni zakazano nejvyse A — 1 barev.

Pokud méa G artikulaci x, potom umime G rozdélit tak, ze G; N G2 = x,G; U G2 = G. Pokud méame obarveni
G1 a G2 nejvyse A barvami, lze barvy zpermutovat tak, aby barva z byla v obou barvenich stejna.

Obarveni Gy a G5 existuji dle lemmatu protoze  ma v G i v Ga stupenl mensi, nez A(G).

Pokud ma G 2-fez z, y, zkusime jako v pfedchozim pfipadé obarvit G; a G5. Pokud maji z,y v obou obarvenich
stejnou nebo rizné barvy, vyhrali jsme. MiiZe se ale stat, Ze jedno obarveni obarvilo x,y stejné, ale druhé rizné.
Pokud z nebo y maji v G i G5 stupeii > 2, miizeme barvit Gy + (z,y) a Go + (z,y). Jinak BUNO degg, 7,y =
A —1,degg, z,y = 1. Dle lemmatu [4.3] obarvime G.



e z,y dostaly rizné barvy. Pak obarvime G2 + (z,y). Po permutaci mtizeme slepit.

e 1,y dostaly stejnou barvu. Pak obarvime G5 s vrcholy x,y slepenymi do jednoho vrcholu, po obarveni a
permutaci mtizeme slepit. O

4.1 Hranové barveni grafu
Definice. Hranové barveni grafu je funkce b : E(G) — B takovd, Ze pokud e # f a e, f maji spole¢ny vrchol,
potom b(e) # b(f).

Definice. Hranova barevnost x.(G) je nejmensi velikost B, pro kterou existuje obarveni G.

® x.(G) > A(G).

Definice. Line-graf L(G) grafu G = (V, E) je (E, F) takova, ze {e, f} € F, pokud hrany e, f maji spole¢ny
vrchol.

® xe(G) = x(L(G)) < A(L(G)) +1 < 2A(G) — 1, protoze degy ¢y (uv) < degu — 1 + degv — 1.

Véta 4.5 (Vizing (1964)). Pro kazdy jednoduchy graf G plati A(G) < x.(G) < A(G) + 1.

Je NP-tplné rozhodnout, jestli A(G) nebo A(G) + 1.

Diikaz. To, ze A(G) < x(G), uz vime.
Nyni ukadzeme, Ze G lze obarvit barvami z mnoziny B = [A + 1]. Necht H je maximélni podgraf G hranové
obarvitelny hranami z B. Pokud H = G, jsme hotovi.

Jinak 3(x,yo) € E(G) — E(H). Barva « je volna v vrcholu z, pokud z4dnd hrana incidentni s x nemé barvu «.
@ Kazdy vrchol méa volnou barvu.
Podivejme se na vrchol x. Z néj vede neobarvena hrana do 3. Hledejme nejdelsi posloupnost 1, . . .,y sousedi
x, Zze a;j = b(zy;) je volna u y;_1. Necht a je barva volna u ys.

e « je volnd u x, potom prebarvime (z,y;) na a a (x,y;-1) na «; pro kazdé j € [k].

e « je pouzita pro hranu (z,y’), kde ¥’ # y;Vj € [k]. Toto je ale spor s maximalitou posloupnosti, protoze
lze v’ do posloupnosti pfidat.

e « pouzitd pro hranu (z,y;), kde j € [1,...,k—1]. Ozna¢me  volnou barvu u z, definujeme graf H,z jako
podgraf H tvofeny jenom hranami barev «, 5. A(Hyp) < 2, tedy komponenty souvislosti jsou cesty nebo
kruznice.

Necht P je komponenta H,g obsahujici (x,y;). P je nutné cesta, kde x je koncovy vrchol. Druhy konec
ozna¢me z. Necht b’ je obarveni H vzniklé prohozenim barev « a 3 na P.

Vsechny vrcholy az na z a z maji stejnou volnou barvu v b'.

® 2z = y;_1, potom z mél pivodné volnou barvu a. Po prohozeni ma = volnou barvu a a z barvu S.

Posloupnost g, . . ., yr nebyla porusena, ale mame « volnou u x.
® 2 # y;_1, potom prohozeni barev neovlivnilo y;_1, které ma volnou barvu o, posloupnost se zkrati
na yi,.--,Yj—1-
Jak vidime, vZdy najdeme pro barvu (z,yg) jednu z B barev, spor s neobarvitelnosti. O

Tim vime vSe potfebné o hranové barevnosti grafi. Vratme se k barevnosti vrcholové.

5 Perfektni grafy

a(G) je velikost nejvétsi nezdvislé mnoziny, w(G) je velikost nejvétsi kliky.
H < G znamena, ze H je indukovany podgraf G.
® w(G) < x(G). Ostrou nerovnost spliuje lichy cyklus.

Definice. G je perfektni, pokud VH < G : x(H) = w(H).

@ Pokud je G je perfektni, kazdy jeho indukovany podgraf je rovnéz perfektni. Obycejny podgraf toto spliiovat
nemusi, protoze to mize byt lichy cyklus délky alespon 5.

Priklady perfektnich grafi:



o K,
e bipartitni grafy

Definice. Nezévisld mnozina I v grafu G je rozlehld, pokud kazd4a klika v G velikosti w(G) obsahuje vrchol z
I (primik kliky a nezévislé mnoziny je nejvyse jeden vrchol).

Lemma 5.1. Graf G je perfekini prave, kdyz kazdy jeho indukovany podgraf obsahuje rozlehlou nezdvislou
mnoZinu.

Dikaz.

»=“ Mé&me H < G. Potom podle perfektnosti G plati x(H) = w(H). Z kazdé kliky velikosti w(H) zvolme
vrcholy stejné barvy. Ty tvori nezavislou mnozinu, ktera je navic rozlehla.

»<=“ Vime, Ze pro kazdy indukovany podgraf H mame rozlehlou mnozinu I. Kazdy vrchol z I obarvime barvou
w(H). Potom vezmeme graf H — I, ktery mé podle pfedpokladu rozlehlou mnozinu I’ a zéroven w(H — I)
o 1 mensi.
Tudiz mtzeme postupovat stejnym zptsobem aZ po prazdny graf a nikdy nevyuzijeme stejnou barvu
vicekrat. Mame tedy pro kazdé H obarveni velikosti w(H). O

Navic, pokud zvolime x € G perfektnim grafu, existuje rozlehld nezavisla mnozina obsahujici x a to tak, ze
podle pfedchoziho ditkazu zvolime pfesné barvu x. Pokud z je v klice velikosti w(H ), pak x ,zafixuje* barvu,
kterou volime vrcholy z kazdé kliky velikosti w(H). Jinak jde o vrchol mimo kliku velikosti w(H) a existuje
nesousedni vrchol v této klice se stejnou barvou, tedy stale najdeme rozlehlou nezavislou mnozinu.

Definice. Nafouknuti vrcholu = do kliky velikosti r je vrchol x nahrazeny klikou s vrcholy z1,...,z, a kazda
hrana (x,y) je nahrazend hranami (z;,y).

Lemma 5.2. Pokud G je perfektni, potom Va,r G’ vznikly z G nafouknutim vrcholu x do kliky |r| je také
perfektni.

Dikaz. Necht X je mnoZina vrcholt vzniklych nafouknutim 2. Pokud K je nejvétsi klika v G tak X C K nebo
X NK =0, ale potom je K nejvétsi klika i v G..

Necht I je rozlehld mnozina v G obsahujici . Pro G’ vezmeme I’ tak, Ze za = zvolime jeden z vrcholti vzniklych
nafouknutim. Pokud X C K, v I’ mdme vrchol z X, a proto iz K.

Jinak protoZze K byla nejvétsi uz v G, uz méla vrchol v I, tudiz mé vrchol i v I’. Tudiz I’ je rozlehld nezavisla
mnozina. Podobné najdeme rozlehlou nezavislou mnozinu i v kazdém H' < G'.

TudiZ je i G’ perfektni. O
Definice. Doplnék grafu G = (V, E) je graf G = (V, (‘2/) \ E).

® w(G) = a(G).
Véta 5.3 (Slaba véta o perfektnich grafech (1972, Lovész)). G je perfektni prdave, kdyz G je perfektni.

Drikaz. Protoze doplnek grafu je dudlni, staci jednu implikaci.
Necht G je nejmensi perfektni graf takovy, ze G neni perfektni.

Tudiz musi existovat H < G, ktery nemd rozlehlou nezdvislou mnozinu. Pokud H # G, H neni perfektni a
navic H < G, ale H # G. Tedy H je perfektni. Tim dostavame spor s minimalitou G.

Tedy G nema rozlehlou nezévislou mnozinu, tedy pro kazdou nezéavislou mnozinu I v G existuje klika @ velikosti

w(QG) takova, ze QNI = 0.

Toto tvrzeni obratime na G: pro kazdou kliku @ v G existuje nezavisld mnozina I velikosti a(G) disjunktni s
Q.

Necht Q1,...,Q; jsou vSechny kliky v G a I; je nezavisld mnozina velikosti o(G) disjunktni s @, Vj € [t].
Definujme nyni f(x) jako pocet mnozin I;, které obsahuji z, tedy |{j € [t] | x € I,}|

Nyni provedeme trik, méjme G* jako graf vznikly z G nafouknutim kazdého vrcholu z do kliky velikosti f(x).
Pokud f(x) =0, vrchol « smazeme. Nyni kazda nezavisla mnozZina I; si mize vybrat jeden z vrcholi ze vzniklé
kliky, ktery si nevybrala zadna jina, tim dostaneme I*. VSimnéme si, ze I} N I; =0 a |J, I} = V(G*).

Podle lemmatu 2 je G* perfektni. Odhadneme [V(G*)| = 3, v f(z) = t - a(G). Navic a(G*) = a(G).
Protoze je G* perfektni, w(G*) = x(G*). Nejvétsi klika v G* vznikla nafouknutim kliky @ v G. Tedy |Q*| =
> oreq flx) = E;Zl |QNI;| <t—1, kazda nezavisla mnozina mé nejvyse jeden vrchol z Q. Proto w(G*) < t—1.



Déle podle definice barevnosti vime, ze x(G*) > ‘Z((g*)) | = ¢. Mame spor barevnosti, tedy G* neni perfektni, a

proto neni perfektni ani G. O

Véta 5.4 (Silnd véta o perfektnich grafech (2002, Chudnovsky, Robertson, Seymour, Thomas)). G je perfektni
prave, kdyZ G ani G neobsahuje lichy cyklus délky > 5 jako indukovany podgraf.

5.1 Chordalni grafy

Definice. G je chordalni, pokud neobsahuje kruznici délky > 4 jako indukovany podgraf.

T¥ida chordalnich grafi je uzaviena na <.

Definice. Necht G je graf a x,y nesousedici vrcholy G. Pak zy-fez v G je mnozina R C V(G) takova, ze x,y
jsou v raznych komponentach G — R.

Komponenty obsahujici  nebo y budeme znacit G nebo G,.

Véta 5.5. G je chorddini iff Vx,y nesousedici existuje xy-rez, ktery tvort kliku.

Dikaz.

»<=“ Necht G neni chordélni, tedy obsahuje indukovanou kruznici C' délky > 4. Necht x,y jsou nesousedni
vrcholy C'. Pak po jejich odebréni C' — {x,y} = P U Py, kde P a P jsou disjunktni cesty a navic nevedou
zadné hrany mezi vrcholy P, a Ps.

Kazdy xy-tez obsahuje alespon 1 vrchol z P; a P». Tyto dva vrcholy nejsou spojeny hranou, tudiz xy-tez
neni klika.

»=“ Necht z,y jsou nesousedni vrcholy v chordalnim grafu G a R je nejmensi xy-fez. Tvrdime, ze R tvoii
kliku. Pro spor predpokladejme, Ze ne, tedy Ju,v € R, které jsou nesousedni.

7 minimality fezu vime, Ze u i v musi mit souseda v G i v G,. Existuje nejkratsi cesta P, z u do v, jejiz
vnitini vrcholy jsou v G, P, analogicky.

Sjednocenim P, a P, dostaneme kruznici délky > 4, kterd je indukovanym podgrafem G, coz je spor s
chordalitou G. O

Definice. N¢(x) je mnozina sousedt z v G.

Vrchol z je simplicidlni v G, pokud Ng(x) tvofi kliku.

Lemma 5.6. KaZdy (neprazdny) chorddlni graf G obsahuje simpliciding vrchol.

Diikaz. Budeme dokazovat silnéjsi tvrzeni, Ze kazdy chordalni graf je iplny, nebo obsahuje 2 nesousedni simpli-
cidlni vrcholy.

Nyni budeme postupovat indukei podle n = |V(G)|. Pro n = 1 plati.

Dale pro n > 1 je bud G uplny, nebo G obsahuje z a y nesousedici. Z predchozi véty vime, Ze existuje zy-fez
R, ktery tvoti kliku. Méjme G = G[G, U R] (graf indukovany na G, U R), analogicky G.

Tyto dva grafy jsou chordalni a podet jejich vrcholti je mensi, nez n. Podle IP jsou to bud kliky nebo maji dva
nesousedni simplicidlni vrcholy. V kazdém piipadé obsahuji simplicidlni vrchol s; a s, mimo R.

® Ng(sy) = Nagz(Sz), pro s, analogicky. Kdyby ne, nebyl by R fez. tedy s, a s, jsou simplicialni a nesousedni

v G. O
Definice. Perfektni elimina¢ni schéma grafu G je uspofadani vrcholt V(G) vy, ..., v, takové, Ze Vi € [n] plati,
ze Ng(v;) N{vy, -+ ,v;-1} tvori kliku.

Véta 5.7. G je chorddlni pravé, kdyZ md perfekini eliminacni schéma.

Dikaz. Pro implikaci zleva doprava budeme postupovat indukci dle poc¢tu vrcholid. Podle pfedchoziho lemmatu
ma G simplicidlni vrchol s. Zvolime v,, = s. Sousedi v,, s indexy mensimi nez n pak zjevné tvori kliku. Ttida
chordélnich graft je uzaviena na indukovany podgraf, a na G \ s tedy mizeme aplikovat indukéni pfedpoklad.
Nyni dokazeme druhou implikaci. Graf neni chordélni, a tedy mame indukovany C} pro k > 3. Uvazujme vrchol
Cy ktery je v usporadani vrcholi nejvétsi. Ten pak ma v usporadani vrchold dva mensi sousedy, které mezi
sebou nemaji hranu, a tedy se nejednd o perfektni eliminac¢ni schéma. O



6 Tuttedv polynom
Definice. Multigraf je G = (V, E), kde E je multimnoZina prvki (‘2/) a V (smycky).

Které operace miizeme délat na multigrafu?
e Odstranéni hrany e ...G —e
e Kontrakce hrany e ...G.e
Pokud e je smycka, pak G — e = G.e. Hrana e je most, pokud G — e ma vice komponent, nez G.
Znaceni.
e K (@) je pocet komponent G
e (E)=|V| - K(G) je hodnost E
e n(E)=|E|—r(E) je nulita F
Mgjme napiiklad prazdny graf G(V, (). Potom r(@) = 0,n (@) = 0.

Kdyz mame graf G = (V, E) a pfiddme do né&j hranu e ¢ E, potom rank bud zistane stejny kdyZ pocet
komponent se nezméni, nebo se zvysi o 1. Podobné i nulita se muze zvysit o 1.

@ r(FE) je velikost nejvétsi podmnoziny E bez kruznice. n(F) je velikost nejvétsi podmnoziny F' C E takové,
ze K(V,E\ F)) = K((V, E)), tedy jejich odstranénim se ndm nezméni pocet komponent.

Definice. Tuttetv polynom multigrafu (V, E) je polynom dvou proménnych z a y definovany:

To(z,y) = Y (x—1)7E 7y —)nE)
FCE

Napiiklad pro graf trojthelnik je T'(z,y) = (z — 1)>71(y — 1)° + 3((z — 1)* L (y = 1)) +3((z — 1) 2(y — 1)° +
(-1 2(y-1)lt=(@—-12+3x-1)+3+(y—1).

Véta 6.1. Pro G = (V, E) sowvisly je Ta(1,1) roven poctu koster G.

Diikaz. Vyraz (x — 1)"E)=r(F)(y — 1)) je pro x,y = 1 nenulovy pravé, kdyz r(E) = r(F) a n(F) = 0. V
takovém pripadé je hodnota 1. Toto nastava pravé, kdyz F je kostra grafu. O
Poc¢itédni takového polynomu piimo je vSak velmi otravné. Pojdme si ukézat, jak skladat polynomy z podgraft.
Véta 6.2. N@Cht’Gl = (Vl,El) a GQ = (V27E2) a |V10V2| S la |E10E2| =0.ProG = (V,E) kde V = V1 U‘/Q
a = El U E2 mdme TG((E,y) = TGl(x7y) ! TGz(xay)'

Dikaz. Zjevné F C E lze jednoznacné zapsat jako Fy U Fy takové, ze Fy C Ey a Fy C FEs. Navic rg(F) =
ra, (F1) + 76, (F2) a na(F) = ng, (F1) + na, (F2).

TG(I,y) = ZFQE(x — I)T(E)_T(F) (y _ 1)7L(F)

=Y rcE Lmc, (@ — 1)U (y —1)ninor)
— r — 1)re1 (Br)—ra, (F1)+rc, (B2)—ray (F2) (o, — 1), (F1)+na, (F2)
ZFlgEl ZFQQEQ( ) (y )

Tedy miizeme tyto dvé sumy rozdélit na soucin dvou sum, coz ndm da soucin dvou polynomd. O
Dusledek 6.3. Pokud e je most nebo smycka, plati Ta—o(x,y) = Ta.e(x,y).

Véta 6.4. Necht G = (V, E). Pak Tg(x,y) je jednoznacné urden ndsledujicimi rovnostmsi:

1. Pokud E =0, pak Tg(z,y) =1
2. Pokud E+# 0 ae € E, pak:

(a‘) Pokud e je mOSt) TG(xvy) = Z‘TG_G(JT, y) = xTG.e('r7 y)
(b) Pokud e je smycka, Te(x,y) = yTo—c(z,y) = yTg.c(x,y).
(c) Jinak Te(x,y) = Ta—e(x,y) + Ta.c(x,y).
Dikaz.
1. Plati zirejmé.

2. Sumu T si rozdé€lime na S7 pro scitance neobsahujici e a Sy jej obsahujici. Ukazeme:
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e ¢ neni most, potom S1 = Tg_.(z,y).

e je most, potom S; = (& — 1)Tg_.(x,y).

e neni smycka, potom So = Tg . (z,y).

e je smycka, potom So = (y — 1)Tg (2, y).
Spojenim téchto podminek dostaneme postupné rizné moznosti. O

Definice. Chromaticky polynom multigrafu G(V, E) je chg(b) jako poéet dobrych obarveni G pomoci b barev.
Pokud G ma smycku, chg(b) = 0.

Véta 6.5. Pro kazdy multigraf G = (V, E) plati chg(b) = (—1)IVIHEGOpKE T, (1 — b,0).

Poznamka. chg(b) 1ze upravit na vyraz EFQE(—I)WI)’“(“’F).

Diikaz. Vsimnéme si, ze chg zachovava rekurzivitu, specidlné je to 0, pokud ma smycku.
Tuto cast je potieba doplnit. .. O
7 Formalni mocninné rady

Definice. Pro posloupnost ag, a1, ... redlnych ¢isel je formdini mocninnd rada zapis tvaru ZZO:() anx™.
Mnozinou formélnich mocninngch fad budeme myslet R[x].
Alz) =300 g ana™, an = [2"]A(x).

Operace. Mégjme A(z) =57 ja,z", B(xz) =) .o, b,z". Potom:

A(z) + B(z) = > (an +by)a"
n=0
A(z)B(z) = Z Z(aj + by j) "
n=0 j=0

Fakt. R[z] tvofi komutativni okruh. Neutralni prvek vaéi séitani je 0, neutralni prvek vici nasobeni je 1.

Definice. Pievricena hodnota formalni mocninné fady A(z) je mocninnd fada B(z) takova, ze A(z)B(x) = 1.

Pak piseme, ze B(z) = ﬁ nebo A=1(z)

e A(x)=ag... A7 (z) = % proa#0
o Alz) =Y 2 x" ... A (z) =1—u.

Véta 7.1. Necht A(x) € R[z]. Pak A~Y(x) existuje prdave, kdy? [x°]A(x) # 0. V takovém pripadé je A='(z)
jednoznacné urcen.

Diikaz. Hleddme B(xz) takové, ze A(z)B(z) = 1, piSeme A(z) = Y7 janz™, B(z) = > ", bpa™. Podivejme se
na jednotlivé ¢leny.
1 =agby = by = i
0=a0b1+a1b0:>b1 = %zbo
<1 aibn_ittanb
Obecné b,, = %
Z vypoctu b, plyne, Ze pokud ag # 0, B(x) existuje a je uréena jednozna¢né. O

A(z)
B(z)

nen{ definované, ale pouzividme jako zkréceny zapis A(x)B~!(z), pokud B(x) mé inverzi.

7.1 Skladani fad
Definice. Necht A(z) =07 jan,z", B(z) =Y .° ,b,z" jsou mocninné fady.

1. Pokud A(x) je polynom (tedy od uréitého ng jsou éleny a,, nulové), A(B(x)) = agB°(x) + a1 B*(x)+---+
an, B™ (z), tedy kone¢né mnoho séitanci.

2. Pokud by = 0, potom A(B(z)) = agB%(z) + a1 B*(z) + - - - + ap B*(z) + .. ..
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@ Pokud by = 0, prvnich k koeficienttt B*(x) je nula.
Druh4 varianta definice je dobie definovand, protoze dle pozorovani [z*](A(B(x)) zavisi pouze na prvnich k + 2
sCitancich.

Definice. Pro A(z) = Y77, a,2" definujeme derivaci -2 A'(z) = 37 ((n+ 1) - apq12™.

Pfi derivaci se nam tedy cela fada posune vlevo.

7.2 Obycejné vytvorujici funkce

Definice. Necht A je mnozina objekti, jejiz kazdy prvek a mé definovanou velikost || € Ny a pro kazdé
n € Ny je v A koneéné mnoho prvki velikosti n.

Oznaéime A, = {a € A| |a| =n} a a, = | A,

Pak oby¢ejna vytvorujici funkce pro A je formalni mocninnd fada OVF(A) = Y07  apa™.

@ Pokud A a B jsou disjunktni mnoziny, potom OVF(AU B) = OVF(A) + OVF(B).
@ OVF(A x B) = OVF(A) - OVF(B), kde |(«, 8)| = |a] + |8].
@ OVF(A*) = (OVF(A))".
Méjme napiiklad Cukrarnu, ve které se prodavaji z mnoziny Zakuski:
e Vétrnik ...30 K¢
e Kremrole ...30 K¢
e Dort ...40 K¢
e Zmrzlina ... 50 K¢
A z mnoziny Népoju:
o Caj...30 K&
o Kéva ...30 K¢
Potom OVF(Z) = 2230 + 240 + 250, OVF(N) = 23° + 2%°. Pro M = Z U N dostédvame OVF(M) = OVF(N) +
OVF(Z). Dale pak OVF(Z) x OVF(N) = OVF(Z x N) = 2250 + 3270 + 2280 4 290
Nyni, kdyz si zvolime mocninnou fadu WF(Z) =1+ OVF(Z) + (OVF(Z))? + (OVF(Z2))3 + ..., koeficient u

x™ vyjadiuje, kolika zpiisoby si mtizeme koupit zdkusky za n Ké (zaleZi na uspofadani). To je dobfe definovano
pouze, pokud [z°] OVF(Z) = 0 (Jinak bychom mohli donekone¢na brat prvni koeficient).

7.3 Exponencialni vytvorujici funkce

Definice. Exponencidlni vytvofujici funkce EVF(A) = 3" a, %;.

Motivaéni pfiklad. Mé&jme s,, pocet stromil na vrcholech 1,...,n. Potom S(z) =Y > sn% € R[z].

Necht k,, odpovida po¢tu hamiltonovskych kruznic na vrcholech 1,...,n. Pak K(z) = k, € R[z].
, ] n Sj Ko — n

Nyni necht A(z) = > Lin! Z;‘L:O % : (n_jl)! => (?) Sikn—j 7.

Dostali jsme pocet grafii na vrcholech 1,... n sloZzenych ze dvou komponent souvislosti, z nichz jedna je strom

a druh3 je kruznice.

Kdy# vezmeme S?(x), dostaneme uspotadané dvojice disjunktnich stromii (77, T») takové, ze V (Ty) UV (Ty) =

k
[n]. Neuspoiédané k-tice ziskdme pomoci k(,m).

Nyni bychom chtéli mit pocet viech lesti. Usporadané lesy odpovidaji 1 + S(k) + S%(k) + ..., ¢im# ziskame
ﬁ(w, ale pouze v pripadé, kdy prohlasime, ze sg = 0.
Neuspoiddané lesy na vrcholech 1,...,n ale odpovidaji Y-, # = exp(S(x)).
Definice. Méjme A spliiujici:
1. Yo € A mé mnozinu vrcholt V(a) C N, kde V(«) je konecna.
2. YV C N je kone¢né mnoho a € A takovych, ze V(a) = V.

3. pro kone¢né mnoziny V,W C N, |V| = |W]| plati, ze pocet o € A takovych, ze V(a) = V je stejny, jako
pocet a € A takovych, ze V(a) = W.
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Pak exponencidlni vytvorujici funkce pro A je Y an% kde a,, je pocet prvkl o € A spliiujici V(a) = {1,...,n}.

EVF ma nasledujici vlastnosti:

Pokud A, B jsou disjunktni s EVF(A) = A(x), EVF(B) = B(z), pak EVF(AUB) = A(x) + B(x)
A(x)-B(x) =) cn%, kde ¢,, je pocet uspofadanych dvojic («, ) takovych, ze V(a) a V(8) jsou disjunktni
a jejich sjednoceni je {1,...,n}.

AF(z) = Zdn%, kde d,, je pocet k-tic (aa,...,ax), tak, ze V(a;) jsou po dvou disjunktni a jejich
sjednoceni dava {1,...,n}.

Az(f) = Zen%, kde e, je pocet k-tic {ai,...,ax}, tak, ze V(a;) jsou po dvou disjunktni a jejich
sjednoceni dava {1,...,n}, pokud ag = 0.

Pokud Va € A plati, ze V(a) # 0 (tedy ap = 0), pak exp(A(x)) = an%, kde f, je pocet mnozin
A" C A takové, ze A = {ay,...,ar} a V(«a;) jsou po dvou disjunktni a jejich sjednoceni je {1,...,n}.

Uvedme si nyni priklady EVF:

8

A = {mnozina jednoprvkovych podmnozin N}, potom V({a}) = {a}, tedy EVF(A) = z.
7 toho zjistime EVF pro permutace: posloupnost jednoprvkovych mnozin, tedy EVF(7) = 14+a+2%+--- =
1

1—-x°

Pfimym vypoétem EVF(7r) = Zn'% =>a" = ﬁ

Uvazujme pocet surjektivnich zobrazeni [n] — [k],n > k.

EVF (n-prvkové mnoziny) = e® — 1.

Potom pocet s.z. odpovida k-prvkovym posloupnostem podmnozin [n], které pokryvaji [n]. Tudiz EVF =
(e — 1)k,

Cheeme nyni najit koeficient u 2 pro (e* —1)* = 35 (¥)(—1)Te=Dr = 328 (¥)(—1)7 yooe ) B=dier,
Koeficient je proto a, = Z?:o (’;)(—1)3(k — )"

_ (ot
- k! :

EVF (rozklady [n] na k ¢asti)
EVF (rozklady [n] na neprazdné &asti) = e(¢"~1).

Akce grup a Burnsideovo Lemma

Definice. Nechf A je mnozZina a I' je grupa s neutrdlnim prvkem 1r.

Pak akce grupy I na mnoziné A je operace - : I' x A — A takova, Ze:

Vaoe A:1r-a=a
Vy,0 eI'Vae A:v-(0-a) = (7y0) - a.

Dusledek 8.1. y-a=b=~"1 - (y-a)=v"1-b=a=~"1 0. Tedy z0brazeni v - je bijekce.

Definice. Pro v € T je a € A pevny bod, pokud v -a = a. Fiz(y) ={a|v-a=a}.

Stabilizétor prvku a € A je naopak mnozna prvki v € T', které ,neméni a*. PiSeme Stab(a).

® q € Fiz(y) & v € Stab(a).

Definice. Necht I je grupa a - akce I' na mnoziné A. Orbita proku a € Aje [a] ={be A|Fy €T :v-a=1b}

Definice. Definujeme relaci ~ na A: a ~ b pokud 3y € T': v-a =b.

Relace ~ je ekvivalence a orbity jsou jeji tridy:

e Reflexivni: Ir-a=a

e Symetrickd: v-a=0b, pak y"!-b=a

e Tranzitivni: v-a=bad-b=c,pak (§-7)-a=c
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Priiklad. Méjme kolacky K, které jsou rozdélené na Ctyfi ¢asti a, b, c,d, kde kazda ¢ast ma jednu nalpn N:
Tvarohovou, Povidlovou, nebo M akovou.
Trivialni poéty nam daji, Ze existuje 3* = 81 riiznych kolacki. Ale nesmime zapomenout na to, Ze tyto kolacky
mizou byt rtizné otocené. Treba kolacek s naplnémi TMTM je stejny, jako kolacek MTMT.
Zavedme si nyni grupu I' = {0°,90°,180°,270°} oznacujici mozné otodeni kolacku. Nasim cilem bude nyni
spocitat pocet orbit.
Nejprve spoc¢téme pevné body:

o Fiz(0°) =K

o Fix(90°) = Fix(270°) = {MMMM, TTTT, PPPP}

o Fix(180°) = {abab | a,b € N}
Nyni pocitejme stabilizatory a orbity podle kolacki:

e Stab(TPTP)={0°,180°},[TPTP]) = {TPTP,PTPT}

o StabMMMM)=T,[MMMM)={MMMM?}

o Stab(TPMT) ={0°},[TPMT)|={TPMT, TTPM,MTTP,PMTT}
Jak vidime, velikost orbity souvisi pfimo s velikosti stabilizatoru.

Lemma 8.2. Necht' T je konecnd grupa s akci na mnozZiné A. Pak pro kazdé a € A : |Stab(a)| - |[a]| = |T].

Diikaz. Ukazeme |[a]| = ‘St,‘;ﬁ

Vezméme b € [a]. Kolik existuje prvki v € T', pro které - a = b? Uréité alespon jeden, ktery oznacime 0.
Necht Sup = {y € ' | v a = b}. Tvrdime |S,| = |Stab(a)|, zkonstruujeme bijekci ¢ : Stab(a) — S, tak, ze
p(7) =7-6.
Vidime, Ze ¢ je prosté. Pokud §-+v = §-7/, vynasobime rovnici zleva § ! a dostavdme v = . Podobné ukézeme,
7e je i na. Pokud &' € Su : &' -a = b, potom 6 - (671 -8)a =5-571-b =10 Tedy 6-! -0 € Stab(a) a
P31 5) =4 0
Véta 8.3 (Burnsideovo lemma, Cauchyho-Frobeniova formule). Necht T je koneénd grupa s akci na A.

1. Pokud A je konecnd, tak pocet orbit je |[/r| = I%\ > er Fiz(y).

2. (Vidzend verze) Necht md kaZdd orbita o € A/r pFivazenou vihu w(o). Pak

3 w<o>=|—§|-z 3 i,

o€A/r vyEl aeFiz(y

Diikaz. Staci ukazat druhy pripad, protoze prvni pfipad je specialni.

Yoo wllah=) > wlad)= > > > wla)= Y wlo))[Staba)l.

Y€l aeFix(vy) a€A~yeStab(a) o€A/r a€o veStab(a) o€A/r aco

Nyni vyuzijeme pfedchozi lemma a dostavame

Zw(o)ZfO' Zw(o)«|g|~o| > w(o)-Ir]. O

0€A/ aco o€A/p o€A/r

Diky této vété uz miZeme spocitat, kolik riznych kolacki skuteéné existuje: |¥/r| = 1(81+3 + 9+ 3) = 24.
Nyni uvazujme kolacky R jiného druhu, specidlné s rozinkami. Tentokrat na kazdou ¢ast budeme dévat nezé-
porny pocet rozinek. Tedy R = {(a,b,c,d) | a,b,c,d € Ny}. Chceme spocitat pocet riznych kolackt, pokud
méme n rozinek. To ndm d4 mocninnou fadu A(z) =Y o a,2" =14z +32% + ...

Vyuzijeme stejnou grupu I' jako v piedchozim piikladé. VSechny kolacky v kazdé orbit€ maji stejny pocet
rozinek. Za véhu orbity o prohlésime 2™, kde n je pocet rozinek v koldccich z o. Potom A(z) =3~ ,cr/ w(0). Z

vazené verze diskavame: )
Az) = m ) Z Z w([k])
vyel ke Fiz(y)
Vsechny moznosti si zapiSeme do tabulky, kterou nasledné secteme a vydélime 4. Tim dostaneme vyslednou

vytvorujici funkei:
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| 0° ] 90°270° | 180°
Fiz(v) ]1% (a,a,la,a) (a7b71a,b)

(1—=z)*

1—x* (1—z2)2

9 Extremalni véty

Definice. ex(n, H) je nejvétsi mozny pocet hran v grafu na n vrcholech, ktery neobsahuje H jako podgraf.

Definice. Turdntv graf na n vrcholech s r partitami, znaceny 75, , je Gplny r-partitini graf na n vrcholech,
jehoz partity maji velikosti n/r (zaokrouhlené nahoru nebo dold).

Naptiklad T}, 2 je uplny bipartitni graf K|, 2 1n/21-
Pocet hran grafu T;, ,, budeme znacit t,, ;.

® ex(n, Ky41) > ty,r, protoze T, , neobsahuje K, jako podgraf.

Lemma 9.1. KaZdy r-partitn? graf na n vrcholech md nejvyse t,, , hran.

Diikaz. Necht G = (V, E) je r-partitni graf na n vrcholech s co nejvice hranami. Ukdzeme, ze G = T, ,.

Necht Py, Ps,..., P, jsou partity G a |P;| < |P| < --- < |P.|. Pokud |P,| < |Pi| + 1, tak G = T, , mame
splnéno.

Pfedpokladejme, ze |P,.| > | P1| + 2. Potom ale miizeme pfesunout jeden vrchol z P, do P; a doplnit hrany, ¢imz
najdeme G’ o vice hrandch.

V G’ vSem vrcholim P, se pii pfesunu zvysi stupen alespoii o 1 a vrcholiim P; sice klesne stupen o 1, ale méa
stale alespon o 1 vrchol méné. To je spor s maximalitou hran. O

Lemma 9.2. Necht G = (V, E) je graf na n vrcholech neobsahujici K,11. Potom existuje uplny r-partitni graf
H = (V,F) takovy, Ze Vx € V : degs(x) < degp ().

Diikaz. Indukci podle r. Pro r = 1 kazdy graf bez K> je 1-partitni, lze vzit G = H.

Piedpokladejme, ze r > 2 a plati lemma pro grafy bez K,.. Necht G je graf neobsahujici K,,1, v € V je vrchol
nejvétsiho stupné, S je mnozina jeho sousedi a Gg je podgraf G indukovany S.
G5 neobsahuje K, (jinak by G obsahoval K, 1 na mnoziné SU {v}). Tedy podle indukce existuje r — 1-partitni
graf Hg = (S, Fs) spliujici Yy € S : degq, (y) < deggy, (y).
Necht H je tplny r-partitni graf vznikly z Hg pfidanim V'\ S jako r-tou partitu. Tvrdime, ze Vo € V : degq(x) <
degy (). Rozlisime dva ptipady:

e r € S, potom deg(r) < degg, () + [V \ S| < degy (x) + [V \ S| = degy(x).

e © ¢S5, potom deg(z) < degy(v) = |S| = degy (). O

Véta 9.3 (Turdn, 1941). ex(n, K;q1) =ty

Dikaz. Uz vime, ze ex(n, K,41) > t,, . Necht G = (V, E) je graf na n vrcholech bez K, 11 s co nejvice hranami.
Podle lemmatu existuje pro G néjaky uplny r-partitni graf H = (V, F) s |E| < |F|. Podle lemmatu
[F| <ty

Tedy ex(n, Kyr41) <t r. O
Definice. k-uniformni hypergraf je dvojice (V| E), kde E je mnozina k-prvkovych podmnozin V.

f(n, k) bude nejvétsi pocet hyperhran v k-uniformnim hypergrafu na n vrcholech, ktery neobsahuje 2 disjunktni
hyperhrany.

@ Pokud n < 2k, tak f(n,k) = (7).

@ Pokud n > 2k, tak f(n, k) > (777).

Ozna¢me si Z, mnozinu [n| s operaci s¢itdni modn. Interval délky k je jakdkoliv podmnoZina Z,, jejiz tvar je
{i,i+1,...,i+k-1}.

Lemma 9.4. Necht I, 1, ..., 1I,, je mnozina intervald Z,, délky k takovych, Ze kaZdé dva se protinaji a n > 2k.
Potom m < k.
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Diikaz. BUNO I, = {0,1,...,k — 1}. Ozna¢me S = {I,...,I,,}. Pro kazdé i € {1,... k — 1} mé&jme intevaly
J<Z‘:{i—l,...,i—k}ajzl‘:{i,i+1,...,i+/€—1}.

Kazdy interval z S je roven J.; nebo J>; pronéjaké i € {1,...,k—1}, jinak by neprotinal I;. Navic J;NJ>; = 0,
protoze n > 2k. TakZze pro kazdé i € {1,...,k — 1} existuje nejvyse jeden interval.

Tedy |S| <k —1, tudiz m < k. O

Véta 9.5 (Erdés-Ko-Rado,1961). Pro kazdé k a n takové, Ze n > 2k, plati f(n,k) = (2:1)

Diikaz. Necht G = (V, E) je k-uniformni hypergraf na n vrcholech, jehoz kazdé dvé hyperhrany se protinaji,
spliwjici |E| = f(k,n).

Vezméme si ndhodnou bijekci 7 z V' na Z,. Necht X je pocet hyperhran z | E|, které se pomoci 7 pfevedou na
interval. Dle lemmatu [0.4] plati X < k pro kazdé .

Navic plati, E[X] = |E|-Pr,[r zobrazi danou k-prvkovou mnoZzinu na interval] = |E|-n/(}). Protoze E[X] < k,
mame |B| -n/ () <k, tedy [E| < - (7) = (17): =

9.1 Lemma o slunecénici

Definice. Sluneénice (A-systém) s k listky a centrem Y je systém mnozin Si, ..., Sk takovy, ze S; NS, =
Y Vi, j € [Kl,i # j.

S \'Y jsou listky, pozadujeme aby byly neprazdné, zatimco centrum Y prazdné byt mtiize.

Lemma 9.6 (O slunecnici; Erdés-Rado, 1960). Necht F je systém s-prvkovgch mnoZin. Pokud |F| > s!(k—1)%,
pak F obsahuje slunecnici s k listky.

Dikaz. Indukei dle s: s = 1, |F| > k — 1, tudiz F obsahuje alesponl k rtznych jednoprvkovych mnozin, coz je
slunecnice.

Nyni necht S > 2. Mé&jme A = {Ay, ..., A;} maximalni systém po dvou disjunktnich mnozin v F. Uvazujme
B =JA. Rovnéz t < k, jinak mame slunec¢nici s k listky.

@ Kazda mnozina z F \ A obsahuje prvek z B.

Potom |B| < s-(k—1). Budeme pocitat dvéma zpiisoby. Z Dirichletova principu existuje x € B, ktery je obsazen

alesponl v % mnozinidch F. To je ostfe vic, nez S;((lf;ll)) =(s—1D!I(k—1)""L

Zafixujeme si takovy prvek x a definujeme F, = {S\ {z} | § € F,z € S}. To je systém ostfe vic nez
(s —1)!(k —1)*~! mnozin velikosti s — 1. Ten z indukéniho piedpokladu obsahuje sluneénici s k listky. Kdyz do
mnozin slunec¢nice pridame z, dostaneme novou slunecnici s k listky ve F. O

Toto lemma je ale celkem staré a mame velmi vysoké ¢islo. Neslo by to zlepsit?
Domnénka (Erdés-Rado, 1960). s!(k —1)° jde nahradit [C(k)]®.
Co je znamo:

e Existuje systém s-prvkovych mnozin velikosti (k—1)* bez slunecnice s k listky. Vezmé&me s-tici disjunktnich
mnozin A, ..., A, velikosti k — 1, ze které udélame systém mnozin S, kde S obsahuje pravé 1 prvek z
kazdého A;.

10 Hamiltonovské grafy

Jisté€ jsme uz diive slySeli o nejznadméjsim NP-tplnym problému, a to problému obchodniho cestujiciho. V ném
je za tkol najit kruznici obsahujici vSechny vrcholy takovou, zZe jeji vaha je co nejmensi.

Avsak d& se ukdzat, Ze jen nalezeni této kruznice, zvané hamiltonovské, je samo o sobé NP-tuplny problém.
Pojdme nyni alespon zjistit, které grafy tuto kruznici ur¢ité obsahuji nebo neobsahuji.

Definice. Graf je hamiltonovsky, pokud obsahuje hamiltonovskou kruznici, tedy kruzinci prochézejici vSemi
vrcholy.

Hamiltonovska cesta je cesta prochazejici vSemi vrcholy.

Definice. Bondyho-Chvataltv uzavér grafu cl(G) je graf vznikly z G postupnym pfidédvanim hran mezi vrcholy
x a y takové, ze deg(x) + deg(y) > |V (G)|.
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Tento uzavér ma pékné vlastnosti vzhledem k existenci hamiltonovské kruznice, respektive ndm dokazuje jeji
existenci:

Véta 10.1 (Bondy-Chvatal). G je hamiltonovsky pravé tehdy, kdyz cl(G) je hamiltonovsky.

Z této ekvivalence jiz ziskavame disledky:

Dusledek 10.2 (Oreho véta). Graf smn > 3 vrcholy je hamiltonovsky, pokud pro kaZdy pdr nesousednich vrcholi
z ay plati deg(x) + deg(y) > n.

Disledek 10.3 (Diracova véta). Graf s n > 3 vrcholy je hamiltonovsky, pokud md minimdini stupern > 3.

Tento odhad je nejlepsi mozny, predstavme si dvé kliky velikosti m spojené jednim vrcholem. Tento graf neni
hamiltonovsky, ma 2m — 1 vrchold, ale minimélni stupen je m — 1, tedy |27%-1].

Diikaz veéty[10.1. Dokazeme: G je hamiltonovsky pravé, kdyz G+ = GU {zy} je hamiltonovsky, kde zy je hrana
mezi nesousednimi vrcholy takovymi, Ze degq(z) + degq(y) > |V(G)|. Z tohoto tvrzeni jiz véta plyne.

»,=" Trividlni, pfidani hrany urcité neznemozni existenci kruznice.

»<=“ Necht C = {v; = z,...,v, = y} je hamiltonovska kruznice v GT. Pokud pro n&jaké i € {2,...,n — 2}
existuji hrany zv;11 a yv;, mizeme kruznici pfesmérovat pres tyto dvé hrany a G ma HK.
Definujme I1 = {i € {2,...,n =2} | 2v;41 € E(G)} a I, = {i € {2,...,n =2} | yv; € E(G)}. Pokud
I N 15 # B, nasli jsme 3.
|I; U] < n—3.Déle |I1] = degg(z) — 1 a naopak |I2| = degg(y) — 1. Tudiz |I1] + |I2]| = degg(z) +
degs(y) — 2 > n — 2 podle podminky na stupné v G. Tudiz musi byt |I; N Iz| > 0. O

Zatim umime ukézat, Ze graf je hamiltonovsky jen podle stupni vrcholt. Ale tfeba takovy cyklus o n vrcholech
je hamiltonovsky, i kdyZ minimalni stupen je 2. Proto by se méla hamiltonovskost ukazat pomoci k-souvislosti.

Véta 10.4. KaZdy k-souvisly graf s n > 3 vrcholy a a(G) < k je hamiltonovsky.

Diikaz. Necht C = vq, ..., v, nejdelsi kruznice v G. Pro spor predpokladejme, ze C' neni hamiltonovskéd kruznice,
tedy v € V(G) — V(c).

Necht F je nejvétsi systém cest z v do C' navzdjem disjunktnich. Potom |F| > min(|C|, k) z Mengerovy véty.
Pokud i takové, ze P;, P41 € F, vezmeme C' = C \ v;v;41 U P; U Pi4q (totéz pro Py a P,,). Proto rovnéz
7l <lC].

Pfemyslejme, zZe existuji cesty P;, P; a hrana v;11v,41. Potom ¢ = P, v;,v,—1...,0j41,Vit1,...,0;, P}, coZ je
spor s minimalitou.

Pak J = {vi11 modm | € I} je nezdvisld mnozina velikosti |I|, |F| > k, tudiz |I| = k. Navic v;+1v neni hrana
(jinak by v;11v € F). Déle J U {v} je nezavisld mnozina velikosti k + 1 a o(G) > k. O
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