1 Pravdépodobnost

Pravdépodobnostni prostor: (2, P), P(2) — (0,1), P(Q) =1, P(A)+ P(B) =
P(ANB)& ANB =1

Definice 1.1. Ndhodnd veli¢ina je zobrazeni X : Q — R

Definujeme jevy:

[X =2] ={w e Q: X(w) =z} ...jev, kdy vysledek ndhodného pokusu
vrati vysledek x

[X Cz] = {w: X(w) <z} ...jev, kdy vysledek ndhodného pokusu vréti
nejvyse x
Definice 1.2. Rozdéleni ndhodné veli¢iny je zobrazeni © — P[X = z] ... dovoli

popsat diskrétni ndhodnou mnozinu

Definice 1.3. Distribucni funkce ndhodné veli¢iny X je funkce F : F(z) =
P[X <1z

Priklady diskrétnich rozdéleni:

e A(p) ...alternativni rozdéleni, 1 pokus mé uspéch s pravdépodobnosti:
PX=1]=pP[X=0=1-p

e R(n) ... rovnomérné rozdélent, 1 pokus, n Gspéchu, vSechny maji stejnou
pravdépodobnost: P[X = k] = L pro k € {1,...,n}

e Bi(n,p) ...binomické rozdéleni n pokusu, uspéch s pravdépodobnosti:
PIX =k = ()p*Q—pn*

e po(A) ... Poissonovo rozdélend, A je Cetnost vyskytt udélosti za jednotkovy

tas: P[X = k] = Are

Priklad na Poissonovo rozdéleni: za 24 hodin se v segmentu sité ztrati 5000
pakett. Jaka je pravdépodobnost, ze se jich ztrati 10 za minutu?

A0 5000
P[X = 10} = ﬁ(f}‘,kde A= @

Definice 1.4. Stredni hodnota ndhodné veli¢iny X na (Q, P) je
EX =% e X(w)PW)

Protoze ) .o P(w) = 1, je EX vézeny primér hodnot X.
Definice 1.5. Indikdtor jevu A je ndhodnd veli¢ina I4, pro kterou plati:
1 wed
Ip(w) =
Al) {O wé¢A

Véta 1.1 (Linearita stfedni hodnoty). Jsou-li X a Y ndhodné veliciny na
(w, P), potom plati: E(aX)=«a-EX a E(X+Y)=EX +EY

Diikaz. Rozepsani definice:

E(aX)=) (aX)(w) - Pw)=a-Y X(w)Pw)=a-EX O

w



Definice 1.6. Nahodné veliciny X a Y nad pocetnym pravdépodobnostnim
prostorem (Q, P) jsou nezdvislé, pokud jsou jevy [X = z] a [V = y] nezdvislé
pro vsechny x,y € R.

Jinak také P[X =z| - P[Y =y]|=P[X =z AY =y].

Véta 1.2. Jsou-li x a y nezdvislé ndhodné wveliciny, potom stredni hodnota
soucinu je rovna soucinu strednich hodnot.

Véta 1.3 (Markovova nerovnost). Pro nezdpornou ndhodnou veli¢inu s kone-
cnou stredni hodnotou a kazdé a € R:

P(X >a) < ET
Dikaz.
EX =Y X(w)Pw)=)» aP[X =z]>
weN T
ZZ:UP[X::E]ZaZxP[X:x]:aP[Xza] O

Definice 1.7. Rozptyl ndhodné veli¢iny X je Var(z) = E ((X - EX)2).

Véta 1.4 (éebyéerova nerovnost). Pro n.v. s konecngym rozptylem, konecénou
stredni hodnotou a kazdé a plati:

Var(z)

P(X — EX|>a) <

a

Diikaz. Z Markovovy nerovnosti P(Y > b) < ZX prob=d?a Y = (X — EX)%:

E ((X - EX)2) _ Var(z)

P(|X — EX]| >a):P((X—EX)2 >a2) <

a a

2  Uvod do teorie grafti

Definice 2.1 (Graf). Graf je dvojice (V, E), kde V je mnozina vrcholi a E C
(‘2/) je mmozina hran. Hrany jsou potom usporadané dvojice vrchola.

Zvlastni typy graft na V = [n]:
e Uplny graf Kn, E = ([g])

e Cesta Pn, Ep, = {(i,i+ 1)proi=1,...,n—1}

Délka cesty je rovna poctu hran.
e Cyklus Cn, Ecp, = Ep, U {(n,1)}, téZ kruznice.

Definice 2.2. Graf G je izomorfni grafu H, pokud existuje bijekce f : Vg — Vg
takovd, ze (u,v) € Eg < (f(u), f(v)) € Eg.

Definice 2.3. Graf G je podgrafem grafu H, pokud Vg C Vg a Eg C EgU (VQG)



Definice 2.4. Graf G je indukovanym podgrafem grafu H, pokud Vg C Vg a
Ec=EnU('9).

H obsahuje G, pokud H mé podgraf izomorfni G.
Definice 2.5. Graf G je doplnék grafu G, pokud Va=Vga Eg = (VQG)\EG

Tvrzeni 2.1. Na mnoziné [n] je 2() riznyjch grafi. Z toho je alespor
nich neizomorfnich.

. <1 _ o . . , [n]
Diikaz. Kazdy (V,E) na V = [n] je jednoznacné charakterizovany E C ('3).
Proto je pocet riznych F = 2(5)- O

Izomorfizmy urcuji ekvivalenci na mnoziné vSech grafi na V = [n]. Znaéime

G ~ H. Zvolime-li ngjaké pevné dané G, tento graf ma nejvyse n! izomorfnich
protéjskia.
5(3)

Pocet tiid ekvivalence je alesponl =-~.

Tvrzeni 2.2. Relace na V s ndzvem ~ a vyznamem u ~ v, prdavé kdyZ mezi u
a v vede cesta, je ekvivalentni.

Diikaz. Podle definice ekvivalence:

1. Reflexivita: u ~ u plati, vede cesta délky 0.

2. Symetrie: u ~ v < 3P : (u=u1),uz,...,(us =v) &
< 3P (v =u2),..., (u1 = u)

3. Tranzitivita: u ~ VAV ~w = u ~w
O
Definice 2.6. Tridy ekvivalence relace ~ se nazyvaji komponenty souvislosti.

Definice 2.7. Graf G je souvisly, pokud ma pravé jednu komponentu souvis-
losti, jinak neni souvisly.

Definice 2.8. Délka nejkratsi cesty mezi vrcholy v a v v souvislém grafu G
(respektive pro u a v ze stejné komponenty) je vzddlenost vrcholi u a v, znad¢i
se dist(u, v).

Nejkratsi cesta mezi u, v je vzdy indukovand a dist splnuje trojihelnikovou
nerovnost: dist(u,w) < dist(u, v) + dist(v, w). Proto je dist metrikou na V.
Axiomy metriky pro dist:

o dist(u,v) = dist(v, u)

v

0
0

)
o dist(u,v)
)

(
o dist(u,u
(

dist(u,v) =0 u="v

Trojuhelnikova nerovnost



Kazdy neprazdny graf nad alespon dvéma vrcholy, ktery je souvisly, obsahuje
vrchol u, takovy, ze G\u je opét souvisly.

Diikaz. Zvolime nejprve dvojici (u,v) takovou, Ze dist(u, v) je co nejvétsi. Necht
u je prvni vrchol z této dvojice.
Kdyby G\u byl nesouvisly, najdeme w z jiné komponenty souvislosti, nez té,
co obsahuje u.
Potom kazd4 cesta z w do v prochdzi u, tim paddem dist(w,v) > dist(u,v).
Jenze dist(u,v) je nejdelsi. O
u <

Definice 2.9. Uplng bipartitni graf ky,, mé V = [m+n] a E = {(u,v) :
m,v >m}

Definice 2.10. Bipartitni graf je takovy graf, ktery je izomorfni k podgrafu
néjakého tuplného bipartitniho grafu.

V' lze rozdélit na dvé disjunktni ¢dsti A, B, kde uvnitt A i B nejsou zadné
hrany.

Véta 2.1. G je bipartitni prdvé tehdy, kdyz G neobsahuje Zddny lichy cyklus
jako podgraf.

vrcholu v € Vi je pocet hran, jimz ndlezi. Znadi se deg,v = |[{e: v € e}

Tvrzeni 2.3 (Princip sudosti).

> deg(v) = 2|Eq]|

vEVG
Diikaz. Kazda hrana je zapoctena dvakrat na obou stranach. O
Kazdy graf ma proto sudy pocet vrcholu lichého stupné.

Definice 2.11. Skdre grafu je vzestupné usporddana posloupnost stupni vr-
cholu.

Izomorfni grafy maji stejné skére. Ale existuji grafy se stejnym skorem, které
izomorfni nejsou.
Problém: Jak poznat, zdali néjaka posloupnost je skére néjakého grafu?

Véta 2.2 (Havel-Hakimi). Usporddand posloupnost (di,...,d,) nezdporngch
celych cisel je skore grafu prdve tehdy, kdyz pro i = n — d,, dostaneme pre-
rovndnim posloupnosti (dy,...,d;—1,d; — 1,diy1 — 1,...,dpn—1 — 1) opét skdre
grafu.

Piiklad: (1,1,2,3,4,5,5), n =8, i =3~ (1,1,0,1,2,3,4)
~ (0,1,1,1,2,3,4) ~ (0,0,0,1,1,2) ~ (0,0,0,0,0). Je skére grafu.

Drikaz. Ukézeme implikace:

D ...originaln{ skére: (dy,...,d,)

D’ ...pozménéné skore: (dy,...,di—1,d; — 1,dix1 —1,...,dp_1 — 1)

< D' je skére n&jakého G’, potom D je skére grafu, pridélime-li vrchol
stupné d,, spojeny s vrcholy stupné d;,...,d,_1.

= D je skére grafu G, hleddme G* takovy, ze vrchol stupné d,, sousedi s
vrcholy stupné d;,...,d,—1 a G* ma skére D.



Pokud (n,j) ¢ F pro j € {d;,...,dn,_1}, potom existuje k € {1,...,i — 1}
takové, ze (n,k) € E — 3C : (C,j) € EN(C,k) ¢ E. Zaménime hrany (n, k) a
(C,7) za (n,j) a (C, k). Skére grafu zustane stejné.

Tim jsme snizili pocet j?5 > iA(j,n) ¢ E. Toto opakujeme tak dlouho, dokud

n nesousedi se vSemi d;, . ..,d,—_1. Potom odebereme vrchol n a dostaneme graf
se skérem D’. O
Definice 2.12. Tah je posloupnost vrcholt vg,vq,...,v, takova, ze vSechny

dvojice {v;—1,,} tvofi hranu a tyto hrany jsou vzdjemné ruzné. (vrcholy se
mohou opakovat)

Uzavreny tah je kazdy takovy tah, kde vg = v,,.

Eulerovskyj tah je takovy, ze obsahuje vsechny hrany G.

Graf G je eulerovsky, pokud obsahuje uzavieny eulerovsky tah.

Véta 2.3. Graf G je eulerovsky prdvé tehdy, kdyz je sowvisly (aZ na izolované
vrcholy) a md vechny stupné sudé.

Diikaz. Jestlize existuje tah, poté existuje cesta mezi kazdymi dvéma vrcholy z
tahu, proto je graf souvisly.

Stupen vrcholt je pro kazdy vnitini vrchol tahu roven dvojnasobku poctu
vyskytt v tahu.

Necht G je nejmens{ souvisly se sudymi stupni bez Eulerovského tahu. Najdu
v G nejdels{ uzavieny tah T’. Nyni se podivdme na komponenty souvislosti
G\T'. Kazd4 komponenta mé vSechny stupné sudé a je souvisla. Proto kazda z
nich mé uzavieny eulerovsky tah.

Tahy T', Ty, ..., T, spojime do jednoho eulerovského tahu a méame spor. [

2.1 Stromy

Definice 2.13. Strom je souvisly graf bez cykli. Nebo taky souvisly les.

Lemma 2.1. KaZdy konecny strom alesporni na dvou vrcholech md alespon jeden
vrchol stupné 1, tzv. list.

Diikaz. Dvé moznosti:
1. Zvolime jeden z néjaké dvojice nejvzdalenéjsich vrcholi.

2. Strom zakofenime a potom kazda cesta smérem od kofene musi koncit v
listu.

O

Lemma 2.2. Pro kaZdy graf G a jeho vrchol v stupné 1 plati:
G je strom < G — v je strom

Véta 2.4 (Ekvivalentn{ definice stromu). Ndsledujici vlastnosti jsou pro kore-
néné stromy ekvivalentni:

1. G je strom

2. Kazdou dvojici vrcholu G lze spojit pravé 1 cestou

3. G je souvisly, ale oddélenim libovolné hrany se stane nesouvislym



4. G nema cykly, ale pridanim libovolné hrany vznikne cyklus
5. G je souvisly a |Eg| = |Vg| — 1

Diikaz. Ukézeme ekvivalence jednotlivych tvrzeni:

1. & 4. Pridéleni hrany = cyklus < Existuje cesta

1. = 2. Souvislost = Existuje cesta. Kdyby mezi u a v existovaly 2 cesty,
existuje cyklus. . .spor.

2. = 3. 3! cesta = I cesta = souvislost. Kdyby Je : G — e je souvisly, potom
mezi u, v existuji dvé cesty

3. = 1. Souvislost plati. Kdyby G mél kruznici C, zvolim e € C, potom
G — e je stéle souvisly. . . spor.

1. = 5. Souvislost plati. Z lemmatu plyne, ze G ma list a G — n je strom,
potom z indukee plati: |Eq_n| = |Va—n| —1
|Eg| =|Gg-n| +1=Vogn|-1+1=|Vg| -1

5. = 1. Souvislost plati. Z |Eg| = |Vg| — 13degn = 1, potom G — n spliiuje
|EGg—n| = |Vg—n| — 1. Z indukce G — n je strom, potom G je strom. O

2.2 Rovinné grafy

Definice 2.14.

Oblouk je obor hodnot prosté spojité funkce ¢ : [0,1] — R2.

Topologickd kruznice je obor hodnost spojité funkce ¢ : [0,1] — R?, ¢(0) =
(1) a pritom je ¢ prostd na (0,1).

Véta 2.5 (Jordanova). KaZdd topologickd kruznice déli rovinu na dvé souvislé
oblasti.

Poznamka. Mnozina/oblast je obloukové souvisld < kazdé dva body A lze
spojit obloukem leZicim uvniti A.

Definice 2.15. Rovinné nakresleni grafu G je prirazeni:

V — R? ... prosté

E — oblouky v R? t.7: oblouky spojuji body R? pfifazené vrcholtim piislusné
hrany a protinaji se pouze v bodech odpovidajicim vrcholim a s ostatnimi
oblouky pouze v koncovych bodech.

Definice 2.16. Graf G je rovinng, pokud ma rovinné nakresleni.
Véta 2.6. Kazdy rovinng graf md nakresleni pomoct isecek.

Definice 2.17. Sténa rovinného grafu G je maximalni souvisld oblast mnoziny
R?/G.

Existuje 1 vnéjsi sténal

Véta 2.7 (Eulerav vzorec). Pro kazdy neprdzdny konecny a sowvisly graf plati
ndsledujict vztah:
V|- |E|+s=2

kde s je pocet stem v libovolném rovinném nakresleni grafu.
Dikaz. Indukci podle poctu stén:

1. pro s = 1 je G strom, jelikoz neobsahuje cyklus, ktery by uzavrel sténu.
Tedy |V| = |E| + 1.



2. pro s > 1 graf G neni strom, obsahuje cyklus C. Vybereme e € C. Pokud
odebereme e, dvé stény, které byly oddéleny topologickou kruznici C, se
spoji. Proto sg_. = s¢ — 1 a |Vg| — |Eg| + s¢ = |Va—c| — (|Fg—c| +1) +
Sg_e +1=2

O

7 tohoto plyne, ze kazdy rovinny graf na alespon 3 vrcholech mé nejvyse
3n — 6 hran, a nemé-li K5, ma nejvyse 2n — 4 hran.

Diikaz. Ze vzorce |V| — |E| 4+ s = 2.
Vime, 7e s < 22 pak |V| - |E| + 28 > 2 = |E| <3|V| -6
Bez Kj je s < 2E pak [V| - |E|+ 22 > 2 = |E| < 2|V| -4 O

Véta 2.8. G je rovinny prdvé kdyz neobsahuje déleni Ks ani déleni K3 3
Deleni ...Hrany nahradime cestou

Kazdy roninny graf obsahuje vrchol stupné nejvyse 5

2.3 Barevnost grafu

Definice 2.18. Obarveni grafu je zobrazeni ¢ : V. — B, b je mnozina barev
takova, ze (u,v) € E = c(u) # c(v).

Definice 2.19. Barevnost grafu x(G) je nejmensi podet barev, pro které existuje
obarveni G.

Pro barevnost grafu plati:
X(Ky) =n, x(Pn) =2
xG < 2 = @ je bipartitni
HCG= x(G) > x(H)

Véta 2.9. Pokud v kazdém H C G existuje vrchol stupné nejvyse d, potom
X(G)<d+1

Z toho pro rovinné grafy plati, ze x(G) < 6.
Vé&ta 2.10 (O péti barvach). Pro rovinng graf G plati: x(G) <5

Definice 2.20. Je-li e € Eg, potom kontrakci e dostaneme graf GG o e v némz
vrcholy w,v tvofici e jsou nahrazeny jedinym vrcholem w spojenym s N(u) U
N(v).

Je-li G rovinny, potom kontrakci libovolné hrany dostaneme opét rovinny
graf.

Diikaz véty 5CT pomoct kontrakci. Najdeme vrchol v stupné < 5.

Mé-1i deg(v) < 4, potom jedna barva zbyvé pro v.

Pokud deg(v) = 5, potom na N(v) existuji dva vrcholy nespojené hranou,
jinak by tyto vrcholy indukovaly K5 a graf by nebyl rovinny.

Oznacime tyto dva vrcholy v a w. Hleddme obarven{ G\v takové, Ze u a w
maji stejnou barvu. Provedeme:

1. Odebereme v



2. Pridame hranu mezi v a w

3. Kontrahujeme (u, w)

Dostaneme rovinny graf G’ na méné vrcholech, obarvime z IP a toto obarven{
urc¢uje obarveni G\v, kde u a w maji stejnou barvu. O
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