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Série I - matice
Deadline: 24.11.2011
1 Prazvlastni matice
Neékdy se ndam stava, ze bychom pro pocitani potfebovali velmi podivné, ba prazvlastni matice.
Mame na né riznd omezeni a byva nutnosti zkonstruovat nebo jinak ovérit, ze takové matice

vubec existuji. Zkusme si jednu takovou (velmi uziteénou) vytvorit.

Piiklad 1 (10 bodi). Pro n = 2% zkonstruujte matici H € {—1,1}"%" tak, aby platilo, Ze
H-H'=n-1,=H"-H.

Poznamky.
e Lze buno pozadovat, aby prvni fadek byl slozeny jen z jednic¢ek?
e Zamyslete se, zda musi ¢i nemusi byt matice symetricka.
e Oznacme diag(A) vektor diagondly matice A, tedy vektor (a;;)i,. Je mozné, aby pfi
danych omezenich na H € {—1,1}"*" bylo diag(H - H') # (n,...,n)? Zamyslete se jak
by pro matici A € {—k, k}"*" pro k € N vypadala diag(A - AT).

Napovéda.

e To, 7e n je tvaru 2 by mélo napovédét, ze se chce rekurzivni konstrukce, tak toho
vyuzijme a definujme matici H; = (1) a zkuste pokracovat.

2 Pascalovi matice

Definujme si dalsi (pékné) matice - pascalovi matice. Pascalova matice fadu n, ozna¢me ji
P, je matice tvaru n x n a obsahuje postupné fadky pascalova trojihelniku doplnéné zprava
nulami. Déle definujme posunuté pascalovi matice PP, opét ¢tvercové nxn, toto jsou blokové
matice a tvoif je blok (1), nulové vektory 1 x (n—1) a Pascalova matice P,_;. Tedy napiiklad:

1000 1000
1100 0100
Pa=1y 9 1 o'PP=10 1 1 0
13 3 1 01 2 1

Piiklad 2 (4 body). Pro matice P, naleznéte matice X,, takové, ze X,, - P, = I,, a matice
Y, takové, ze Y, - P, = PP,.



3 Malé pocitani s malymi maticemi

Vétsinou byva pekné se zamyslet nad tim, kdy problém (pro nds zatim vétsinou feseni rovnic)
opravdu feseni ma a kdy je to naprostd ztrata casu. Pojdme se podivat na trochu jiny,
ikdyz velmi piibuzny problém hledani inversni matice. Navic se spousta malych tvrzeni se da
uvzrecyklovat, pokud pouzijeme k tomu pfihodnou terminologii.

Piiklad 3 (2 body). Mé&jme matici A tvaru 2 x 2, obecné bychom si ji zapsali asi néjak takto:

a b
A= )
Urécete podminky na éisla a, b, ¢, d pii kterych inverze A~! existuje.

Casto se ndm také stane, Ze za malo penéz lze ziskat vice muziky. Tedy, ze pii pouziti
minima Usili 1ze ziskat obecnéjsi tvrzeni.

Ptriklad 4 (3 body). Zamyslete se tedy nad tim, zda by se néco podobného nedalo vyuzit i
pro blokové 2 x 2 matice, tedy matice tvaru:

A B
(e )

kde A, B,C, D jsou ¢tvercové n x n matice.

Matice jiz umime séitat, odéitat, ndsobit a (za jistych podminek) i délit a zac¢indme se
k nim chovat jako k béznym ¢islum, kterd zname jiz od mala. Dalsi operace, kterou jsme se
naucili je umociovani, pojdme se mu tedy podivat trochu a zoubek. Navic se opét dozvime
néco o maticich, které jsou svym zpusobem hezké (tj. plati pro né vice nez pro ostatni a to je
véc, které si je tfeba vsimat).

Priklad 5 (Samoinverzni matice - 2 body). Mé&jme opét obecnou 2 x 2 matici A obsahujici
¢isla a, b, ¢, d. Urcete za jakych podminek plati A = A~! a tedy i A% = I,.

4 Soustavy s parametrem

Dosud jsme se zabyvali hlavné maticemi, vektory a soustavami linearnich rovnic. Pfirozenym
zobecnénim linedrnich rovnic jsou linedrni rovnice s parametrem (s nimi jste se pravdépodobné
setkali jiz na stfedni skole). Prace s nimy se mnoho nelisi od standartni prace s maticemi, jen
misto matice A mame matici zavislou na parametru A(\), coz si lze predstavit tak, ze jakoby
najednou pracujeme s vice maticemi. Také je tfeba si dat pozor na podminky, za jakych lze
provadét ekvivalentni dpravy. V praxi ¢asto mivame jisty stupen volnosti (parametr).

Piiklad 6 (2 body). VySetfete mnozinu feseni pro redlnou matici zdvislou na redlném para-
metru:
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5 Matice ranku 1

Na cvicenich jsme si ukazovali matice ranku 1, které byli vzdy symetrické. Nyni se zkusime
podivat dale. Zkuste si dokdzat nasledujici tvrzeni o takovychto maticich, jiz ne nutné syme-
trickych.

Piiklad 7 (6 bodi). Bud A = (a;;)};—; Ctvercovd matice. Potom rank(A) <1 pravée kdyz
existujl' ¢isla k‘l, k?g, PPN k‘n a Cisla ll, lg, ey ln takové, ze Q5 = k‘z . lj \V/’L,]

6 Matice zvlastnich zobrazeni

Na cvicenich jsme se podivali na nékteré vlastnosti specidlnich (linedrnich) zobrazeni, ktera
jsme definovali jako f4 : u — A -u. Pojdme se nyn{ podivat na specialnéjsi zobrazeni tohoto
druhu. Definujme matice:

1 0 0 cosp 0 sing
R.(¢) =10 cos¢p —sing |, Ry(¢) = 0 1 0 |,
0 sin¢g cos¢ —sing 0 cos¢

cos¢p —sing 0

R.(¢p)=[sing cos¢ 0
0 0 1

Pojdme se nyni zamyslet nad zobrazenimi definovanymi pomoci téchto matic. Definujme
postupné zobrazeni f(¢) = fr,(¢), 9(¢) = [r,(4): M(¢) = [r.(9)-

Ptriklad 8 (2 body). Zamyslete se jakou akci provedou zobrazeni f(¢), g(¢), h(¢) na vektoru
u.

Priklad 9 (2 body). Jak vypadaji matice definujici inverzni zobrazeni? Tj. napiiklad matice
A(¢), pro kterou plati, ze f~1(¢) = fae)-

Priklad 10 (3 body). Jak vypadaji matice definujici slozend zobrazeni? Tj. naptiklad matice
A(¢), pro kterou plati, ze f(¢) o g(¢) = fa(g)-

Ptiklad 11 (Bonus - 6 bodi). Definujme si étvercovou matici fddu n

1 11 ... 1
1 2 2 ... 2
A=|1 23 ... 3|,
1 2 3 ... n
naleznéte feseni pro nésledujici pravé strany: (1, 2, 3, 4, ..., n)T, (2, 4, 8, 16, ..., 2M)T.

Déle méjme libovolnou aritmetickou posloupnost (a;)!" ; a definujme s, = Zle a; (tedy si je
¢asteény soucet dané aritmetické fady od prvniho do k-tého ¢lenu). Naleznéte Feseni rovnice

s pravou stranou (si, S2, 83, ..., Sp).



