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Was sich überhaupt sagen lässt, lässt sich klar sagen; . . . 1

L. Wittgenstein [13, Vorwort (Předmluva)]

1Vynechaný závěr citátu je známěǰśı, než jeho začátek:
”
Was sich überhaupt sagen lässt,

lässt sich klar sagen; und wovon man nicht reden kann, darüber muss man schweigen.“ Co lze
v̊ubec ř́ıci, lze ř́ıci jasně; a o čem nelze mluvit, o tom nutno mlčet. Podle [14, str. 8]:

”
Co se

v̊ubec dá ř́ıci, dá se ř́ıci jasně; a o čem nelze mluvit, k tomu se muśı mlčet.“



Úvod

Tato učebnice Matematické analýzy obsahuje čtrnáct kapitol a jednu př́ılohu.
Kapitoly rozv́ıjej́ı mých čtrnáct přednášek v předmětu Matematická analýza 1
(NMAI054), který jsem v zimě a na jaře v roce 2024 česky vyučoval v rámci In-
formatické sekce Matematicko-fyzikálńı fakulty Univerzity Karlovy. Použil jsem
i čtrnáct přednášek v letńım semestru předchoźıho školńıho roku 2022/23, viz

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24.html a
https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI23.html .

Čas ale let́ı, poprvé jsem o analýze přednášel 5. ř́ıjna 2004, viz

https://kam.mff.cuni.cz/%7Eklazar/MA04.html .

Každá kapitola obsahuje úvodńı shrnut́ı a řadu úloh k procvičeńı látky. Je-
jich řešeńı nebo návody k nim jsou uvedeny v př́ıloze. Obsah každé kapitoly
a každého jej́ıho odd́ılu by měl být zřejmý z názvu, viz strany v až vi. Tento
text je minimálńı verźı podstatně ambiciózněǰśı a připravované Matematické
analýzy 1+, která bude obsahovat daľśıch šest kapitol a daľśı tři př́ılohy. Pro
anglický studijńı program jsem vypracoval překlad Mathematical Analysis 1.

Učebnici věnuji památce Jǐŕıho Matouška, mého kolegy z Katedry apliko-
vané matematiky MFF UK. Byl jedńım z našich největš́ıch matematik̊u a in-
formatik̊u. S velkým zaujet́ım si připravoval přednášky z analýzy pro školńı rok
2014/15, které mu už ale osud nedopřál přednést.

V Praze a v Lounech v srpnu až ř́ıjnu 2024 Martin Klazar

iv
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1.7 Spočetné a nespočetné množiny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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6.6 Operace na funkćıch a spojitost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
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Rejstř́ık 125

vi



Kapitola 1

Přednáška 1. Úplnost
a nespočetnost R

Prvńı kapitola vycháźı z prvńı přednášky

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred1.pdf

přednesené 22. 2. 2024. Odd́ıl 1.1 uvád́ı dva paradoxy nekonečných součt̊u.
Odd́ıl 1.2 podává stručný přehled logického a množinového značeńı, mimo jiné
definujeme uspořádané dvojice a trojice. V odd́ılu 1.3 zavedeme funkce a uve-
deme přehled jejich základńıch typ̊u a operaćı s nimi. Odd́ıl 1.4 je věnován
lineárńım uspořádáńım a definici infim a suprem. V odd́ılu 1.5 definujeme ra-
cionálńı č́ısla, tělesa a uspořádaná tělesa. Ve větě 1.5.16 dokážeme, že rovnice
x2 = 2 nemá v oboru zlomk̊u řešeńı. Podle d̊usledku 1.5.18 lineárńı uspořádáńı
zlomk̊u neńı úplné, obsahuje neprázdné a shora omezené množiny bez suprem.
Odd́ıl 1.6 je věnován reálným č́ısl̊um, d̊uležité jsou definice 1.6.3, věta 1.6.12
(pravěta o limitě monotónńı posloupnosti) a d̊ukaz úplnosti R ve větě 1.6.14.
V odd́ılu 1.7 definujeme konečné, nekonečné, spočetné a nespočetné množiny. Ve
větě 1.7.5 dokážeme spočetnost zlomk̊u. Podle Cantorovy věty 1.7.7 neexistuje
zobrazeńı z žádné množiny na jej́ı potenci. Důsledkem 1.7.17 je nespočetnost
reálných č́ısel. Definice 1.7.13 popisuje desetinné rozvoje reálných č́ısel.

1.1 Dva paradoxy

• Co analyzuje matematická analýza? Nekonečné operace a procesy. Nekonečno
může vést k paradox̊um a dva si ukážeme. Zřejmě

S = 1− 1 + 1
2 −

1
2 + 1

3 −
1
3 + · · ·+ 1

n −
1
n + · · · = 0 .

Přerovnáńı sč́ıtanc̊u v S ale změńı součet: S = 1 + 1
2 − 1 + 1

3 + 1
4 −

1
2 + · · · +

1
2n−1 + 1

2n −
1
n + · · · > 0, nebot’ 1

2n−1 + 1
2n −

1
n = 1

2n(2n−1) > 0. Takže toto

zavedeńı spočetného součtu S = a1 + a2 + . . . jako limity S = limn→∞
∑n
i=1 ai
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posloupnosti částečných součt̊u a1 + a2 + · · ·+ an (limita reálné posloupnosti je
zavedena v definici 2.1.16) neńı moc dobré, protože — v kontrastu s konečnými
součty — výsledný součet může záviset na pořad́ı sč́ıtanc̊u. V odd́ılu 3.5 třet́ı
přednášky zavedeme lepš́ı spočetné součty, které jsou, stejně jako konečné součty,
komutativńı a asociativńı.

Je tu taky zvláštńı nekonečná tabulka s položkami −1, 0 a 1. Na hlavńı
diagonále má 1, nad ńı −1 a jinde 0.

1 −1 0 0 0 . . .
∑

= 0
0 1 −1 0 0 . . .

∑
= 0

0 0 1 −1 0 . . .
∑

= 0
0 0 0 1 −1 . . .

∑
= 0

0 0 0 0 1 . . .
∑

= 0
...

...
...

...
...

. . .
...∑

= 1
∑

= 0
∑

= 0
∑

= 0
∑

= 0 . . .
∑

= 1 \ 0

Celkový součet po řádćıch je 0, ale po sloupćıch je 1!?

Úloha 1.1.1 V tabulce s nezápornými položkami tento paradox nenastane. Součet
po řádćıch i po sloupćıch vyjde stejně, m̊uže ale být +∞.

Spočetnými součty zvanými řady se budeme zabývat v odd́ılech 3.5 a 4.1.

1.2 Logické a množinové značeńı

Úloha 1.2.1 Umı́te pojmenovat a napsat následuj́ıćı řecká ṕısmena?

α, β, Γ, γ, ∆, δ, ε, ζ, η, Θ, θ, ϑ, ι, κ, Λ, λ, µ, ν, Ξ, ξ, o, Π, π, ρ, Σ, σ,

τ, Υ, υ, Φ, φ, ϕ, χ, Ψ, ψ, Ω, ω .

Pomoćı symbolu ≡ definujeme ve výrazech jako a ≡ b nový symbol a pomoćı
již známé veličiny či výrazu b. Výjimečně může nový symbol stát napravo od
≡. Pro tento účel se použ́ıvaj́ı i symboly := , popř. =: .

• Logické značeńı. ϕ, ψ, θ, . . . bud’te výroky, tvrzeńı s jednoznačnou pravdi-
vostńı hodnotou bud’ pravda P , anebo nepravda N (viz [10, kap. 2]). Spojujeme
je logickými spojkami ϕ ∨ ψ (nebo, disjunkce), ϕ ∧ ψ (a (zároveň), konjunkce),
ϕ⇒ ψ (z − plyne −, implikace), ϕ ⇐⇒ ψ (ekvivalence) a ¬ϕ (zápor, negace).
Použit́ı těchto spojek je dobře známé. Např́ıklad pro každou kombinaci pravdi-
vostńıch hodnot výrok̊u ϕ a ψ oba výroky

¬(ϕ ∨ ψ) ⇐⇒ ¬ϕ ∧ ¬ψ a ¬(ϕ ∧ ψ) ⇐⇒ ¬ϕ ∨ ¬ψ

plat́ı, maj́ı vždy pravdivostńı hodnotu P . Jsou to tedy takzvané tautologie.
V zápisu složených výrok̊u jsou d̊uležité závorky a vazebná śıla spojek. Podle
konvence ¬ váže silněji než ∨ a ∧, a ty zase silněji než ⇒ a ⇐⇒ . Odpov́ıdaj́ıćı
závorky tak lze vynechat.
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Úloha 1.2.2 Dokažte, že (ϕ⇒ ψ) ⇐⇒ (¬ψ ⇒ ¬ϕ) je tautologie.

Necht’ tvrzeńı ϕ(x) je výroková forma s proměnnou x. Po nahrazeńı každého
výskytu proměnné x libovolným, ale vždy týmž, prvkem a z oboru formy do-
staneme výrok ϕ(a). Obor výrokové formy ϕ(x) je j́ı přǐrazený soubor objekt̊u
a, pro které lze rozhodnout, zda výrok ϕ(a) plat́ı. V zápisech

∀x
(
ϕ(x)

)
a ∃x

(
ϕ(x)

)
je použitý obecný kvantifikátor ∀ a existenčńı kvantifikátor ∃. Znamenaj́ı po
řadě, že pro každý prvek a z oboru formy je výrok ϕ(a) pravdivý a že v oboru
formy existuje prvek a, že výrok ϕ(a) je pravdivý.

Úloha 1.2.3 Pro každou výrokovou formu ϕ(x) jsou oba výroky

¬∃x
(
ϕ(x)

)
⇐⇒ ∀x

(
¬ϕ(x)

)
a ¬∀x

(
ϕ(x)

)
⇐⇒ ∃x

(
¬ϕ(x)

)
pravdivé.

Pravdu a pravdivost probereme v MA 1+. Obecný kvantifikátor ∀ se často
vynechává a rozumı́ se implicitně. Např́ıklad v oboru přirozených č́ısel zápis
m+ n = n+m znamená, že ∀m

(
∀n
(
m+ n = n+m

))
.

• Zápis množiny výčtem prvk̊u. Množinu chápeme jako jasně vymezený soubor
jiných množin, které jsou jej́ımi prvky. Symbol ∅ označuje prázdnou množinu. Je
to množina bez prvk̊u, takže žádná množina neńı jej́ım prvkem. Značeńı x ∈ A
(resp. x 6∈ A) ř́ıká, že množina x je (resp. neńı) prvkem množiny A. Konečnou
množinu lze vždy, alespoň teoreticky, zapsat výčtem jej́ıch prvk̊u.

Definice 1.2.4 (výčet prvk̊u) Zápis neprázdné množiny M výčtem prvk̊u je
zápis ve tvaru

M = {p1, p2, . . . , pn} ,

kde n = 1, 2, . . . je přirozené č́ıslo a pi jsou všechny množiny, které jsou prvky
množiny M . Množiny pi se mohou opakovat. Prázdnou množinu zapisujeme
symbolem ∅.

Máme tak např́ıklad množinu {3, 1, 5} = {1, 5, 3, 5, 5} se třemi (r̊uznými) prvky,
přirozenými č́ısly 1, 3 a 5. V MA 1+ uvid́ıme, jak se přirozená č́ısla vyjádř́ı jako
množiny. Nebo máme množinu

M = {a, b, 2, b, {∅, {∅}}, {a}} .

Úloha 1.2.5 Kolik má M prvk̊u?

• Dědičně konečné množiny. Situace se zápisem konečné množiny výčtem prvk̊u
ale neńı tak jednoduchá, jak se obvykle ĺıč́ı. Pro přesné zapsáńı množiny výčtem
prvk̊u nestač́ı jej́ı konečnost. Konečný muśı být i každý jej́ı prvek, stejně jako
každý prvek jej́ıho prvku, atd. Např́ıklad množina X = {x1, x2, x3} neńı přesně
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zapsána, dokud neumı́me rozhodnout, které rovnosti x1 = x2, x1 = x3 a x2 = x3

plat́ı. Jinak nev́ıme, kolik má X prvk̊u. Množinová rovnost x = y se v na-
ivńı teorii množin dá rozhodnout jen axiomem extenzionality. Podle něj se dvě
množiny rovnaj́ı, právě když maj́ı stejné prvky. Abychom tyto prvky dokázali
(v našem zápisu) všechny proj́ıt, muśı jich být jen konečně mnoho. Jsme tak
vedeni k následuj́ıćı definici. V ńı konečnost zat́ım chápeme intuitivně, přesně
ji definujeme později.

Definice 1.2.6 (dědičná konečnost) Množina x je dědičně konečná, pokud
pro každé n = 0, 1, 2, . . . a pro každý řetězec množin

xn ∈ xn−1 ∈ · · · ∈ x0 = x

je množina xn konečná.

Př́ıkladem dědičně konečné množiny je č́ıslo čtyři v množinovém tvaru:

4 = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}} .

Jiná dědičně konečná množina je {{{{{{∅}}}}}}. Axiom fundovanosti, který
uvedeme v MA 1+, zaručuje, že každý řetězec množin x0 3 x1 3 . . . je konečný.

Úloha 1.2.7 Necht’ x0 3 x1 3 · · · 3 xn je maximálńı řetězec množin do sebe
vnořených vzhledem k náležeńı, který se už nedá prodloužit. Čemu se rovná
množina xn?

V MA 1+ ukážeme, že množina se dá zapsat takzvaným úplným výčtem prvk̊u,
právě když je dědičně konečná.

• Zápis množiny vlastnost́ı prvk̊u. Množinu také můžeme definovat nějakou
vlastnost́ı jej́ıch prvk̊u.

Definice 1.2.8 (zápis vlastnost́ı) Zápis množiny M pomoćı vlastnosti jej́ıch
prvk̊u je zápis ve tvaru

M = {x ∈ N : ϕ(x)} nebo M = {x : ϕ(x)} ,

kde N je jǐz definovaná množina a ϕ(x) je výroková forma. Množina M tedy
sestává z těch množin x lež́ıćıch v N , že ϕ(x) je pravda, resp. z těch množin x
lež́ıćıch v oboru formy ϕ(x), že ϕ(x) je pravda.

Předpokládá se, že každý prvek množiny N je prvkem oboru formy ϕ(x). Ne-
cht’ N = {1, 2, 3, . . . } je množina přirozených č́ısel a N0 = {0, 1, 2, . . . } jsou
nezáporná celá č́ısla. Např́ıklad množina

M = {n ∈ N : ∃m ∈ N
(
n = 2 ·m

)
}

sestává ze všech sudých přirozených č́ısel. Jak jsme ale definovali N? K tomu se
vrát́ıme v MA 1+.
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Úloha 1.2.9 Definujte takto množinu prvoč́ısel P.

Čtenářka asi v́ı, že definice množiny ve tvaru M = {x : ϕ(x)} je obecně
problematická. Ne každá výroková forma ϕ(x) má totiž jasně definovaný obor.
V definici M = {x ∈ N : ϕ(x)} už máme definovanou množinu N a vlastně ji
postulujeme jako obor formy ϕ(x). V definici M = {x : ϕ(x)} ale množiny x
bereme odkudkoli. To ale, jak ted’ připomeneme, je obecně sporné.

• Russel̊uv paradox. Anglický matematik a filosof Bertrand Russel (1872–1970)
poukázal na to, že definice množiny

M = {x : x 6∈ x} ,

kde jako obor formy x 6∈ x bereme všechny množiny x, vede ke sporu.

Úloha 1.2.10 Jak?

• Vztahy množin. A je podmnožinou B, A ⊂ B, pokud každé x ∈ A je též
prvkem B. Množiny A a B jsou disjunktńı, pokud nemaj́ı společný prvek.

Množiny A a B se rovnaj́ı, A = B, právě když ∀x
(
x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B

)
,

toto je axiom extenzionality.

Úloha 1.2.11 Plat́ı ekvivalence A = B ⇐⇒ A ⊂ B ∧B ⊂ A.

• Operace s množinami. Necht’ A a B jsou množiny. Jejich sjednoceńı A ∪B ≡
{x : x ∈ A ∨ x ∈ B} a pr̊unik A ∩ B ≡ {x ∈ A : x ∈ B}. Suma (množiny A)⋃
A ≡ {x : ∃ b ∈ A

(
x ∈ b

)
}. Pr̊unik (množiny A)

⋂
A ≡ {x : ∀ b ∈ A

(
x ∈ b

)
},

ale jen pro A 6= ∅. Rozd́ıl A \ B ≡ {x ∈ A : x 6∈ B}. Potence (množiny A)
P(A) ≡ {X : X ⊂ A}. Jak v́ıme z pasáže o Russelově paradoxu, správné
jsou jen definice pr̊uniku dvou množin a jejich rozd́ılu. Definice tvaru X ≡
{x : · · · } neńı formálně př́ıpustná, množina x se nemůže brát odkudkoli, ale
zase jen z nějaké jiné množiny. Jinak muśıme množinu X zavést, postulovat jako
axiom. Tak se ve formalizované teorii množin zavád́ı sjednoceńı, suma a potence.
Absolutńı hodnota |X| (∈ N0) označuje počet prvk̊u konečné množiny X.

Úloha 1.2.12 Množiny A a B jsou disjunktńı, právě když A ∩B = ∅.

Úloha 1.2.13 Proč se v definici pr̊uniku množiny A požaduje, že A 6= ∅?

Úloha 1.2.14 Je pro dvě konečné množiny A a B vždy |A \B| = |A| − |B|?

Úloha 1.2.15 Co je P(∅)? Pro n = 0, 1, 2, . . . , |P({1, 2, . . . , n})| =?

• Dvojice a trojice. Definice uspořádané dvojice dvou množin pocháźı od polského
matematika Kazimierze Kuratowskiho (1896–1980).
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Definice 1.2.16 (dvojice) A a B bud’te množiny. Množina

(A, B) ≡ {{B, A}, {A}}

je (uspořádaná) dvojice množin A a B.

Úloha 1.2.17 Pomoćı axiomu extenzionality dokažte ekvivalenci

(A,B) = (C, D) ⇐⇒ A = C ∧B = D .

Uspořádanou trojici množin A, B a C definujeme jako

(A, B, C) = {(1, A), (2, B), (3, C)} ,

a nikoli jako (A, (B,C)) nebo ((A,B), C), jak se často uvád́ı (i v učebnićıch
teorie množin!). Při použit́ı definice

(A, B, C) ≡ (A, (B, C))

totiž neńı jasné, zda množina (A,B,C) je uspořádaná trojice množin A, B a C
nebo uspořádaná dvojice množin A a (B,C).

Definice 1.2.18 (uspořádané k-tice) Necht’ k ∈ N a necht’ A1, . . . , Ak jsou
množiny. Jejich uspořádaná k-tice je množina

(A1, . . . , Ak) = {(1, A1), (2, A2), . . . , (k, Ak)} .

Úloha 1.2.19 Necht’ k, l ∈ N, A = (A1, . . . , Ak) je uspořádaná k-tice, B =
(B1, . . . , Bl) je uspořádaná l-tice a A = B. Dokažte, že pak k = l a pro každé
i = 1, . . . , k se Ai = Bi.

Standardńı uspořádané k-tice definované iterováńım dvojice, to jest

(A1, A2, . . . , Ak) = (A1, (A2, (. . . , (Ak−1, Ak) . . . ))) ,

vlastnost uvedenou v předchoźı úloze pochopitelně nemaj́ı.

1.3 Funkce a relace

Funkce zavedeme množinově. Skládáńı funkćı zavedeme obecně, v souladu s de-
finićı a použ́ıváńım elementárńıch funkćı ve čtvrté přednášce.

• Funkce a shodnost funkćı. Pro dvě množiny A a B jejich kartézský součin je
množina

A×B = {(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} .

Každá množina C ⊂ A× B pak je (binárńı) relace mezi A a B. Mı́sto náležeńı
(a, b) ∈ C ṕı̌seme aCb, např. 2 < 5. Pokud A = B, máme relaci na množině A.
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Definice 1.3.1 (funkcionálńı relace) Relace C ⊂ A×B mezi množinami A
a B je funkcionálńı, existuje-li pro každé a ∈ A právě jedno b ∈ B, že aCb.

Definice 1.3.2 (funkce) Funkce (též zobrazeńı) f z množiny A do množiny
B je uspořádaná trojice (A,B, f), kde f je funkcionálńı relace mezi A a B.
Zapisujeme ji symbolem

f : A→ B .

Pro každé a ∈ A označ́ıme to jednoznačné b ∈ B, že afb, jako f(a). Celou tro-
jici (A,B, f) často označujeme stručně, i když nepřesně, jako f , viz následuj́ıćı
definice a úloha.

Mı́sto f : A→ B ṕı̌seme i A 3 a 7→ f(a) ∈ B. Množina A je definičńı obor funkce
f a B je jej́ı obor hodnot. Definičńı obor funkce f označujeme symbolem M(f).
Prvek b je hodnota funkce f na jej́ım argumentu a. Matematická definice ob-
jekt̊u nějakého druhu neńı úplná bez kritéria jejich shodnosti. To je popis situaćı,
kdy dva objekty daného druhu považujeme za stejné, i když se jako množiny
lǐśı. Př́ıkladem shodnost́ı jsou izomorfismy r̊uzných algebraických a kombinato-
rických struktur. Obvykle jde o relace ekvivalence (viz definice 1.3.16). Shodnost
funkćı v našem pojet́ı definujeme následovně.

Definice 1.3.3 (shodnost funkćı) Funkce (A,B, f) a (C,D, g) jsou shodné,
to jest prakticky totožné, pokud f = g, to jest f a g se rovnaj́ı jako množiny
uspořádaných dvojic.

Úloha 1.3.4 Funkce (A,B, f) a (C,D, g) jsou shodné ⇐⇒ A = C a f = g.

Jinak řečeno, shodné funkce se mohou lǐsit jen v oborech hodnot.
Pro funkci f : A→ B a množinu C definujeme množiny

f [C] = {f(a) : a ∈ C ∩A} (⊂ B) . . . obraz množiny C funkćı f a

f−1[C] = {a ∈ A : f(a) ∈ C} (⊂ A) . . . vzor množiny C funkćı f .

Ano, množina C je zcela libovolná.

Úloha 1.3.5 Je pravda, že f−1[f [C]] = C a že f [f−1[C]] = C?

• Druhy funkćı. Jak v́ıme, N = {1, 2, . . . } a N0 = {0, 1, . . . }. Pro n ∈ N necht’

[n] = {1, 2, . . . , n} a necht’ [0] = ∅. Necht’ X je libovolná množina a n ∈ N0. Tři
d̊uležité druhy funkćı jsou posloupnosti, slova a operace.

a : N→ X . . . je posloupnost (v množině X) ,

u : [n]→ X . . . je slovo (nad abecedou X) a

o : X ×X → X . . . je (binárńı) operace (na množině X) .

Pro posloupnost a v X mı́sto a(n) ṕı̌seme an a označ́ıme ji jako (an) ⊂ X. Slovo
u nad X rozeṕı̌seme jako u1u2 . . . un, kde ui = u(i), i ∈ [n]. Pro n = 0 máme
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prázdné slovo u = ∅. Hodnotu operace o((a, b)) = c zaṕı̌seme jako a o b = c,
např. 1 + 1 = 2. Funkci o : X → X nazveme unárńı operaćı (na množině X).

Funkce f : X → Y je

prostá (injektivńı, injekce)
def⇐⇒ f(x) = f(x′)⇒ x = x′ ,

na (surjektivńı, surjekce)
def⇐⇒ f [X] = Y ,

bijekce (bijektivńı)
def⇐⇒ f je na a je prostá ,

konstantńı
def⇐⇒ ∃ c ∈ Y ∀x ∈ X

(
f(x) = c

)
a

identická
def⇐⇒ X ⊂ Y ∧ ∀x ∈ X

(
f(x) = x

)
.

Úžeji rozumı́me identickou funkćı na X funkci idX : X → X, idX(x) = x.

Úloha 1.3.6 Kdy je identická funkce f : X → Y bijekce?

Úloha 1.3.7 Je pravda, že když jsou dvě funkce shodné ve smyslu definice 1.3.3,
pak současně jsou, resp. nejsou, injektivńı? Stejná otázka pro surjektivitu, bi-
jektivnost, konstantnost a identičnost.

• Operace na funkćıch. Zavedeme tři operace na funkćıch. Jsou motivovány
elementárńımi funkcemi ve čtvrté přednášce. Prvńı z nich je unárńı. Necht’

f : X → Y je prostá funkce. Jej́ı inverzńı funkce (inverz) f−1 je funkce

f−1 : f [X]→ X, kde f−1(y) = x ⇐⇒ f(x) = y .

Obecněji i každou funkci g : f [X] → Y pro Y ⊃ X danou t́ımto předpisem,
považujeme za inverzńı k f . Nakonec g je shodná s f−1.

Úloha 1.3.8 Značeńı f−1[A] má dva významy, vzor množiny A zobrazeńım f
a obraz množiny A inverzem f−1. Nemohly by být v rozporu?

Úloha 1.3.9 Necht’ f je injekce. Rozhodněte, zda funkce f a (f−1)−1 jsou
shodné a zda se množinově rovnaj́ı (jako uspořádané trojice). Táž otázka pro
funkce f−1 a ((f−1)−1)−1.

Operace skládáńı funkćı je binárńı. Pro funkce g : X → Y a f : A→ B jejich
složená funkce (složenina) f ◦ g = f(g) : X ′ → B má pro každé x ∈ X ′ hodnotu
f(g)(x) = f(g(x)), přičemž

X ′ = {x ∈ X : g(x) ∈ A} (= g−1[A] ⊂ X) .

V f(g) mluv́ıme o g jako o vnitřńı funkci a o f jako o vněǰśı funkci.

Úloha 1.3.10 Necht’ funkce f1 a f2, resp. g1 a g2, jsou shodné podle defi-
nice 1.3.3. Je pravda, že i funkce f1(g1) a f2(g2) jsou shodné?
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Konečně třet́ı operace na funkćıch je vlastně systém unárńıch operaćı. Pro
zobrazeńı f : X → Y a libovolnou množinu Z definujeme restrikci (zúžeńı)
funkce f na Z jako funkci f |Z : X ∩ Z → Y , která má pro každé x ∈ X ∩ Z
hodnotu

(f |Z)(x) = f(x) .

O f pak mluv́ıme i jako o rozš́ı̌reńı funkce f |Z. Je celkem jasné, že když f1

a f2 jsou shodné funkce s definičńım oborem X a množiny Z1 a Z2 splňuj́ı, že
X ∩ Z1 = X ∩ Z2, pak i restrikce f1 |Z1 a f2 |Z2 jsou shodné. Funkce (A,B, f)
je restrikce funkce (X,Z, g), pokud f ⊂ g, to jest f = g |A = g |M(f).

Úloha 1.3.11 Ukažte, že složenina dvou injekćı je injekce a že složenina f(g)
surjekćı g : X → Y a f : Y → B je surjekce. Obecně ale složenina dvou surjekćı
neńı surjekce.

Úloha 1.3.12 Pro každé tři funkce f , g a h se f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h.

Úloha 1.3.13 Ukažte, že pro libovolné zobrazeńı h : X → Z existuj́ı množina
Y a funkce g : X → Y a f : Y → Z, že h = f ◦ g, g je na a f je prostá.

Úloha 1.3.14 Dokažte, že funkce f : X → Y je bijekce, právě když existuje
funkce g : Y → X, že f(g) je idY a g(f) je idX .

Úloha 1.3.15 Kdy lze invertovat konstantńı funkci?

• Relace ekvivalence. Relaci R ⊂ A×A na množině A nazveme reflexivńı (resp.
ireflexivńı), když vždy aRa (resp. nikdy aRa). R je symetrická, když vždy z aRb
plyne, že bRa. Je tranzitivńı, když vždy z aRb a bRc plyne, že aRc.

Definice 1.3.16 (relace ekvivalence) Relace ekvivalence je taková relace na
množině, která je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı.

Definice 1.3.17 (rozklady) Množina A je rozklad množiny B, pokud prvky
množiny A jsou neprázdné, po dvou disjunktńı a

⋃
A = B. Prvky v A se často

nazývaj́ı bloky (rozkladu A).

Pro relaci ekvivalence R na množině A definujeme množiny

[a]R = {b ∈ A : bRa} (⊂ A), a ∈ A .

Ř́ıkáme jim bloky (relace R). Je jasné, že když aRb, pak [a]R = [b]R. Pro relaci
ekvivalence R na množině A definujeme množinu

A/R = {[a]R : a ∈ A} .

Úloha 1.3.18 Je-li R relace ekvivalence na A, pak A/R je rozklad množiny A.
Dále plat́ı, že b, c ∈ A lež́ı v jednom bloku tohoto rozkladu, právě když bRc.
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Pro rozklad X množiny Y definujeme relaci Y/X = R na Y jako

xRy
def⇐⇒ ∃Z ∈ X

(
x, y ∈ Z

)
.

Úloha 1.3.19 Je-li X rozkladem množiny Y , pak Y/X je relace ekvivalence na
množině Y . Dále plat́ı, že x, y ∈ Y lež́ı v jednom bloku rozkladu X, právě když
x(Y/X)y.

Úloha 1.3.20 Je-li R relace ekvivalence na A a B je rozklad množiny A, pak

A/(A/R) = R a A/(A/B) = B .

1.4 Suprema a infima

Relace R na množině A je trichotomická, pokud pro každé a, b ∈ A plat́ı, že aRb
nebo bRa nebo a = b.

• Lineárńı uspořádáńı představuj́ı základńı matematickou strukturu.

Definice 1.4.1 (lineárńı uspořádáńı) Lineárńı uspořádáńı (zkratka LU) je
ireflexivńı, tranzitivńı a trichotomická relace na množině.

Lineárńı uspořádáńı na množině A označujeme jako (A,<). Pro a, b ∈ A pak
značeńı a ≤ b znamená, že a < b nebo a = b, a značeńı a > b znamená, že b < a.
Podobně pro a ≥ b. Relace < a > jsou

”
ostré“, ≤ a ≥ jsou

”
neostré“.

Úloha 1.4.2 Relace ≤ a ≥ jsou reflexivńı, tranzitivńı a trichotomické.

Úloha 1.4.3 Dokažte, že v lineárńım uspořádáńı (A,<) pro každé dva prvky
a, b ∈ A vždy nastává právě jedna z možnost́ı a < b, b < a, a = b.

• Suprema a infima. Necht’ (A,<) je LU a B ⊂ A. Množina B je shora omezená,
když existuje h ∈ A, že pro každé b ∈ B je b ≤ h. Prvek h pak je horńı mez
množiny B. Množinu horńıch meźı množiny B označ́ıme jako H(B) (⊂ A). Po-
dobně definujeme omezenost zdola, dolńı meze a množinu D(B) (⊂ A) dolńıch
meźı množiny B. Prvek m ∈ B je maximum (největš́ı prvek) množiny B, když je
horńı meźı množiny B. Podobně se definuje minimum (nejmenš́ı prvek) množiny
B. Tyto prvky znač́ıme max(B) a min(B). Pro B = ∅ nejsou definované.

Úloha 1.4.4 Ukažte, že maxima a minima jsou jednoznačná.

Úloha 1.4.5 Každá neprázdná konečná podmnožina lineárńıho uspořádáńı má
maximum i minimum.

V teorii reálných č́ısel hraj́ı základńı roli suprema a infima jejich množin.
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Definice 1.4.6 (sup a inf) Necht’ (A, <) je LU a B ⊂ A. Prvky

sup(B) = min(H(B)) (∈ A) a inf(B) = max(D(B)) (∈ A) ,

pokud existuj́ı, nazveme po řadě supremem a infimem množiny B.

Na rozd́ıl od maxima a minima nemuśı supremum ani infimum v dané množině
ležet. Třeba pro (A,<) = (R, <) s obvyklým lineárńım uspořádáńım reálných
č́ısel ((R, <) definujeme později, zde předpokládáme jejich intuitivńı znalost),
B = [0, 1) a B′ = [0, 1], se sup(B) = sup(B′) = 1.

Úloha 1.4.7 Suprema a infima jsou jednoznačná.

Úloha 1.4.8 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı. Zformulujte a dokažte analogické tvr-
zeńı pro infima.

Tvrzeńı 1.4.9 (aproximace suprem) Necht’ (A, <) je LU, B ⊂ A a c ∈ A.
Pak c = sup(B) ⇐⇒ pro každé b ∈ B je b ≤ c a pro každé a ∈ A s a < c
existuje b ∈ B, že a < b.

Prvek sup(B) tak lze zezdola aproximovat libovolně těsně prvky množiny B.

1.5 Racionálńı č́ısla

Reálná č́ısla jsou vybudována ze zlomk̊u, které ted’ připomeneme. Ke kon-
strukćım přirozených a celých č́ısel se vrát́ıme v MA 1+.

• Racionálńı č́ısla neboli zlomky. Necht’

Z = {. . . , −5, −4, −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . }

jsou celá č́ısla, s obvyklými operacemi sč́ıtáńı + a násobeńı ·, s obvyklými ne-
utrálńımi prvky 0 a 1 a s obvyklým lineárńım uspořádáńım <. Polož́ıme

Z =
{
m
n : m ∈ Z, n ∈ Z \ {0}

}
,

kde m
n označuje uspořádanou dvojici (m,n). Prvky množiny Z jsou takzvané

protozlomky. Relaci shodnosti ∼ na Z definujeme vztahem

k

l
∼ m

n

def⇐⇒ kn = lm .

Úloha 1.5.1 Dokažte, že ∼ je relace ekvivalence na Z.

Definice 1.5.2 (racionálńı č́ısla) Necht’ Q ≡ Z/∼. Blok̊um [mn ]∼ ∈ Q ř́ıkáme

racionálńı č́ısla či zlomky. Často je zapisujeme jednoduše jako m
n nebo m/n.
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Dı́ky vnořeńı Z 3 m 7→ [m1 ]∼ ∈ Q pohĺıž́ıme na celá č́ısla jako na podmnožinu
zlomk̊u.

Pro následuj́ıćı úlohu připomı́náme, že č́ısla m,n ∈ Z jsou nesoudělná, když
jejich jediné společné dělitele jsou −1 a 1. Protozlomek m

n je v základńım tvaru,
když n > 0 a č́ısla m a n jsou nesoudělná. Množinu takových protozlomk̊u
označ́ıme jako Zz (⊂ Z).

Úloha 1.5.3 (reprezentanti zlomk̊u) Existuje právě jedna taková bijekce

f : Q→ Zz ,

že vždy je f([m/n]∼) ∈ [m/n]∼.

Zlomky tedy maj́ı (kanonický) systém r̊uzných reprezentant̊u v podobě protoz-
lomk̊u v základńım tvaru.

• Uspořádaná tělesa. Začneme definićı těles.

Definice 1.5.4 (tělesa) Těleso XT je algebraická struktura

XT = (X, 0X , 1X , +, ·) ,

kde X je množina, 0X , 1X ∈ X jsou dva r̊uzné prvky, +, · : X2 → X jsou dvě
operace na X (

”
sč́ıtáńı“ a

”
násobeńı“) a v ńı̌z pro každé α, β, γ ∈ X plat́ı

následuj́ıćı axiomy. Jednak α + 0X = α · 1X = α, prvky 0X a 1X jsou tedy
neutrálńı k př́ıslušným operaćım. Dále plat́ı

α+ β = β + α . . . komutativita operace + ,

α · β = β · α . . . komutativita operace · ,
(α+ β) + γ = α+ (β + γ) . . . asociativita operace + ,

(α · β) · γ = α · (β · γ) . . . asociativita operace · a

α · (β + γ) = (α · β) + (α · γ) . . . distributivita · vzhledem k + .

Konečně plat́ı, že

∀α ∃β
(
α+ β = 0X

)
. . . existence aditivńıch inverz̊u a

∀α 6= 0X ∃ γ
(
α · γ = 1T

)
. . . existence multiplikativńıch inverz̊u .

Aditivńı inverz β znač́ıme jako −α a multiplikativńı inverz γ jako 1
α nebo 1/α

nebo α−1.

Okruh je algebraická struktura RO = (R, 0R, 1R,+, ·) splňuj́ıćı všechny axiomy
tělesa, s možnou výjimkou posledńıho (multiplikativńı inverzy nemuśı v RO

existovat). Např́ıklad celá č́ısla Z tvoř́ı okruh.

Úloha 1.5.5 V každém tělese je aditivńı i multiplikativńı neutrálńı prvek jed-
noznačně určený. Totéž plat́ı pro aditivńı i multiplikativńı inverzy.
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Úloha 1.5.6 Popǐste nejmenš́ı možné dvouprvkové těleso.

Definice 1.5.7 (uspořádaná tělesa) Uspořádané těleso je algebraická struk-
tura TUT = (T, 0T , 1T ,+, ·, <), kde (T, 0T , 1T ,+, ·) je těleso, (T,<) je LU a kde
pro každé α, β, γ ∈ T plat́ı dva axiomy uspořádáńı, totǐz

α < β ⇒ α+ γ < β + γ . . . souhra operace + a relace < a

α > 0T ∧ β > 0T ⇒ α · β > 0T . . . souhra operace · a relace < .

Úloha 1.5.8 Každé uspořádané těleso je nekonečné.

Následuj́ıćı tvrzeńı dokážeme v MA 1+. Tam také připomeneme aritmetiku
zlomk̊u, která je čtenářce jistě dobře známa. Připomı́náme, že ∼ je relace shod-
nosti protozlomk̊u.

Tvrzeńı 1.5.9 (o Q) Q spolu se svými prvky 0Q = [ 0
1 ]∼ a 1Q = [ 1

1 ]∼, obvyklými
operacemi + a · a obvyklým lineárńım uspořádáńım < tvoř́ı uspořádané těleso.

Úloha 1.5.10 0
1 6∼

1
1 , takže 0Q 6= 1Q.

Mı́sto 0Q a 1Q většinou ṕı̌seme stručně jen 0 a 1.

• Neúplnost zlomk̊u. Zlomky ale postrádaj́ı d̊uležitou vlastnost úplnosti, kterou
maj́ı reálná č́ısla. Kv̊uli ńı se reálná č́ısla definuj́ı.

Definice 1.5.11 (úplnost) Lineárńı uspořádáńı je úplné, má-li každá jeho
neprázdná a shora omezená podmnožina supremum.

Úloha 1.5.12 Co je supremem prázdné množiny? Co je supremem shora neo-
mezené podmnožiny?

Úloha 1.5.13 Dokažte, že v úplném uspořádaném tělese každá neprázdná a zdola
omezená podmnožina má infimum.

Úloha 1.5.14 (archimedovskost) Dokažte, že úplné uspořádané těleso TUT

je archimedovské, každý prvek x ∈ T má horńı mez tvaru

x ≤ 1T + 1T + · · ·+ 1T .

Tento termı́n odkazuje na Archiméda ze Syrakus (asi 287–asi 212 před naš́ım
letopočtem).

Z následuj́ıćı věty plyne, že lineárńı uspořádáńı (Q, <) neńı úplné. V jej́ım
d̊ukazu použijeme axiom indukce. V MA 1+ uvid́ıme, že axiom indukce plyne
ze základněǰśıch množinových axiomů.

Axiom 1.5.15 (axiom indukce) Každá neprázdná množina B ⊂ N má ve
standardńım lineárńım uspořádáńı (N, <) minimum.
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Věta 1.5.16 (
√

2 6∈ Q) Rovnice x2 = 2 nemá v oboru zlomk̊u řešeńı.

Důkaz. Sporem. Necht’ pro a, b ∈ N se (a/b)2 = 2. Tedy a2 = 2b2, takže a, b je
řešeńı rovnice x2 = 2y2. Podle axiomu indukce lze vźıt minimálńı a. Č́ıslo a2 je
sudé, tedy i a je sudé a a = 2c pro nějaké c ∈ N. Pak ale

(2c)2 = 2b2 ; 4c2 = 2b2 ; b2 = 2c2 .

Dostali jsme nové řešeńı b, c ∈ N rovnice x2 = 2y2. Ale b < a, ve sporu s mini-
malitou řešeńı a, b. 2

Úloha 1.5.17 Proč je b < a ? Proč je č́ıslo a sudé? Neměli jsme na začátku
d̊ukazu psát sṕı̌s a ∈ Z & b ∈ Z \ {0}?

Důsledek 1.5.18 (neúplnost Q) LU (Q, <) neńı úplné. Např́ıklad množina
X = {x ∈ Q : x2 < 2} (⊂ Q) je neprázdná a shora omezená, ale nemá
supremum.

Důkaz. Prvńı dvě vlastnosti množiny X jsou jasné, 1 ∈ X a x < 2 pro každé
x ∈ X. Pro spor necht’ s = sup(X) ∈ Q. Patrně s > 0. Když s2 > 2, existuje
zlomek r, že 0 < r < s a (s − r)2 > 2. Pak ale pro každé x ∈ X je s − r > x.
To je spor s t́ım, že s je nejmenš́ı horńı mez množiny X. Když s2 < 2, existuje
zlomek r > 0, že (s+ r)2 < 2. Tedy s+ r ∈ X a máme spor s t́ım, že s je horńı
mez množiny X. Podle trichotomie muśı být s2 = 2. To podle předchoźı věty
neńı možné. 2

Úloha 1.5.19 Pro zlomky r uved’te nějaké konkrétńı hodnoty. Pochopitelně
závisej́ı na zlomku s.

1.6 Cantorova reálná č́ısla

Uvedeme Cantorovou definici reálných č́ısel. V ńı je reálné č́ıslo blok Cau-
chyových posloupnost́ı zlomk̊u. Každý tento blok je ale nespočetná množina.
V MA 1+ poṕı̌seme Dedekindovu konstrukci reálných č́ısel, v ńıž každé reálné
č́ıslo je dědičně nejvýše spočetná množina. Německý matematik Georg Can-
tor (1845–1918) je tv̊urcem teorie množin. Francouzský matematik Augustin-
Louis Cauchy (1789–1857) patř́ı k zakladatel̊um matematické analýzy, zejména
té v komplexńım oboru. Německý matematik Richard Dedekind (1831–1916)
učinil v r. 1858 epochálńı matematický objev, že reálná č́ısla je možné sestrojit
z přirozených č́ısel pomoćı tzv. řez̊u na množině zlomk̊u.

• Reálná č́ısla. Posloupnost (an) ⊂ Q je Cauchyova, když pro každé k ∈ N
existuje n0 ∈ N, že

m, n ≥ n0 ⇒ |am − an| ≤ 1/k .

Budeme pracovat s množinou

C = {(an) : (an) ⊂ Q a je Cauchyova} .
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Podobně jako na Z i na množině C definujeme relaci ekvivalence shodnosti ∼.
Polož́ıme (an) ∼ (bn), právě když pro každé k existuje n0, že

n ≥ n0 ⇒ |an − bn| ≤ 1/k .

Úloha 1.6.1 Dokažte, že ∼ je relace ekvivalence na C.

Úloha 1.6.2 Dokažte, že (an) a (bn) v C jsou shodné, právě když pro každé k
existuje n0, že

m, n ≥ n0 ⇒ |am − bn| ≤ 1/k .

Definice 1.6.3 (Cantorovo R) Polož́ıme R = C/∼. Tuto množinu blok̊u re-
lace ekvivalence ∼ na C nazveme množinou reálných č́ısel.

• Aritmetika reálných č́ısel. Reálná č́ısla nula a jednička jsou 0R = [(0, 0, . . . )]∼
a 1R = [(1, 1, . . . )]∼. Součet a součin reálných č́ısel [(an)]∼ a [(bn)]∼ je

[(an)]∼ + [(bn)]∼ = [(an + bn)]∼ a [(an)]∼ · [(bn)]∼ = [(an · bn)]∼ .

Uspořádáńı na R definujeme tak, že [(an)]∼ < [(bn)]∼, právě když existuj́ı č́ısla
k a n0, že

n ≥ n0 ⇒ an ≤ bn − 1/k .

V následuj́ıćıch třech tvrzeńıch dokážeme korektnost těchto definic. Zřejmě
(0, 0, . . . ) ∈ C a (1, 1, . . . ) ∈ C, tud́ıž 0R, 1R ∈ R.

Tvrzeńı 1.6.4 (korektnost + a · poprvé) Necht’ (an) a (bn) jsou v C. Pak
také (an + bn) a (anbn) jsou v C.

Důkaz. Necht’ (an), (bn) ∈ C a je dáno k. Pro každé velké m a n je |am −
an|, |bm − bn| ≤ 1/2k. Pro tatáž m a n tedy je

|(am + bm)− (an + bn)| ≤ |am − an|+ |bm − bn| ≤ 1/2k + 1/2k = 1/k

a (an + bn) je Cauchyova.
Protože Cauchyova posloupnost je omezená, existuje l, že pro každé n je

|an|, |bn| ≤ l. Pro každé velké m a n je |am − an|, |bm − bn| ≤ 1/2lk. Pro tatáž
m a n tedy je

|ambm − anbn| ≤ |am| · |bm − bn|+ |bn| · |am − an| ≤ l/2lk + l/2lk = 1/k

a (anbn) je Cauchyova. 2

Součet a součin dvou reálných č́ısel je tedy reálné č́ıslo.

Tvrzeńı 1.6.5 (korektnost + a · podruhé) Necht’ (an), (bn) a (cn) jsou v C
a (an) ∼ (cn). Pak

(an + bn) ∼ (cn + bn) a (anbn) ∼ (cnbn) .
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Důkaz. Necht’ (an), (bn) a (cn) jsou, jak uvedeno, a je dáno k. Jako dř́ıve
vezmeme l, že pro každé n je |bn| ≤ l. Pro každé velké n je |an− cn| ≤ 1/k. Pro
tato n je

|(an + bn)− (cn + bn)| = |an − cn| ≤ 1/k

a (an + bn) ∼ (cn + bn). Pro každé velké n je též |an − cn| ≤ 1/lk. Tedy

|anbn − cnbn| = |an − cn| · |bn| ≤ l/lk = 1/k

a (anbn) ∼ (cnbn). 2

Odtud plyne, že pokud (an), (a′n), (bn) a (b′n) jsou v C a (an) ∼ (a′n) a (bn) ∼
(b′n), pak

[(an + bn)]∼ = [(a′n + b′n)]∼ a [(anbn)]∼ = [(a′nb
′
n)]∼ .

Součet ani součin v R tedy nezáviśı na reprezentuj́ıćıch posloupnostech.

Tvrzeńı 1.6.6 (korektnost uspořádáńı) Necht’ (an), (bn), (cn), (dn) jsou
v C, (an) ∼ (cn) a (bn) ∼ (dn). Pak

[(an)]∼ < [(bn)]∼ ⇐⇒ [(cn)]∼ < [(bn)]∼ ⇐⇒ [(an)]∼ < [(dn)]∼ .

Důkaz. Necht’ (an), (bn), (cn) a (dn) jsou, jak uvedeno. Necht’ plat́ı prvńı
srovnáńı, takže pro nějaké k a každé velké n je an ≤ bn − 2/k. Pro každé
velké n je také |an − cn| ≤ 1/k. Pro každé velké n tak

cn ≤ an + 1/2k ≤ bn − 2/k + 1/k = bn − 1/k

a [(cn)]∼ < [(bn)]∼. Necht’ plat́ı druhé srovnáńı, takže pro nějaké k a každé velké
n je cn < bn − 2/k. Pak opět pro každé velké n

an ≤ cn + 1/k ≤ bn − 2/k + 1/k = bn − 1/k

a [(an)]∼ < [(bn)]∼. Ekvivalence [(an)]∼ < [(bn)]∼ ⇐⇒ [(an)]∼ < [(dn)]∼ se
dokazuje podobně. 2

Odtud plyne, že pokud (an), (a′n), (bn) a (b′n) jsou v C a (an) ∼ (a′n) a (bn) ∼
(b′n), pak

[(an)]∼ < [(bn)]∼ ⇐⇒ [(a′n)]∼ < [(b′n)]∼ .

Porovnáńı dvou reálných č́ısel tedy nezáviśı na reprezentuj́ıćıch posloupnostech.
Aritmetiku reálných č́ısel tak máme korektně definovanou. Dokážeme, že v ńı

reálná č́ısla tvoř́ı uspořádané těleso. Začneme t́ım, že tvoř́ı okruh.

Tvrzeńı 1.6.7 (R je okruh) RO = (R, 0R, 1R,+, ·) je okruh.
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Důkaz. Odvod́ıme to z faktu, že QO = (Q, 0Q, 1Q,+, ·) je okruh. Ten vezmeme
ted’ jako daný, dokážeme ho v MA 1+. Necht’ Q = QN je množina všech po-
sloupnost́ı (an) ⊂ Q. Vezmeme algebraickou strukturu

QO = (Q, 0Q, 1Q, +, ·) ,

kde 0Q = (0Q, 0Q, . . . ), 1Q = (1Q, 1Q, . . . ) a součet a součin jsou definovány po
složkách,

(an) + (bn) = (an + bn) a (an) · (bn) = (an · bn) .

Patrně QO je okruh — každá souřadnice je okruh QO a splněńı axiomů okruhu
v každé souřadnici implikuje jejich splněńı v QO.

Ovšem C ⊂ Q a výše jsme dokázali, že množina C je uzavřená na konstantńı
operace 0Q a 1Q a na binárńı operace sč́ıtáńı a násobeńı po složkách. Takže
CO = (C, 0Q, 1Q,+, ·) je podokruh okruhu QO. Reálná č́ısla sebou nesou surjekci

F : C → R, F (an) = F ((an)) = [(an)]∼ ,

v ńıž F (an) = F (bn), právě když (an) ∼ (bn). Výše v tvrzeńıch 1.6.4 a 1.6.5
jsme dokázali, že operace + a · v CO se pomoćı F zvednou na operace v RO.
Axiomy okruhu se t́ım zachovaj́ı, takže RO tvoř́ı okruh. 2

QO je těleso, ale ani QO ani CO neńı těleso. Třeba rovnost

(0, 1, 0, 0, 0, . . . ) · (1, 0, 0, 0, 0, . . . ) = (0, 0, 0, 0, 0, . . . ) = 0Q ,

ukazuje, že v CO součin dvou nenulových prvk̊u může být nula. Ted’ ale dokážeme,
že zvednut́ım násobeńı pomoćı F do RO dostaneme těleso, dokonce uspořádané.

Věta 1.6.8 (R je UT) Výše definovaná algebraická struktura

RUT = (R, 0R, 1R, +, ·, <)

je uspořádané těleso.

Důkaz. Podle předchoźıho tvrzeńı je RUT okruh. Zbývá dokázat, že (i) v RUT

existuj́ı multiplikativńı inverzy, že (ii) (R, <) je LU a že (iii) v RUT plat́ı oba
axiomy uspořádáńı.

(i) Necht’ α = [(an)]∼ ∈ R je nenulové č́ıslo, takže (an) 6∼ (0, 0, . . . ). Tedy
|an| ≥ 2/l pro nějaké l a nekonečně mnoho n. Protože (an) ∈ C, je |an| ≥ 1/l
pro každé velké n. Definujeme bn = 1/an pro an 6= 0 a bn = 0 pro an = 0.
Ukážeme, že (bn) ∈ C. Pro dané k pro každé velké m a n je |am − an| ≤ 1/l2k.
Pro každé velké m a n pak je

|bm − bn| =
|an − am|
|aman|

≤ l2

l2k
=

1

k

a (bn) ∈ C. Polož́ıme β = [(bn)]∼ ∈ R a dostaneme, že α · β = 1R, protože
(anbn) ∼ (1, 1, . . . ). Tedy β = α−1.
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(ii) Ireflexivita a tranzitivita relace < jsou vidět hned. Dokážeme jej́ı tri-
chotomii. Necht’ α = [(an)]∼ a β = [(bn)]∼ jsou dvě r̊uzná reálná č́ısla. Tedy
(an) 6∼ (bn) a např́ıklad an − bn ≥ 2/k pro nějaké k a nekonečně mnoho n;
druhá možnost s an − bn ≤ −2/k se řeš́ı podobně. Protože (an), (bn) ∈ C, je
an − bn ≥ 1/k pro každé velké n. Tedy bn ≤ an − 1/k pro tato n a β < α.

(iii) Necht’ α = [(an)]∼, β = [(bn)]∼ a γ = [(cn)]∼ jsou tři reálná č́ısla.
Pokud α < β, pak an ≤ bn − 1/k pro nějaké k a každé velké n. Pak i an + cn ≤
bn + cn − 1/k pro tato n a α + γ < β + γ. Pokud 0R < α, β, je 1/

√
k ≤ an, bn

pro nějaké k a každé velké n. Pak 1/k ≤ anbn pro tato n a tedy 0R < αβ. Oba
axiomy uspořádáńı tak plat́ı. 2

RUT v sobě přirozeným zp̊usobem obsahuje QUT.

Definice 1.6.9 (racionálńı reálná č́ısla) Čı́slo α ∈ R je racionálńı, pokud
α = [(a, a, . . . )]∼ pro nějaké a ∈ Q. Čı́slo [(a, a, . . . )]∼ označ́ıme jako a.

Úloha 1.6.10 Dokažte, že zobrazeńı f : Q → R, f(a) = a, je izomorfismus
QUT s uspořádaným podtělesem racionálńıch reálných č́ısel v RUT.

Pokud tedy chceme pracovat se zlomkem a jako s reálným č́ıslem, chápeme ho
jako racionálńı reálné č́ıslo a.

• Princip neostrých nerovnost́ı. V definićıch a algebraických úpravách v UT R
jsme se snažili a budeme se snažit systematicky použ́ıvat, kdykoli to je možné,
neostré nerovnosti ≤ a ≥mı́sto ostrých < a >. Např́ıklad výše v definici LU na R
jsme mı́sto n > n0 ⇒ an < bn− 1/k napsali n ≥ n0 ⇒ an ≤ bn− 1/k. Důvodem
naš́ı preference neostrých nerovnost́ı je fakt, že pro x, y ∈ R se nerovnost x ≤ y
po vynásobeńı nezáporným reálným č́ıslem z ≥ 0 zachová, ale ostrá nerovnost
x < y se zachovat nemuśı.

Úloha 1.6.11 Proč?

Neostré nerovnosti jsou tedy
”
bezpečněǰśı“ než ostré.

• Úplnost reálných č́ısel. Rozš́ı̌reńım zlomk̊u do reálných č́ısel źıskáme úplnost.
V př́ı̌st́ım odd́ılu ale uvid́ıme, č́ım se za to plat́ı. V d̊ukazu úplnosti R použijeme
následuj́ıćı zaj́ımavý výsledek.

Věta 1.6.12 (pravěta o limitě monotónńı posloupnosti) Necht’ a1 ≥ a2

≥ a3 ≥ · · · ≥ b jsou zlomky. Pak (an) je Cauchyova posloupnost.

Důkaz. Necht’ (an) ⊂ Q a b ∈ Q jsou, jak uvedeno. Pro každé dva indexy m ≤ n
pak je 0 ≤ am − an ≤ a1 − b. Kdyby (an) nebyla Cauchyova, existovalo by k
a taková posloupnost přirozených č́ısel m0 < m1 < . . . , že pro každé i ∈ N je
ami − ami−1 ≥ 1/k. Pro každé n ∈ N s n/k > a1 − b pak dostáváme spor, že
amn

− am0
=
∑n
i=1(ami

− ami−1
) ≥ n

k > a1 − b. 2
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Nerostoućı a zdola omezená posloupnost zlomk̊u tak vždy definuje reálné č́ıslo.
Tato forma věty 2.3.3 o limitě monotónńı posloupnosti (reálných č́ısel) funguje,
i když ještě neńı dokázána úplnost R. Dokonce pro ni ani nepotřebujeme R.

Úloha 1.6.13 Zformulujte a dokažte tuto větu pro př́ıpad neklesaj́ıćı posloup-
nosti zlomk̊u.

Dokážeme úplnost R.

Věta 1.6.14 (úplnost R) Lineárńı uspořádáńı (R, <) je úplné.

Důkaz. Necht’ množina B ⊂ R je neprázdná a shora omezená. Induktivně defi-
nujeme dvě posloupnosti racionálńıch reálných č́ısel (an), (bn) ⊂ R. Na začátku
a1 ∈ R je libovolná racionálńı horńı mez množiny B a b1 = 1. Necht’ a1, . . . , an
a b1, . . . , bn jsou už definované. Je-li an − bn horńı mez množiny B, polož́ıme
an+1 = an − bn a bn+1 = bn. Pokud neńı horńı meźı, takže β > an − bn pro
nějaké β ∈ B, polož́ıme an+1 = an a bn+1 = bn/2. Tuto proceduru opakujeme.
Źıskaná posloupnost (an) je nerostoućı a každý jej́ı člen je horńı mez množiny
B. Dı́ky B 6= ∅ je (an) zdola omezená. Tedy (úloha 1.6.10) (an) ⊂ Q je neros-
toućı a zdola omezená posloupnost. Podle věty 1.6.12 je (an) ∈ C. Ukážeme, že
α = [(an)]∼ = sup(B).

Necht’ α < β = [(cn)]∼ ∈ B. Pak an ≤ cn − 1/k pro nějaké k a každé velké
n. Protože (cn) ∈ C, můžeme vźıt m, že pro každé velké n je am ≤ cn − 1/2k.
Pak ale am < β, což nelze (an jsou horńı meze množiny B). Pro každé β ∈ B
je tedy α ≥ β a α je horńı mez množiny B. Necht’ γ ∈ R s γ < α. Dı́ky
B 6= ∅ se krok p̊uleńı bn provede nekonečněkrát a tedy existuj́ı m a β ∈ B, že
β > am − bm ≥ α− (α− γ) = γ a β > γ. Tedy α je nejmenš́ı horńı mez B. 2

Podle úlohy 1.5.14 je uspořádané těleso RUT archimedovské. Z definice (R, <)
to ale plyne př́ımo a jednodušeji, úplnost R se nepotřebuje.

Důsledek 1.6.15 (
√

2 ∈ R) Rovnice x2 = 2 má v oboru reálných č́ısel řešeńı.

Důkaz. Vezmeme množinu X = {a ∈ R : a2 < 2}. Podle věty 1.6.14 existuje
supremum s = sup(X) ∈ R. Stejné argumenty jako v d̊ukazu d̊usledku 1.5.18
ukazuj́ı, že nenastává ani s2 < 2 ani s2 > 2. Tedy s2 = 2. 2

Zobecńıme to v následuj́ıćı větě, kterou dokážeme později v d̊usledku 6.3.7. Spo-
jitost funkce znamená — později to definujeme přesně — že malá změna jej́ıho
argumentu zp̊usob́ı malou změnu jej́ı hodnoty.

Věta 1.6.16 (Bolzano–Cauchyova) Necht’ a ≤ b jsou v R a f : [a, b] → R
je taková spojitá funkce, že f(a)f(b) ≤ 0. Potom existuje č́ıslo c ∈ [a, b], že
f(c) = 0.

Bernard Bolzano (1781–1848) byl česko-italsko-německý kněz, filosof a mate-
matik.
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1.7 Spočetné a nespočetné množiny

Začneme definićı konečných a nekonečných množin.

• Konečné a nekonečné množiny. Množinu N přirozených č́ısel máme dánu
a konečnost, resp. nekonečnost, množiny X definujeme pomoćı zobrazeńı z N
do X.

Definice 1.7.1 ((ne)konečnost) X je nekonečná množina, existuje-li prostá
funkce f : N→ X. Když X neńı nekonečná, je konečná.

Úloha 1.7.2 Pro každou konečnou množinu X existuje surjekce f : N→ X.

Úloha 1.7.3 Pro každou konečnou X existuje n ∈ N0 a bijekce f : [n]→ X.

• Spočetné a nespočetné množiny. Dostáváme se k velkým množinám.

Definice 1.7.4 (nespočetné množiny) Definujeme následuj́ıćı množiny.

1. Množina X je spočetná, když existuje bijekce f : N→ X.

2. Množina X je nejvýše spočetná, je-li konečná nebo spočetná.

3. Množina X je nespočetná, když neńı nejvýše spočetná.

N je patrně spočetná množina. Existuj́ı ale nějaké nespočetné množiny? Už
jsme prozradili, že každé reálné č́ıslo [(an)]∼ je nespočetná množina. Za chv́ıli
dokážeme, že i R = C/∼ je nespočetná množina.

Věta 1.7.5 (spočetnost Q) Množina zlomk̊u Q je spočetná.

Důkaz. Připomeňme si, že Zz (⊂ Z) jsou protozlomky m
n v základńım tvaru.

Podle úlohy 1.5.3 stač́ı ukázat, že Zz je spočetná. Pro m
n ∈ Zz definujeme normu

‖mn ‖ = |m|+ n ∈ N a seznamy

Z(j) =
(
z1, j < z2, j < · · · < zkj , j : zi, j ∈ Zz, ‖zi, j‖ = j

)
, j ∈ N .

Např́ıklad

Z(5) =
(−4

1 < −3
2 < −2

3 < −1
4 < 1

4 <
2
3 <

3
2 <

4
1

)
a k5 = 8 .

Zde 0
5 6∈ Z(5), protože protozlomek 0

5 neńı v základńım tvaru. Patrně j 6= j′

⇒ Z(j) ∩ Z(j′) = ∅, každá Z(j) je konečná a neprázdná a
⋃
j∈N Z(j) = Zz.

Zobrazeńı f : N→ Zz definujeme jako

f(1) = z1, 1, f(2) = z2, 1, . . . , f(k1) = zk1, 1, f(k1 + 1) = z1, 2, . . .

— hodnoty funkce f nejprve projdou k1 seřazených protozlomk̊u v Z(1), pak k2

seřazených protozlomk̊u v Z(2), a tak dál. Obecná hodnota je pro j ∈ N rovna

f(k1 + k2 + · · ·+ kj−1 + i) = zi, j , i ∈ [kj ] ,

kde pro j = 1 tento argument funkce f definujeme jako i. Lehce se vid́ı, že f je
bijekce. 2
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Úloha 1.7.6 Dokažte, že množina Z celých č́ısel je spočetná.

• Cantorova věta. Nespočetnost množiny R plyne ze základńı věty o množinách
pocházej́ıćı od G. Cantora: potence P(X) = {A : A ⊂ X} je mnohem větš́ı
množina než X.

Věta 1.7.7 (Cantorova) Neexistuje surjekce f : X → P(X) z množiny na jej́ı
potenci.

Důkaz. Necht’ X je množina a f : X → P(X) je libovolná funkce. Źıskáme z ńı
takovou množinu Y , že (i) Y ⊂ X a (ii) Y 6∈ f [X]. Tedy f neńı na. Polož́ıme
Y = {x ∈ X : x 6∈ f(x)}. Pak (i) jistě plat́ı. Řekněme, že pro nějaké y ∈ X
se f(y) = Y . To vede ke sporu: pokud y ∈ Y , je y 6∈ f(y) = Y , a pokud
y 6∈ Y = f(y), je y ∈ Y . Takže plat́ı i (ii). 2

Úloha 1.7.8 Necht’ X = ∅. Co je Y ?

Úloha 1.7.9 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 1.7.10 (prostá Cantorova věta) Neexistuje injekce f : P(X)→ X
z potence množiny do ńı.

Jako {0, 1}N označ́ıme množinu (všech) posloupnost́ı (an) ⊂ {0, 1}. Je to
nespočetná množina.

Důsledek 1.7.11 (o {0, 1}N) Neexistuje surjekce f : N→ {0, 1}N.

Důkaz. Zobrazeńı g : {0, 1}N → P(N), g((an)) = {n ∈ N : an = 1}, je patrně
bijekce. Kdyby existovala uvedená surjekce f , složenina g ◦f by byla funkce z N
na P(N), což je v rozporu s větou 1.7.7. 2

Úloha 1.7.12 Dokažte, že g je bijekce.

• Rozvoje. Reálná č́ısla v definici 1.6.3 jsou teoretická. Prakticky je zapisujeme
jako

”
nekonečné“ desetinné rozvoje.

Definice 1.7.13 (rozvoje) (Nekonečným desetinným) rozvojem ρ rozumı́me
každou takovou posloupnost

ρ = an an−1 . . . a0 . a−1 a−2 . . . ,

kde n ∈ N, an ∈ {+,−}, pro každé m ≤ n − 1 je am ∈ {0, 1, . . . , 9} a když
an−1 = 0, pak n = 1.
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Např́ıklad v rozvoji č́ısla π = 3.1415 . . . je n = 1, a1 = +, a0 = 3, a−1 = 1,
a−2 = 4 a tak dál (znaménko + se v konvenčńım zápisu vypoušt́ı). Množina
rozvoj̊u je R. Je dobře známá korespondence F : R→ R, v ńıž F (ρ) je[(

εan−110n−1, ε(an−110n−1 + an−210n−2),

ε(an−110n−1 + an−210n−2 + an−310n−3), . . .
)]
∼

s ε = 1 pro an = + a ε = −1 pro an = −. Dev́ıtkový rozvoj ρ má maximálńı
nekonečný úsek cifer am = am−1 = am−2 = · · · = 9, přičemž začátek úseku
m ∈ N0 je jednoznačně určený podmı́nkou, že bud’ m = n− 1, anebo m < n− 1
a am+1 < 9. Následńık dev́ıtkového rozvoje vznikne přepsáńım dev́ıtek v tomto
úseku na nuly a pak když m < n−1 zvětšeńım cifry am+1 o 1, a když m = n−1
předřazeńım cifry 1 a zvětšeńım n o 1. Znaménko a ostatńı cifry se zachovaj́ı.

Definice 1.7.14 (sdružené rozvoje) Dva rozvoje ρ 6= ρ′ jsou sdružené, po-
kud bud’ {ρ, ρ′} = {+0.000 . . . ,−0.000 . . . }, anebo jde o dev́ıtkový rozvoj a jeho
následńıka.

Úloha 1.7.15 Dokažte, že dvojic sdružených rozvoj̊u je spočetně mnoho.

Př́ıklady posledně zmı́něných sdružených rozvoj̊u jsou

{−23.56999 . . . , −23.57000 . . . } a {+999.999 . . . , +1000.000 . . . } .

Jiným př́ıkladem jsou známé
”
paradoxńı“ — viz [1] — sdružené rozvoje

{κ, κ′} = {+0.999 . . . , +1.000 . . . } .

Podle následuj́ıćı věty se F (κ) = F (κ′) = 1R, i když κ 6= κ′.

Věta 1.7.16 (R a R) F : R → R je na a F (ρ) = F (ρ′) ⇐⇒ ρ = ρ′ nebo
{ρ, ρ′} jsou sdružené rozvoje.

Tuto větu dokážeme v MA 1+.

• Nespočetnost R. Dokážeme, že reálná č́ısla jsou nespočetná.

Důsledek 1.7.17 (daň za úplnost) Neexistuje funkce z N na R. Reálná č́ısla
tvoř́ı nespočetnou množinu.

Důkaz. Prvky v R bereme podle předešlé věty jako rozvoje. Vezmeme množinu
rozvoj̊u

X = {+ 0 . a−1 a−2 . . . a−m · · · : a−m ∈ {0, 1}, m ∈ N} .

Zúžeńı F |X je d́ıky posledńı větě prosté. Pro y ∈ Y = F [X] ⊂ R označ́ıme
jako F−1(y) to jediné x ∈ X, že F (x) = y. Tedy F−1 : Y → X je bijekce.

Pro spor necht’ f : N→ R je na. Tedy máme surjekci f0 : N→ Y . Zřejmě také
máme bijekci g : X → {0, 1}N. Ve sporu s d̊usledkem 1.7.11 tak máme surjekci

h = g(F−1(f0)) : N→ {0, 1}N .

2
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Úloha 1.7.18 Proč máme surjekci f0? Proč máme bijekci g? Proč je funkce h
surjekce?

Nespočetnost́ı R se zabývá článek [9]. Vycháźı z duálńı formulace, že neexistuje
injekce z R do N.
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Kapitola 2

Přednáška 2. Existence
limit posloupnost́ı

V odd́ılu 2.1 kapitoly doplňuj́ıćı druhou přednášku

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred2.pdf

z 29. 2. 2024 zavedeme aritmetiku nekonečen a rozš́ı̌renou reálnou osu

R∗ = R ∪ {−∞,+∞} .

V tvrzeńı 2.1.7 dokážeme, že v (R∗, <) má každá podmnožina infimum i supre-
mum. Věty 2.1.9 a 2.1.10 podrobně popisuj́ı aritmetiku nekonečen. Definujeme
okoĺı bod̊u a nekonečen. Hlavńı definice 2.1.16 zavád́ı současně vlastńı i ne-
vlastńı limitu reálné posloupnosti. Definice 2.1.17 zavád́ı robustnost vlastnost́ı
posloupnost́ı.

Odd́ıl 2.2 je věnován hlavně podposloupnostem. Věta 2.2.5 uvád́ı, že každá
reálná posloupnost má podposloupnost s limitou, a pomoćı podposloupnost́ı
charakterizuje situace, kdy limita posloupnosti v̊ubec neexistuje, popř́ıpadě se
nerovná zadanému prvku A ∈ R∗. V tvrzeńı 2.2.10 spoč́ıtáme, že limn1/n = 1.
Potřebujeme k tomu binomickou větu, kterou připomeneme v úloze 2.2.9.

Odd́ıl 2.3 obsahuje pět vět o existenci limit reálných posloupnost́ı. Podle
věty 2.3.3 každá monotónńı posloupnost má limitu. Ve větě 2.3.9 to zobecńıme
na kvazimonotónńı posloupnosti. Bolzano–Weierstrassova věta 2.3.15 prav́ı, že
každá omezená posloupnost má konvergentńı podposloupnost. Věta 2.3.20 o Cau-
chyově podmı́nce ukazuje, že pro reálné posloupnosti je konvergence ekvivalentńı
cauchyovosti. Podle Feketeho lemmatu ve větě 2.3.25 subaditivita i superaditi-
vita reálné posloupnosti (an) zaručuje existenci limity lim an/n.

2.1 Nekonečna, okoĺı, limity

• Značeńı. Připomeňme si logické a množinové značeńı. Dále značeńı R, N =
{1, 2, . . . } a N0 = {0, 1, . . . }. Ṕısmena i, j, k, l, m, m0, m1, . . . a n, n0, n1, . . . ,
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př́ıpadně s čárkami, označuj́ı přirozená č́ısla a a, b, c, d, e, δ, ε a θ, př́ıpadně s in-
dexy a čárkami, jsou reálná č́ısla, přičemž δ, ε a θ jsou vždy kladná. O prvćıch
R mluv́ıme jako o (reálných) č́ıslech či jako o bodech (na reálné ose). Posloup-
nost (an) ⊂ R je vlastně funkce a : N → R. Množiny reálných č́ısel obvykle
označujeme ṕısmeny M a N a mluv́ıme o nich jako o reálných množinách.

Úloha 2.1.1 Negujte výrok

∀ ε ∃ δ ∀ a, b ∈M
(
|a− b| < δ ⇒ |f(a)− f(b)| < ε

)
.

Úloha 2.1.2 (trojúhelńıková nerovnost) Pro každá reálná č́ısla a1, a2, . . . ,
an (n ∈ N) plat́ı, že

|a1 + a2 + · · ·+ an| ≤ |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| .

Stručně mluv́ıme o ∆-ové nerovnosti. Věta 4.1.19 je jej́ı nekonečná verze.

• Poč́ıtáńı s nekonečny. Pro definici nevlastńıch limit přidáme k R dva nové
r̊uzné prvky, nekonečna +∞ a −∞. Dostaneme tak rozš́ı̌renou reálnou osu

R∗ = R ∪ {+∞,−∞} .

Prvky v R∗ znač́ıme A, B, K a L. V následuj́ıćı definici se předpokládá, že
aritmetika v R je známa. Volit shodná znaménka nekonečen (či jiných sym-
bol̊u) znamená volit v daném výrazu u daných k nekonečen ±∞ bud’ všechna
horńı znaménka, anebo všechna dolńı znaménka. Volba nezávislých znamének

znamená volit všech 2k možnost́ı znamének.

Definice 2.1.3 (aritmetika v R∗) Necht’ N a N ′ jsou nekonečna. Pro každé
A ∈ R∗ definujeme N +A = A+N = N , kromě výraz̊u +∞ + (−∞) a −∞ +
(+∞), které jsou neurčité (nedefinované). Dále pro každé A 6= 0 polož́ıme
s př́ıslušnými znaménky N ·A = A ·N = N ′. Výrazy 0 ·N a N ·0 jsou neurčité.
Pro každé b ∈ R polož́ıme b/N = 0 a s př́ıslušnými znaménky N/b = N ′ (b 6= 0).

Výrazy A/0 a N/N ′ jsou neurčité. Definujeme −(±∞) = ∓∞. Konečně (R, <)
rozš́ıř́ıme o srovnáńı −∞ < +∞ a −∞ < b < +∞, b ∈ R. Neurčité výrazy tedy
jsou, se shodnými znaménky a A ∈ R∗,

A

0
, (±∞) + (∓∞), 0 · (±∞), (±∞) · 0, ±∞

±∞
a
±∞
∓∞

.

Ani aditivńı ani multiplikativńı inverz nekonečna tak neńı definovaný, třebaže
−(±∞) = ∓∞ a 1/±∞ = 0.

”
Př́ıslušná znaménka“ jsou dána pravidlem, že

součin a pod́ıl stejných (resp. r̊uzných) znamének je znaménko + (resp. −).

Definice 2.1.4 (odeč́ıtáńı) Rozd́ıl prvk̊u A,B ∈ R∗ definujeme jako

A−B = A+ (−1) ·B = A+ (−B) .
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Úloha 2.1.5 Spočtěte hodnoty −∞−2 , (−∞)− (+∞), −∞+ 10 a +∞
0 .

Úloha 2.1.6 (R∗, <) je lineárńı uspořádáńı.

Následuj́ıćı tvrzeńı a dvě věty popisuj́ı aritmetiku nekonečen.

Tvrzeńı 2.1.7 (inf a sup v R∗) V lineárńım uspořádáńı (R∗, <) má každá
množina X ⊂ R∗ infimum i supremum.

Důkaz. Dokážeme existenci sup(X). Pro infimum je argument podobný. H(X)
(⊂ R∗) je množina horńıch meźı množiny X. Pro X = ∅ se H(∅) = R∗ a

sup(∅) = min(H(∅)) = min(R∗) = −∞ .

Pro X = {−∞} se H({−∞}) = R∗ a opět

sup({−∞}) = min(H({−∞})) = min(R∗) = −∞ .

Pro +∞ ∈ X se H(X) = {+∞} a

sup(X) = min(H(X)) = min({+∞}) = +∞ .

Zbývá př́ıpad, že X 6= ∅, {−∞} a +∞ 6∈ X. Necht’ X ′ = X \ {−∞}. Pak
X ′ 6= ∅ a X ′ ⊂ R. Když X ′ neńı v LU (R, <) shora omezená, potom H(X) =
{+∞} a

sup(X) = min(H(X)) = min({+∞}) = +∞ .

Konečně pokud X ′ je v LU (R, <) shora omezená, pak supremum

sup
(R∗, <)

(X) = sup
(R, <)

(X ′) ∈ R

existuje d́ıky úplnosti (R, <), viz věta 1.6.14. 2

Úloha 2.1.8 Nalezněte všechny množiny X ⊂ R∗, pro něž sup(X) = −∞.

Následuj́ıćı věta popisuje, které axiomy uspořádaného tělesa v R∗ plat́ı.

Věta 2.1.9 (axiomy UT v R∗) S výjimkou dvou axiom̊u existence inverzńıho
prvku a axiomu uspořádáńı

A < B ⇒ A+K < B +K ,

splňuje algebraická struktura (R∗, 0, 1,+, ·, <) všechny ostatńı axiomy UT v těch
př́ıpadech, kdy daný aritmetický výraz je definovaný.
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Důkaz. Ukážeme, že kromě tř́ı uvedených axiomů přidáńı nekonečen ostatńı
axiomy nenarušilo, jen některé aritmetické výrazy nejsou definované. Neutralita
0 i neutralita 1 podle definice 2.1.3 stále plat́ı. Definice 2.1.3 rovněž ukazuje, že
plat́ı i komutativita obou operaćı: pro každé A ∈ R∗ se bud’

A+ (±∞) = ±∞+A a A · (±∞) = ±∞ ·A ,

se shodnými znaménky, anebo obě strany rovnosti jsou nedefinované, zkratkou
OSRJN. Prověř́ıme asociativitu. Pro A,B,K ∈ R∗ prověřme rovnosti

(A+B) +K
?
= A+ (B +K) a (A ·B) ·K ?

= A · (B ·K) .

Začneme sč́ıtáńım. Je-li právě jeden z prvk̊u A, B a K nekonečno, pak rovnost
plat́ı a na obou jej́ıch stranách je toto nekonečno. Jsou-li právě dva prvky ne-
konečna, pak pro shodná znaménka rovnost plat́ı a na obou stranách je toto
nekonečno, jinak OSRJN. Jsou-li všechny tři prvky nekonečna, pak pro shodná
znaménka rovnost plat́ı a na obou stranách je toto nekonečno, jinak OSRJN.

Přejdeme k násobeńı. Je-li alespoň jeden z prvk̊u A, B a K nekonečno
a žádný neńı nula, pak rovnost plat́ı a na obou jej́ıch stranách je nekonečno
se znaménkem rovným součinu znamének prvk̊u A, B a K. Je-li alespoň jeden
z prvk̊u A, B a K nekonečno a jiný je nula, pak OSRJN.

Pod́ıváme se na distributivńı zákon

A · (B +K)
?
= (A ·B) + (A ·K) .

Necht’A je nekonečno. Pokud součetB+K neńı definovaný, pak OSRJN, protože
i napravo máme součet nekonečen s r̊uznými znaménky. Pokud prvky B a K
maj́ı r̊uzná znaménka nebo jeden z nich je nula, pak pravá strana neńı defi-
novaná. Maj́ı-li stejná znaménka, pak rovnost plat́ı a na obou stranách je ne-
konečno se znaménkem rovným součinu znamének prvk̊u A a B + K. Necht’

A ∈ R a B nebo K je nekonečno. Pokud součet B + K neńı definovaný nebo
A = 0, pak OSRJN. Ve zbývaj́ıćım př́ıpadu, když A 6= 0 a B+K je nekonečno,
rovnost plat́ı a na obou stranách je nekonečno se znaménkem rovným součinu
znamének prvk̊u A a B +K.

Jak v́ıme, ani aditivńı ani multiplikativńı inverzy prvk̊u ±∞ nejsou defino-
vané. Vı́me, že relace < na R∗ je lineárńı uspořádáńı. Zbývá prověřit axiomy

A < B ⇒ A+K < B +K a A, B > 0⇒ A ·B > 0 ,

pokud alespoň jeden z prvk̊u A, B a K je nekonečno. Prvńı neplat́ı, když K je
nekonečno a A < B jsou konečné. Snadno se vid́ı, že druhý axiom plat́ı. 2

Pokud se čtenář zaradoval, že jsme s nekonečny hotovi, radoval se předčasně.
Prozkoumáme jejich vztah k operaćım odeč́ıtáńı a děleńı. Těm se v uspořádaném
tělese F nevěnuje moc pozornost, protože se daj́ı redukovat na sč́ıtáńı, násobeńı
a inverzy: pro a, b ∈ F je

a− b = a+ (−1)F · b a
a

b
= a · b−1 .

Odeč́ıtáńı v R∗ lze takto odbýt (definice 2.1.4), ale děleńı ne.
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Věta 2.1.10 (děleńı v R∗) Pro každé A,B,K,L ∈ R∗ se

A

K
+
B

K
=
A+B

K
a

A

K
· B
L

=
A ·B
K · L

,

nebo některá ze stran rovnosti neńı definovaná.

Důkaz. Začneme prvńı rovnost́ı. Necht’ K je nekonečno. Pokud A nebo B je
nekonečno, pak OSRJN. Jsou-li A a B konečné, rovnost plat́ı jako 0 + 0 = 0.
Necht’ K ∈ R a A nebo B je nekonečno. Pokud K = 0, pak OSRJN. Necht’ K 6=
0. Jsou-li A a B nekonečna s opačnými znaménky, pak OSRJN. Ve zbývaj́ıćım
př́ıpadu, kdy K ∈ R \ {0}, např. A je nekonečno a B ∈ R nebo B je nekonečno
se stejným znaménkem jako A, rovnost plat́ı a na obou stranách je nekonečno
se znaménkem rovným pod́ılu znamének prvk̊u A a K.

Přejdeme ke druhé rovnosti. Necht’ A nebo B je nekonečno. Aby pravá
strana byla definovaná, ani A ani B ani K ani L neńı nula a ani K ani L neńı
nekonečno. Rovnost pak plat́ı, na obou stranách je nekonečno se znaménkem
rovným součinu znamének těchto čtyř prvk̊u. Necht’ A,B ∈ R a K nebo L je
nekonečno. Aby pravá strana byla definovaná, ani K ani L neńı nula. Rovnost
pak plat́ı jako 0 = 0. 2

Podle [3, str. 214 prvńıho d́ılu], [4, str. 19] a [15, str. 122] symbol ne-
konečna ∞ zavedl do matematiky v r. 1655 anglický matematik John Wallis
(1616–1703).

• Okoĺı bod̊u a nekonečen. Připomı́náme značeńı reálných interval̊u:

(a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b}, (−∞, a) = {x ∈ R : x < a}

a podobně. Bohužel se lze stále setkat se značeńım interval̊u pomoćı obrácených
hranatých závorek. Předchoźı dva intervaly se pak zaṕı̌sou jako ]a, b] a (−∞, a[.
Někdy se objevuj́ı i špičaté závorky 〈 a 〉.

Definice 2.1.11 (okoĺı bod̊u a nekonečen) Pro b ∈ R definujeme ε-okoĺı
bodu b jako U(b, ε) = (b− ε, b+ ε). Dále ε-okoĺı nekonečna je

U(−∞, ε) = (−∞, −1/ε) a U(+∞, ε) = (1/ε, +∞) .

Následuj́ıćı úlohy podávaj́ı přehled základńıch vlastnost́ı okoĺı.

Úloha 2.1.12 Když c ∈ U(A, ε) a c < b < A + ε nebo A − ε < b < c, pak
i b ∈ U(A, ε).

Pro M,N ⊂ R značeńım M < N ř́ıkáme, že vždy x ∈M , y ∈ N ⇒ x < y.

Úloha 2.1.13 A < B ⇒ existuje ε, že U(A, ε) < U(B, ε), speciálně U(A, ε) ∩
U(B, ε) = ∅.

Úloha 2.1.14 Vždy ε ≤ δ ⇒ U(A, ε) ⊂ U(A, δ).
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Úloha 2.1.15 Vždy
⋂∞
k=1 U(b, 1/k) = {b} a

⋂∞
k=1 U(±∞, 1/k) = ∅.

• Limity posloupnost́ı. Symboly (an), (bn) a (cn) označuj́ı posloupnosti reálných
č́ısel. Ř́ıkáme jim reálné posloupnosti nebo jen posloupnosti. Následuj́ıćı definice
je základńı.

Definice 2.1.16 (limita posloupnosti) Necht’ (an) ⊂ R a L ∈ R∗. Pokud
pro každé ε existuje n0, že n ≥ n0 ⇒ an ∈ U(L, ε), ṕı̌seme, že lim an = L či
limn→∞ an = L či an → L, a řekneme, že posloupnost (an) má limitu L.

Když L ∈ R, pak (an) má vlastńı limitu a konverguje. Když L = ±∞, pak (an)
má nevlastńı limitu. Posloupnost diverguje, když nemá limitu nebo má nevlastńı
limitu. Vlastńı limita lim an = a znamená, že pro každé reálné (a jakkoli malé)
ε > 0 existuje index n0 ∈ N, že pro každý index n ≥ n0 je vzdálenost mezi an
a a menš́ı než ε, to jest |an−a| < ε. Nevlastńı limita lim an = −∞ znamená, že
pro každé (a jakkoli záporné) c existuje index n0, že pro každý index n ≥ n0 je
an ≤ c. Opačná nerovnost dává limitu +∞. Eventuálně konstantńı posloupnost
(an) s an = a pro každé n ≥ n0 je př́ıklad konvergentńı posloupnosti, samozřejmě
s limitou lim an = a. Mı́sto nerovnost́ıi |an−a| < ε budeme dále psát, v souladu
s principem neostrých nerovnost́ı z minulé přednášky, nerovnost |an − a| ≤ ε.

Necht’ RN je množina všech reálných posloupnost́ı. Množinám V ⊂ RN

ř́ıkáme vlastnosti reálných posloupnost́ı.

Definice 2.1.17 (robustńı vlastnosti) V ⊂ RN je robustńı vlastnost, když
vždy plat́ı implikace (an) ∈ V ⇒ (bn) ∈ V , paklǐze an 6= bn jen pro konečně
mnoho index̊u n.

Úloha 2.1.18 Která z vlastnost́ı V1, . . . , V4 posloupnosti (an) je robustńı? V1 :
(an) konverguje, V2 : (an) diverguje, V3 : lim an = −∞ a V4 : a1 = 0.

Tvrzeńı 2.1.19 (jednoznačnost limity) Limita posloupnost́ı je jednoznačná,
lim an = K ∧ lim an = L ⇒ K = L.

Důkaz. Necht’ lim an = K i lim an = L a ε je libovolné. Podle definice 2.1.16
existuje n0, že n ≥ n0 ⇒ an ∈ U(K, ε) i an ∈ U(L, ε). Pro každé ε je tedy
U(K, ε) ∩ U(L, ε) 6= ∅. Podle úlohy 2.1.13 se K = L. 2

• Dvě limity. Ukážeme, že lim 1
n = 0. Což je jasné, pro dané ε a každé n ≥

n0 := d1/εe je

0 <
1

n
≤ 1

d1/εe︸ ︷︷ ︸
≥ 1/ε

≤ 1

1/ε
= ε; |1/n− 0| ≤ ε .

Zde dae ∈ Z označuje horńı celou část č́ısla a, nejmenš́ı č́ıslo v ∈ Z, že v ≥ a.
Podobně dolńı celá část bac č́ısla a je největš́ı č́ıslo v ∈ Z, že v ≤ a.
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V druhém př́ıkladu odvod́ıme, že

3
√
n−
√
n→ −∞ .

Bud’ dáno c < 0. Pro každé n ≥ n0 ≥ 4c2, 26 pak je

netriviálńı︷ ︸︸ ︷
3
√
n−
√
n =

triviálńı︷ ︸︸ ︷
n1/2 · (n−1/6 − 1)︸ ︷︷ ︸

· · · ≤ −1/2

≤ −n1/2︸ ︷︷ ︸
· · · ≤ −2|c|

/ 2 ≤ −2|c|/2 = c .

Prvńı horńı svorka ř́ıká, že v tomto tvaru je hledaná limita netriviálńı, jev́ı se
jako neurčitý výraz +∞− (+∞). Jednoduchou algebraickou úpravou ale výraz
převedeme do triviálńı tvaru (+∞) · (0 − 1) = −∞. Dolńı svorka vždy udává
horńı mez platnou pro výraz uzavřený svorkou, když n ≥ n0.

Při výpočtu limity nemuśıme nalézt optimálńı hodnotu indexu n0 v závislosti
na ε či c. To lze jen v nejjednodušš́ıch př́ıpadech typu lim 1

n , jinak to může
být obt́ıžné. Stač́ı mı́t libovolnou hodnotu n0, aby pro každé n ≥ n0 platila
(neostrá) nerovnost v definici limity. I k tomu je ale nutné umět správně zacházet
s nerovnostmi a odhady.

Úloha 2.1.20 Vypoč́ıtejte limitu

lim
n→∞

3
√
n−
√
n

4
√
n

.

2.2 Podposloupnosti, limita n-té odmocniny z n

• Podposloupnosti posloupnost́ı. Podposloupnost posloupnosti (an) źıskáme vy-
necháńım některých člen̊u v (an) tak, že stále zbývá nekonečná posloupnost.
Formálně ńıže. V definici 2.2.6 zavedeme takzvané slabé podposloupnosti.

Definice 2.2.1 (podposloupnost) Řekneme, že (bn) je podposloupnost́ı po-
sloupnosti (an), pokud existuje posloupnost (mn) ⊂ N s m1 < m2 < . . . , že pro
každé n se bn = amn

. Tento vztah posloupnost́ı (bn) a (an) označ́ıme symbolem
(bn) � (an).

Úloha 2.2.2 Relace � na množině posloupnost́ı RN je reflexivńı a tranzitivńı.

Úloha 2.2.3 Popǐste dvě posloupnosti, že (an) � (bn) i (bn) � (an), ale (an) 6=
(bn).

Tvrzeńı 2.2.4 (� zachovává limity) Necht’ (bn) � (an) a lim an = L. Pak
i lim bn = L.

Důkaz. Plyne hned z definic 2.1.16 a 2.2.1, protože posloupnost (mn) v posledńı
definici splňuje pro každé n, že mn ≥ n. 2

Prvńı část následuj́ıćı věty dokážeme později a daľśı dvě části hned.
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Věta 2.2.5 (o podposloupnostech) Necht’ (an) ⊂ R. Plat́ı následuj́ıćı.

1. Existuje (bn), že (bn) � (an) a (bn) má limitu.

2. lim an neexistuje ⇐⇒ (an) má dvě podposloupnosti s r̊uznými limitami.

3. (an) nemá limitu A ⇐⇒ (an) má podposloupnost s limitou r̊uznou od A.

Důkaz. 1. Dokážeme později.
2. Implikace ⇐ plyne z posledńıho tvrzeńı. Dokážeme implikaci ⇒. Necht’

(an) nemá limitu. Podle části 1 existuje (bn) � (an) s lim bn = B. Ale B
neńı limitou (an), takže existuje ε a posloupnost (cn) � (an), že pro každé n
je cn 6∈ U(B, ε). Podle části 1 existuje (dn) � (cn), že lim dn = K. Patrně
(dn) � (an) a K 6= B. Tedy (bn) a (dn) jsou hledané podposloupnosti.

3. Implikace ⇐ plyne z posledńıho tvrzeńı. Dokážeme implikaci ⇒. Necht’

(an) nemá limitu A. Tedy existuje ε a (bn) � (an), že pro každé n je bn 6∈ U(A, ε).
Podle části 1 existuje (cn) � (bn), že lim cn = B. Patrně (cn) � (an) a B 6= A.
Tedy (cn) je hledaná podposloupnost. 2

Vždy tedy můžeme dokázat, že daná posloupnost nemá limitu nalezeńım dvou
podposloupnost́ı s r̊uznými limitami. Např.

(an) = ((−1)n) = (−1, 1, −1, 1, −1, . . . )

nemá limitu, protože (1, 1, . . . ) � (an) i (−1,−1, . . . ) � (an) a tyto konstantńı
podposloupnosti maj́ı r̊uzné limity 1 a −1.

Definice 2.2.6 (slabá podposloupnost) Necht’ (an) ⊂ R. Posloupnost (bn)
nazveme slabou podposloupnost́ı posloupnosti (an), existuje-li taková posloupnost
(mn) ⊂ N, že lim mn = +∞ a pro každé n se bn = amn

. Tento vztah obou
posloupnost́ı označ́ıme jako (bn) �∗ (an).

Úloha 2.2.7 Dokažte zobecněńı tvrzeńı 2.2.4: když (bn) �∗ (an) a lim an = L,
pak i lim bn = L.

Úloha 2.2.8 Když (bn) �∗ (an), pak existuje (cn), že (cn) � (bn) a (cn) � (an).

• Limita n-té odmocniny z n. Výpočet limity je netriviálńı, když je nutné poč́ıtat
limitu nějakého neurčitého (aritmetického nebo mocninného) výrazu. Jinak je
triviálńı. Třeba limity lim (2n + 3n) a lim 4

5n−3 jsou triviálńı, kdežto limity

lim (2n−3n) a lim 4n+7
5n−3 jsou netriviálńı. Netriviálńı limitu často spoč́ıtáme tak,

že ji algebraicky uprav́ıme na triviálńı. Viz lim ( 3
√
n −
√
n) výše. Následuj́ıćı

limita z n1/n je netriviálńı, protože n jde do +∞, ale 1/n jde k 0, a (+∞)0

je neurčitý mocninný výraz (jsou tři druhy neurčitých mocninných výraz̊u,
přesně je uvedeme později). Jak hned uvid́ıme, exponent převládne a n1/n → 1.
K poč́ıtáńı limit posloupnost́ı daných aritmeticko-mocninnými výrazy se vrát́ıme
v MA 1+. Začneme připomenut́ım známé Binomické věty.
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Úloha 2.2.9 (Binomická věta) Dokažte, že pro každé a, b ∈ R a n ∈ N0 se

(a+ b)n =
∑n
j=0

(
n
j

)
ajbn−j .

Zde
(
n
j

)
= n(n− 1) . . . (n− j + 1)/j!, s

(
n
0

)
= 1.

Tvrzeńı 2.2.10 (n1/n → 1) Plat́ı, že

lim
n→∞

n1/n = lim
n→∞

n
√
n = 1 .

Důkaz. Vždy n1/n ≥ 1. Kdyby n1/n 6→ 1, existovalo by č́ıslo c > 0 a posloupnost

(ni) ⊂ N s 2 ≤ n1 < n2 < . . . , že pro každé i je n
1/ni

i ≥ 1 + c (úloha 2.2.11).
Umocněńım této nerovnosti na ni a použit́ım úlohy 2.2.9 dostáváme pro každý
index i, že

ni ≥ (1 + c)ni =
∑ni

j=0

(
ni

j

)
cj = 1 +

(
ni

1

)
c+

(
ni

2

)
c2 + · · ·+

(
ni

ni

)
cni

≥
(
ni

2

)
c2 = ni(ni−1)

2 · c2 .

Pro každé i tak máme

ni ≥ ni(ni−1)
2 · c2 ; 1 + 2/c2 ≥ ni .

To je spor, posloupnost n1 < n2 < . . . neńı shora omezená. 2

Úloha 2.2.11 Vysvětlete, proč existuje posloupnost (ni) s uvedenou vlastnost́ı.

2.3 Pět vět o existenci limit

Uvedeme a dokážeme pět vět o existenci limit reálných posloupnost́ı, větu 2.3.3,
2.3.9, 2.3.15, 2.3.20 a 2.3.25.

• Monotonie a omezenost posloupnost́ı. Připomeneme monotónńı, omezené a ne-
omezené posloupnosti. Řekneme, že posloupnost (an) neklesá (resp. neroste),
když pro ∀n je an ≤ an+1 (resp. an ≥ an+1). Klesá (resp. roste), když pro
∀n je an > an+1 (resp. an < an+1). Je monotónńı, když neklesá nebo neroste.
Posloupnost je ryze monotónńı, když klesá nebo roste.

Posloupnost (an) je shora omezená, pokud existuje c, že pro ∀n je an ≤ c, ji-
nak je (an) shora neomezená. Otočeńım nerovnosti máme omezenost zdola, resp.
neomezenost zdola. Posloupnost (an) je omezená, je-li shora i zdola omezená.

Úloha 2.3.1 Dokažte, že posloupnost (an) je omezená, právě když existuje c,
že pro každé n je |an| ≤ c.

Úloha 2.3.2 Které z těchto jedenácti vlastnost́ı posloupnost́ı jsou robustńı?

• Limity monotónńıch posloupnost́ı. Existence limity posloupnosti se dá často
dokázat pomoćı následuj́ıćı věty a jej́ıho d̊usledku.
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Věta 2.3.3 (limity MP) Necht’ (an) ⊂ R neklesá, resp. neroste. Pak limita
lim an existuje a rovná se

sup({an : n ∈ N}), resp. inf({an : n ∈ N}) .

Supremum a infimum zde bereme v lineárńım uspořádáńı (R∗, <).

Důkaz. Necht’ (an) neroste (př́ıpad neklesaj́ıćı (an) je podobný), A ∈ R∗ je
uvedené infimum a je dáno ε. Vezmeme c > A tak, že c ∈ U(A, ε). Podle definice
infima pro nějaké m je am < c. Pro každé n ≥ m pak je A ≤ an ≤ am < c.
Podle úlohy 2.1.12 je an ∈ U(A, ε). Takže lim an = A. 2

Monotonie ale neńı robustńı vlastnost. Důsledek to naprav́ı.

Důsledek 2.3.4 (robustńı zobecněńı) Necht’ (an) ⊂ R má podposloupnost
(am, am+1, am+2, . . . ), která neklesá, resp. neroste. Pak limita lim an existuje
a rovná se

sup({an : n ≥ m}), resp. inf({an : n ≥ m}) .

Supremum a infimum zde opět bereme v lineárńım uspořádáńı (R∗, <).

Důkaz. Necht’ (an) a m jsou, jak uvedeno. Z definice limity je jasné, že limita
podposloupnosti (am, am+1, . . . ) se rovná limitě celé posloupnosti. 2

Úloha 2.3.5 Předpoklad d̊usledku definuje robustńı vlastnost posloupnost́ı.

• Limity kvazimonotónńıch posloupnost́ı. Zobecńıme monotónńı posloupnosti.
Řekneme, že (an) ⊂ R kvazineklesá (popř. kvazineroste), pokud pro každé n
existuje jen konečně mnoho m, že am < an (popř. am > an). Posloupnost (an)
je kvazimonotónńı, je-li kvazineklesaj́ıćı nebo kvazinerostoućı.

Úloha 2.3.6 Každá monotónńı posloupnost je kvazimonotónńı.

Úloha 2.3.7 Uved’te př́ıklad kvazimonotónńı posloupnosti (an), jej́ı̌z žádná pod-
posloupnost (am, am+1, . . . ) neńı monotónńı.

Úloha 2.3.8 Zapǐste kvazimonotonii jen pomoćı kvantifikátor̊u, logických spo-
jek, závorek, proměnných a nerovnost́ı mezi přirozenými a reálnými č́ısly.

Následuj́ıćı věta použ́ıvá veličiny lim sup a lim inf posloupnosti. Ty jsou vždy
definované a nabývaj́ı hodnoty v R∗. Definujeme je př́ı̌stě.

Věta 2.3.9 (limity KMP). Když posloupnost (an) kvazineklesá, popř. kvazi-
neroste, pak lim an = lim sup an, popř. lim an = lim inf an.
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Důkaz. Necht’ (an) kvazineklesá (př́ıpad kvazinerostoućı (an) je podobný), A =
lim sup an a je dáno ε. Posloupnost (an) má podposloupnost (amn

) s lim amn
=

A a pro každé n ≥ n0 je an < A + ε. Vezmeme n′, že amn′ ∈ U(A, ε). Protože
(an) kvazineklesá, vezmeme n1 ≥ n0, že pro každé n ≥ n1 je

amn′ ≤ an < A+ ε .

Podle úlohy 2.1.12 je an ∈ U(A, ε) a lim an = A. 2

Opět uvedeme robustńı ześıleńı.

Důsledek 2.3.10 (robustńı zobecněńı) Necht’ (an) ⊂ R má podposloupnost
(am, am+1, am+2, . . . ), která kvazineklesá, resp. kvazineroste. Pak

lim an = lim sup an, resp. lim an = lim inf an .

Důkaz. Necht’ (an) a m jsou, jak uvedeno. Z definice limity je jasné, že li-
mita podposloupnosti (bn) = (am, am+1, . . . ) se rovná limitě celé posloupnosti.
Samozřejmě lim sup bn = lim sup an a totéž pro liminf. 2

Úloha 2.3.11 Předpoklad d̊usledku definuje robustńı vlastnost posloupnost́ı.

I ve větě 2.3.3 a d̊usledku 2.3.4 lze suprema a infima nahradit limsupy a liminfy.
S kvazimonotónńımi posloupnostmi přǐsel anglický matematik Godfrey H. Hardy
(1877–1947). V MA 1+ dokážeme, že předešlý d̊usledek je v jistém smyslu nej-
obecněǰśı výsledek o existenci limit posloupnost́ı omezených nerovnostmi.

• Bolzano–Weierstrassova věta. Začneme zaj́ımavým pomocným výsledkem.

Tvrzeńı 2.3.12 (existence MPP) Každá reálná posloupnost má monotónńı
podposloupnost.

Důkaz. Pro danou posloupnost (an) uváž́ıme množinu

M = {n : ∀m
(
n ≤ m⇒ an ≥ am

)
} .

Když množina M = {m1 < m2 < . . . } je nekonečná, máme nerostoućı pod-
posloupnost (amn

). Když M je konečná, vezmeme č́ıslo m1 > max(M) (pro
M = ∅ je m1 libovolné). Pak jistě m1 6∈ M a tedy existuje č́ıslo m2 > m1, že
am1

< am2
. Protože m2 6∈ M , existuje m3 > m2, že am2

< am3
. A tak dále,

dostaneme rostoućı podposloupnost (amn). 2

Úloha 2.3.13 Zobecněte předchoźı tvrzeńı pro obecné lineárńı uspořádáńı.

Z věty 2.3.3 a z předešlého tvrzeńı dostáváme dva d̊usledky. Prvńı z nich je
část 1 věty 2.2.5. Druhým je Bolzano–Weierstrassova věta.

Důsledek 2.3.14 (část 1 věty 2.2.5) Každá posloupnost reálných č́ısel má
podposloupnost, která má limitu.
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Důkaz. Necht’ (an) ⊂ R. Podle předešlého tvrzeńı máme monotónńı podpo-
sloupnost (bn) � (an). Podle věty 2.3.3 má (bn) limitu. 2

Věta 2.3.15 (Bolzano–Weierstrassova) Každá omezená reálná posloupnost
má konvergentńı podposloupnost.

Důkaz. Necht’ (an) je omezená posloupnost a (bn) � (an) je jej́ı monotónńı
podposloupnost zaručená předešlým tvrzeńım. Patrně je (bn) omezená a podle
věty 2.3.3 má vlastńı limitu. 2

Úloha 2.3.16 (limita v intervalu) Necht’ a ≤ b jsou reálná č́ısla. Pak každá
posloupnost (an) ⊂ [a, b] má podposloupnost (amn), která má vlastńı limitu
lim amn

∈ [a, b].

Karl Weierstrass (1815–1897) byl německý matematik.

• Cauchyova podmı́nka. V definici množiny R jsme se setkali s Cauchyovými
posloupnostmi zlomk̊u. Reálné Cauchyovy posloupnosti jsou definovány stejně.

Definice 2.3.17 (Cauchyovy posloupnosti) Posloupnost (an) ⊂ R nazveme
Cauchyovou (nebo cauchyovskou), pokud pro každé ε existuje n0, že m,n ≥ n0

⇒ |am − an| ≤ ε.

Úloha 2.3.18 Cauchyovost posloupnost́ı reálných č́ısel je robustńı vlastnost.

Úloha 2.3.19 Každá Cauchyova posloupnost reálných č́ısel je omezená.

Věta 2.3.20 (Cauchyova podmı́nka) (an) je konvergentńı ⇐⇒ (an) je
Cauchyova.

Důkaz. Implikace ⇒. Necht’ lim an = a a je dáno ε. Pak |an − a| ≤ ε/2 pro
každé velké n. Podle úlohy 2.1.2 pro každé velké m a n plat́ı, že

|am − an| ≤ |am − a|+ |a− an| ≤ ε/2 + ε/2 = ε .

Takže (an) je Cauchyova posloupnost.
Implikace ⇐. Necht’ (an) je Cauchyova posloupnost. Jak v́ıme z posledńı

úlohy, (an) je omezená. Podle Bolzano–Weierstrassovy věty má konvergentńı
podposloupnost (amn

) s limitou a. Pro dané ε tak pro každé velké m a n je
|amn

− a| ≤ ε/2 a |am − an| ≤ ε/2. Vždy mn ≥ n, takže opět podle úlohy 2.1.2
pro každé velké n je

|an − a| ≤ |an − amn
|+ |amn

− a| ≤ ε/2 + ε/2 = ε .

Tedy lim an = a. 2

Je zaj́ımavé, že francouzský matematik A.-L. Cauchy, po němž jsou posloupnosti
v definici 2.3.17 (a řada daľśıch pojmů v analýze) nazvány, pobýval několik let
v Praze v politickém exilu.
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Úloha 2.3.21 Ukažte, že existuje Cauchyova posloupnost (an) ⊂ Q, která nemá
racionálńı limitu. Předešlá věta tak v uspořádaném tělese Q neplat́ı.

To neńı nic překvapuj́ıćıho, v́ıme, že uspořádané těleso Q neńı úplné.

Úloha 2.3.22 Kde se v d̊ukazu předešlé věty použila úplnost reálných č́ısel?

• Feketeho lemma. Lemma, jež uvedeme jako větu, se jmenuje podle mad’arsko-
izraelského matematika Michaela Feketeho (1886–1957).

Úloha 2.3.23 fekete = ?

Úloha 2.3.24 Řešte předešlou úlohu prostředky dostupnými v r. 1984.

Posloupnost (an) je superaditivńı, popř. subaditivńı, pokud pro každé indexy
m a n je am+n ≥ am + an, popř. am+n ≤ am + an.

Věta 2.3.25 (Feketeho lemma) Necht’ (an) je posloupnost a M = {an/n :
n ∈ N}. Když (an) je superaditivńı, popř. subaditivńı, pak lim an

n = sup(M),
popř. lim an

n = inf(M). Supremum a infimum zde bereme v LU (R∗, <).

Důkaz. Necht’ (an) je superaditivńı (pro subaditivńı posloupnosti je argument
podobný) a je dáno ε. Vezmeme c < sup(M) tak, že c ∈ U(sup(M), ε). Podle
definice suprema existuje m, že am/m > c. Necht’ č́ıslo n ≥ m je libovolné.
Naṕı̌seme ho jako n = km + l, kde k ∈ N, l ∈ N0 a 0 ≤ l < m (tj. n vyděĺıme
č́ıslem m se zbytkem). Dı́ky superaditivitě (an) je

an
n
≥ kam
km+ l

+
al
n

=
am/m

1 + l/km
+
al
n
.

Pro n→∞ i k →∞, tedy 1 + l/km→ 1, al/n→ 0 a pro každé δ pro velké n je
an/n ≥ am/m−δ. Existuje n0 ≥ m, že pro každé n ≥ n0 je c < an/n ≤ sup(M).
Podle úlohy 2.1.12 je an/n ∈ U(sup(M), ε). Tedy an/n→ sup(M). 2

Ve čtyřech úlohách ukážeme použit́ı věty 2.3.25 v extremálńı kombinatorice.

Úloha 2.3.26 (abba-prostá slova) Necht’ f(n) = l je maximálńı délka slova
u = a1a2 . . . al nad n-prvkovou abecedou splňuj́ıćıho dvě podmı́nky. (i) Pro každé
i ∈ [l−1] je ai 6= ai+1. (ii) Slovo u neobsahuje podslovo typu abba, takže neexistuj́ı
čtyři indexy 1 ≤ k1 < k2 < k3 < k4 ≤ l, pro něž ak1 = ak4 6= ak2 = ak3 . Pomoćı
Feketeho lemmatu dokažte, že existuje (vlastńı nebo nevlastńı) limita

L = lim f(n)/n .

Neńı moc těžké dokázat, že f(n) = 3n− 2, takže L = 3.

Úloha 2.3.27 (abab-prostá slova) Táž úloha pro abab-prostá slova.

I zde neńı moc těžké dokázat, že f(n) = 2n− 1, takže L = 2.
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Úloha 2.3.28 (aabb-prostá slova) Táž úloha pro aabb-prostá slova.

Aritmetickou posloupnost́ı X (⊂ Z) délky k ∈ N rozumı́me každou množinu

X = {a+ jd : j ∈ [k]}, a ∈ Z & d ∈ N .

Úloha 2.3.29 (funkce rk(n)) Pro k, n ∈ N necht’ rk(n) je maximálńı velikost
množiny A ⊂ [n] neobsahuj́ıćı aritmetickou posloupnost délky k. Pomoćı Feke-
teho lemmatu dokažte, že pro každé k existuje vlastńı limita

Lk = lim
n→∞

rk(n)/n (∈ [0, 1]) .

Lehce se vid́ı, že L1 = L2 = 0. Pro k ≥ 3 plat́ı následuj́ıćı slavná věta.

Věta 2.3.30 (E. Szemerédi, 1975) I pro každé k ≥ 3 se Lk = 0.

Jej́ı d̊ukaz je dosti obt́ıžný, viz [11] či [12].
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Kapitola 3

Přednáška 3. Aritmetika
limit. AK řady

Kapitolu založenou na třet́ı přednášce

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred3.pdf

ze 7. 3. 2024 začneme odd́ılem 3.1 o vztahu limit posloupnost́ı a aritmetických
operaćı. Hlavńım výsledkem je věta 3.1.2 o limitě součtové, součinové a pod́ılové
posloupnosti. Ve dvou jej́ıch dodatćıch v tvrzeńıch 3.1.4 a 3.1.6 nejprve uve-
deme několik situaćı větou nepokrytých, a pak pomoćı limit zachyt́ıme nejed-
noznačnost neurčitých aritmetických výraz̊u. Důkazy dodatk̊u jsou úlohy.

V odd́ılu 3.2 ilustrujeme d̊ukazem tvrzeńı 3.2.2 výpočet limity rekurentńı
posloupnosti. V tvrzeńı 3.2.4 urč́ıme limity posloupnosti (qn). Odd́ıl 3.3 se
zabývá vztahem limit a uspořádáńı reálných č́ısel. Věta 3.3.2 o tomto vztahu je
v naš́ı učebnici silněǰśı, než jak se obvykle uvád́ı. Podobně i věta 3.3.10 o dvou
strážńıćıch. Odd́ıl 3.4 se věnuje veličinám lim inf a lim sup reálné posloupnosti.
Ve větě 3.4.4 dokážeme, že tyto hodnoty přǐrazené dané posloupnosti jsou vždy
definované, a věta 3.4.6 uvád́ı jejich základńı vlastnosti.

V závěrečném odd́ılu 3.5 uvedeme na scénu (nekonečné) řady. Pojmeme je
jinak, než je standardńı, zavedeme takzvané AK řady jako spočetná zobecněńı
konečných součt̊u. Řadám se dále věnujeme v následuj́ıćı přednášce a v MA 1+.

3.1 Aritmetika limit

• Aritmetika limit. Připomı́náme, že (an), (bn) a (cn) označuj́ı reálné posloup-
nosti, že reálná č́ısla ε, δ a θ jsou vždy kladná, že R∗ je rozš́ı̌rená reálná osa
a že A, B, K a L označuj́ı jej́ı prvky. Připomı́náme poč́ıtáńı s nekonečny v de-
finici 2.1.3. Následuj́ıćı věta je základem pro výpočet limit. Nejprve ale ůloha.

Úloha 3.1.1 (obměna ∆-ové nerovnosti) Pro každé a, b ∈ R je

|a+ b| ≥ |a| − |b| i |a− b| ≥ |a| − |b| .
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Věta 3.1.2 (aritmetika limit) Necht’ lim an = K a lim bn = L. Potom se
lim(an+ bn) = K+L, lim(anbn) = KL a lim(an/bn) = K/L, když výraz vpravo
neńı neurčitý.

Důkaz. Součet. Necht’ K,L ∈ R a je dáno ε. Pro každé velké n máme |an−K| ≤
ε/2 a |bn − L| ≤ ε/2. Podle ∆-ové nerovnosti pro tato n

|(an + bn)− (K + L)| ≤ |an −K|+ |bn − L| ≤ ε/2 + ε/2 = ε

a an + bn → K + L.
Necht’ K = L = ±∞ a je dáno ε. Pro každé velké n maj́ı an a bn znaménko

jako K a |an|, |bn| ≥ 1/2ε. Pro tato n tedy an + bn má znaménko jako K,
|an + bn| = |an|+ |bn| ≥ 1/2ε+ 1/2ε = 1/ε a an + bn → K + L = K = L.

Necht’ K = ±∞, L ∈ R a je dáno ε. Pro každé velké n má an znaménko
jako K, |an| ≥ 1/ε + |L| + 1 a |bn − L| ≤ 1, tedy |bn| ≤ |L| + 1. Pro tato n
má an + bn znaménko jako K a, podle úlohy 3.1.1, |an + bn| ≥ |an| − |bn| ≥
1/ε + |L| + 1 − |L| − 1 = 1/ε, tud́ıž an + bn → K + L = K. Př́ıpady K ∈ R
a L = ±∞ řeš́ı komutativita sč́ıtáńı.

Součin. Necht’ K,L ∈ R a je dáno ε ≤ 1. Pro každé velké n máme |an−K| ≤
ε/(2|L|+1), tedy |an| ≤ |K|+1, a |bn−L| ≤ ε/(2|K|+2). Podle ∆-ové nerovnosti
pro tato n

|anbn −KL| ≤ |an| · |bn − L|+ |L| · |an −K|
≤ (|K|+ 1) · ε

2|K|+2 + |L| · ε
2|L|+1 ≤ ε/2 + ε/2 = ε

a anbn → KL.
Necht’ K = ±∞, L = ±∞ a je dáno ε. Pro každé velké n má an znaménko

jako K, bn jako L a |an|, |bn| ≥ 1/
√
ε. Pro tato n má tedy anbn znaménko jako

KL, |anbn| = |an| · |bn| ≥ 1/
√
ε · 1/

√
ε = 1/ε a anbn → KL.

Necht’ K = ±∞, L ∈ R \ {0} (L = 0 dává neurčitý výraz) a je dáno ε. Pro
každé velké n má an znaménko jako K, |an| ≥ 2/(ε|L|) a |bn −L| ≤ |L|/2, tedy
|bn| ≥ |L|/2. Pro tato n tedy anbn má znaménko jako KL, |anbn| = |an| · |bn| ≥

2
ε|L| ·

|L|
2 = 1/ε a anbn → KL. Př́ıpady K ∈ R\{0} a L = ±∞ řeš́ı komutativita

násobeńı.
Pod́ıl. Necht’ K ∈ R, L ∈ R\{0} (L = 0 dává neurčitý výraz) a je dáno ε. Pro

velké n je |an−K| ≤ min({1, εL2/4(|L|+ 1)}) a |bn−L| ≤ min({1, εL2/4(|K|+
1), |L|/2}), tedy |an| ≤ |K| + 1, |bn| ≤ |L| + 1 a |bn| ≥ |L|/2. Podle ∆-ové
nerovnosti pro tato n je

∣∣an/bn −K/L∣∣ =
∣∣(anL− bnK)/bnL

∣∣
≤ |an| · |L− bn|+ |bn| · |an −K|

|bn| · |L|
≤ εL2/4 + εL2/4

L2/2
= ε

a an/bn → K/L.
Necht’ K = ±∞, L ∈ R\{0} a je dáno ε. Pro každé velké n má an znaménko

jako K, |an| ≥ (|L| + 1)/ε a |bn − L| ≤ 1, tedy |bn| ≤ |L| + 1. Pro tato n tedy

an/bn má znaménko jako K/L, |an/bn| = |an|/|bn| ≥ |L|+1
ε /(|L| + 1) = 1/ε

a an/bn → K/L.

39



Necht’ K ∈ R, L = ±∞ a je dáno ε. Pro každé velké n je |an −K| ≤ 1, tedy
|an| ≤ |K| + 1, a |bn| ≥ (|K| + 1)/ε. Pro tato n tedy |an/bn − 0| = |an/bn| =

|an|/|bn| ≤ |K|+1
(|K|+1)/ε = ε a an/bn → K/L = 0. 2

Když lim an = K, lim bn = L a K/L neńı neurčitý výraz, pak L 6= 0. Konečně
mnoho index̊u n, kdy bn = 0 a zlomek an/bn neńı definovaný, pak ignorujeme
či pro ně an/bn libovolně dodefinujeme.

• Dodatky k aritmetice limit. Předešlá věta zdaleka nepopisuje aritmetiku limit
reálných posloupnost́ı beze zbytku. I když (an) nebo (bn) nemá limitu, výsledná
jednoznačná limita součtu, součinu či pod́ılu může stále existovat. Šest takových
situaćı ted’ poṕı̌seme. Důkazy ponecháváme jako úlohu.

Úloha 3.1.3 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.1.4 (dodatek 1 k AL) Necht’ (an) a (bn) jsou reálné posloupnosti.
I když př́ıpadně (an) nemá limitu, plat́ı následuj́ıćı implikace.

1. (an) je omezená a L = lim bn = ±∞. Pak lim (an + bn) = L.

2. (an) je omezená a lim bn = 0. Pak lim anbn = 0.

3. Pro každé velké n je an ≥ c > 0 a L = lim bn = ±∞. Pak lim anbn = L.

4. (an) je omezená a lim bn = ±∞. Pak lim an/bn = 0.

5. Pro každé velké n je an ≥ c > 0 i bn > 0 a lim bn = 0. Pak lim an/bn =
+∞.

6. Pro každé velké n je 0 < an ≤ c a L = lim bn = ±∞. Pak lim bn/an = L.

V částech 3 a 5 může také být an ≤ c < 0, v části 6 může být c ≤ an < 0
a v části 5 může být bn < 0. Čtenář si tyto modifikace sám snadno přesně
zformuluje a dokáže.

Je-li výraz K+L, KL či K/L neurčitý, neńı v obecné situaci výsledná limita
jednoznačně určena. Na př́ıkladech ukážeme, co se může d́ıt.

Úloha 3.1.5 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.1.6 (dodatek 2 k AL) Pro každé A ∈ R∗ existuj́ı reálné posloup-
nosti (an) a (bn), pro něž plat́ı následuj́ıćı.

1. lim an = +∞, lim bn = −∞ a lim (an + bn) = A.

2. lim an = 0, lim bn = +∞ a lim anbn = A.

3. lim an = lim bn = 0 a lim an/bn = A.

4. lim an = ±∞, lim bn = ±∞ a lim an/bn = A.
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3.2 Rekurentńı posloupnosti

Poč́ıtáńı limit rekurentńıch posloupnost́ı demonstrujeme na př́ıkladu v d̊ukazu
následuj́ıćıho tvrzeńı. Podrobněji se těmito limitami zabýváme v MA 1+.

• Limita jedné rekurentńı posloupnosti. Začneme ale úlohou o nerovnosti mezi
aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem.

Úloha 3.2.1 (AG nerovnost) Pro každá dvě č́ısla a, b ≥ 0 je a+b
2 ≥

√
ab.

Tvrzeńı 3.2.2 (rekurentńı limita) Posloupnost (an) ⊂ Q bud’ dána jako
a1 = 1 a pro n ≥ 2 vztahem an = an−1

2 + 1
an−1

. Pak lim an =
√

2.

Důkaz. Nejprve dokážeme, že a2 ≥ a3 ≥ · · · ≥ 0, takže (an) konverguje podle
d̊usledku 2.3.4. Patrně vždy an > 0 a an je definována pro každé n. Pro n ≥ 2
je podle AG nerovnosti

an = an−1/2 + 1/an−1 ≥ 2
√

(an−1/2)/an−1 =
√

2 .

Pro n ≥ 3 pak plat́ı an−1 ≥ an, právě když an−1/2 ≥ 1/an−1, to jest právě
když an−1 ≥

√
2, což je pravda. Necht’ a = lim an ≥

√
2. Podle AL a limit

podposloupnost́ı je

a = lim an =
lim an−1

2
+

1

lim an−1
=
a

2
+

1

a
.

Tedy a/2 = 1/a, a2 = 2 a a =
√

2. 2

Aby postup při hledáńı limity rekurentńı posloupnosti (an) předvedený výše
byl správný, muśı se vždy dokázat, že lim an existuje. Např́ıklad rekurentńı
posloupnost (an) daná jako a1 = 1 a an = −an−1, n ≥ 2, nemá limitu lim an =
0, přestože rovnice L = −L má v R∗ jediné řešeńı L = 0. Limita posloupnosti
(an) = (1,−1, 1,−1, . . . ) neexistuje.

• Limita geometrické posloupnosti. Je to posloupnost mocnin

(qn) = (q, q2, q3, . . . ), q ∈ R .

Úloha 3.2.3 (daľśı dodatek k AL) Pro každou posloupnost (an) je

lim an = 0 ⇐⇒ lim |an| = 0 .

Tvrzeńı 3.2.4 (limita geometrické posloupnosti) Necht’ je q ∈ R. Potom
pro |q| < 1 se lim qn = 0, pro q = 1 se lim qn = 1, pro q > 1 se lim qn = +∞
a pro q ≤ −1 tato limita neexistuje.
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Důkaz. Necht’ |q| < 1. Podle posledńı úlohy lze předpokládat, že q ∈ [0, 1). Pak
(qn) neroste a je zdola omezená. Podle d̊usledku 2.3.10 má nezápornou vlastńı
limitu L. Protože qn = q · qn−1, plat́ı rovnice L = q ·L. Tedy L = 0/(1− q) = 0.
Pro q = 1 máme konstantńı posloupnost (1, 1, . . . ). Necht’ q > 1. Podle prvńı
části tohoto tvrzeńı a části 5 tvrzeńı 3.1.4 je lim qn = lim 1

(1/q)n = 1
0+ = +∞.

Pro q ≤ −1 posloupnost (qn) nemá limitu, protože podposloupnosti se sudými
a s lichými indexy maj́ı r̊uzné limity. 2

3.3 Uspořádáńı a limity

Probereme vztah limit a LU (R∗, <). K této záležitosti se vrát́ıme v MA 1+.

• Obligátńı věta jinak. Umı́me-li porovnat členy dvou posloupnost́ı, umı́me po-
rovnat i jejich limity, a naopak. Ale které členy obou posloupnost́ı mezi sebou
porovnáváme? Začneme úlohou.

Úloha 3.3.1 Když A < B, pak existuje ε, že U(A, ε) < U(B, ε), to jest vždy
x ∈ U(A, ε) a y ∈ U(B, ε) ⇒ x < y.

Věta 3.3.2 (limita a uspořádáńı) Mějme reálné posloupnosti (an) a (bn), že
lim an = K a lim bn = L. Potom plat́ı následuj́ıćı.

1. Když K < L, tak existuje n0, že pro každé dva, ne nutně stejné, indexy
m,n ≥ n0 je am < bn.

2. Když pro každé n0 existuj́ı indexy m a n, že m,n ≥ n0 & am ≥ bn, pak
K ≥ L.

Důkaz. 1. Necht’ K < L. Podle úlohy 3.3.1 existuje ε, že U(K, ε) < U(L, ε).
Podle definice limity máme n0, že plat́ı implikace m,n ≥ n0 ⇒ am je v U(K, ε)
a bn v U(L, ε). Tedy m,n ≥ n0 ⇒ am < bn.

2. Podle logiky je implikace ϕ ⇒ ψ totéž, jako jej́ı obměna ¬ψ ⇒ ¬ϕ
(úloha 1.2.2). Obměna implikace v části 1 je ale právě část 2. 2

Jednou ze záhad výuky matematické analýzy je, proč se tato věta jinak uvád́ı
vždy v daleko slabš́ı podobě: K < L ⇒ existuje n0, že pro každé n ≥ n0 je
an < bn. Podobně druhá část. (Sám jsem ovšem tyto slabš́ı verze také řadu let
učil.)

Úloha 3.3.3 Vysvětlete, proč je prvńı část věty 3.3.2 s r̊uznými indexy m a n
silněǰśı výsledek, než obvyklá verze s m = n.

Ostrá nerovnost mezi členy dvou posloupnost́ı může v limitě přej́ıt v rovnost.

Úloha 3.3.4 Uved’te př́ıklad konvergentńıch posloupnost́ı (an) a (bn), že pro
každé m a n je am > bn, ale lim an = lim bn.
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Následuj́ıćı tvrzeńı dále zesiluje prvńı část posledńı věty.

Úloha 3.3.5 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı a formulujte odpov́ıdaj́ıćı druhou část.

Tvrzeńı 3.3.6 (ześıleńı věty 3.3.2) Když lim an = K, lim bn = L a K < L,
pak existuj́ı reálná č́ısla a < b, že pro každé m,n ≥ n0 je

am ≤ a < b ≤ bn .

• Intervaly. Pro reálná č́ısla a a b označ́ıme uzavřený interval s konci a a b jako
I(a, b):

I(a, b) = [a, b] pro a ≤ b a I(a, b) = [b, a] pro a ≥ b .
M ⊂ R je konvexńı množina, pokud pro každé a, b ∈ M je I(a, b) ⊂ M .
Např́ıklad každé okoĺı U(A, ε) je konvexńı.

Tvrzeńı 3.3.7 (o intervalech) Konvexńı množiny reálných č́ısel jsou právě
∅, singletony {a} pro a ∈ R, celé R a pro reálná č́ısla a < b intervaly (a, b),
(−∞, a), (a, +∞), (a, b], [a, b), [a, b], (−∞, a] & [a, +∞).

Důkaz. Z tranzitivity < plyne, že všechny uvedené množiny jsou konvexńı.
Ukážeme, že jiné konvexńı reálné množiny neexistuj́ı. Necht’ X ⊂ R s X 6=
∅,R, {a} je konvexńı množina a a ∈ R \X. Z konvexity X plyne, že a ∈ H(X)
(horńı meze množiny X) nebo a ∈ D(X) (dolńı meze množiny X). Probereme
pouze prvńı př́ıpad, druhý se na něj převede otočeńım nerovnost́ı.

Necht’ tedy H(X) 6= ∅. Polož́ıme b = sup(X). Necht’ D(X) = ∅. Pokud
b ∈ X, pak X = (−∞, b]. Pokud b 6∈ X, pak X = (−∞, b). Necht’ D(X) 6= ∅.
Pak polož́ıme c = inf(X), patrně c < b. Pokud b 6∈ X a c 6∈ X, pak X = (c, b).
Pokud b 6∈ X a c ∈ X, pak X = [c, b). Pokud b ∈ X a c 6∈ X, pak X = (c, b].
Konečně pokud b ∈ X a c ∈ X, pak X = [c, b]. 2

Úloha 3.3.8 Existuj́ı neprázdné konečné intervaly?

Definice 3.3.9 (netriviálńı intervaly) Interval I je netriviálńı, pokud I 6=
∅, {a} pro a ∈ R.

• Věta o dvou strážńıćıch. Následuj́ıćı věta je populárńı vzhledem ke svému
názvu. Zformulujeme ji trochu obecněji, než je obvyklé.

Věta 3.3.10 (dva strážńıci) Když lim an = lim bn = a, (cn) ⊂ R a pro každé
velké n je cn ∈ I(an, bn), pak též lim cn = a.

Důkaz. Necht’ posloupnosti (an), (bn) a (cn) jsou, jak uvedeno, a je dáno ε. Pak
pro každé velké n je an, bn ∈ U(a, ε). Dı́ky konvexitě U(a, ε) pro každé velké n
je cn ∈ I(an, bn) ⊂ U(a, ε) a cn → a. 2

Obvykle se požaduje an ≤ cn ≤ bn. Dva strážńıci (an) a (bn) mezi sebou vedou
podezřelou posloupnost (cn) ke společné limitě a.

Úloha 3.3.11 Pro nevlastńı limitu stač́ı jeden strážńık: když lim an = −∞
a pro každé velké n je bn ≤ an, pak i lim bn = −∞. Podobně pro limitu +∞.
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3.4 Limes inferior a limes superior

Tyto latinské termı́ny znamenaj́ı
”
nejmenš́ı limita“ a

”
největš́ı limita“.

• Hromadné body. Hromadné body posloupnost́ı jsou limity podposloupnost́ı.

Definice 3.4.1 (hromadné body) A ∈ R∗ je hromadný bod posloupnosti (an),
pokud A = lim bn pro nějakou (bn) � (an). H(an) (⊂ R∗) označuje množinu
hromadných bod̊u posloupnosti (an).

Např́ıklad (an) = (n−1+(−1)nn+1/n) má hromadné bodyH(an) = {−1,+∞}.

Úloha 3.4.2 Každá posloupnost má alespoň jeden hromadný bod.

• Limes inferior a limes superior posloupnosti. Jak jsme už prozradili, jedná se
o nejmenš́ı, resp. největš́ı, limitu podposloupnosti dané posloupnosti.

Definice 3.4.3 (liminf a limsup) Pro každou posloupnost (an) ⊂ R definu-
jeme lim inf an = min(H(an)) a lim sup an = max(H(an)). Minimum a maxi-
mum bereme v LU (R∗, <).

Muśıme ale dokázat, že tato minima a maxima existuj́ı.

Věta 3.4.4 (liminf a limsup) Pro každou (an) ⊂ R je H(an) 6= ∅. Množina
H(an) má v lineárńım uspořádáńı (R∗, <) minimum i maximum.

Důkaz. Necht’ (an) ⊂ R. H(an) 6= ∅ podle úlohy 3.4.2. Dokážeme existenci
max(H(an)), pro minimum se argumentuje podobně. Necht’ A = sup(H(an)),
bráno v (R∗, <) (d́ıky tvrzeńı 2.1.7 supremum A existuje). Dokážeme, že A je
v H(an). Když A = −∞, je H(an) = {−∞} a jsme hotovi, A ∈ H(an).

Necht’ A > −∞. Můžeme předpokládat, že existuje reálná posloupnost
(bn) ⊂ H(an) s lim bn = A. Pro A < +∞ a pro A = +∞ 6∈ H(an) to plyne
z definice suprema. Pro A = +∞ ∈ H(an) jsme hotovi. Protože každé č́ıslo bn je
limitou podposloupnosti posloupnosti (an), snadno sestroj́ıme podposloupnost
(amn), že pro každé n je amn ∈ U(bn, 1/n). Pak lim amn = lim bn = A a tedy
A ∈ H(an). 2

Je jasné, že když limita lim an existuje, je H(an) = {lim an}. Dokážeme
několik daľśıch vlastnost́ı liminf̊u a limsup̊u posloupnost́ı.

Tvrzeńı 3.4.5 (lim inf
?
= lim sup) Vždy plat́ı, že lim inf an ≤ lim sup an. Rov-

nost nastává ⇐⇒ existuje lim an. Pak lim inf an = lim sup an = lim an.

Důkaz. Nerovnost je zřejmá, protože lim inf an = min(H(an)) a lim sup an =
max(H(an)). Plat́ı-li rovnost, je množina H(an) jednoprvková, (an) nemá dvě
podposloupnosti s r̊uznými limitami a podle části 2 tvrzeńı 2.2.4 má (an) limitu.
Ta se rovná lim inf an a lim sup an. Pokud lim inf an 6= lim sup an, posloupnost
(an) má dvě podposloupnosti s r̊uznými limitami a nemá limitu. 2
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Věta 3.4.6 (vlastnosti liminf̊u a limsup̊u) Necht’ (an) je posloupnost, A =
lim inf an a B = lim sup an.

1. Když A = −∞, pak pro každé c < 0 pro nekonečně mnoho n je an ≤ c.
Když A = +∞, pak lim an = +∞.

2. Když A ∈ R, pak pro každé ε pro nekonečně mnoho n je an ≤ A + ε &
pro každé n ≥ n0 je an ≥ A− ε.

3. Když B = +∞, pak pro každé c > 0 pro nekonečně mnoho n je an ≥ c.
Když B = −∞, pak lim an = −∞.

4. Když B ∈ R, pak pro každé ε pro nekonečně mnoho n je an ≥ B − ε &
pro každé n ≥ n0 je an ≤ B + ε.

Důkaz. Dokážeme části 1 a 2. Důkaz část́ı 3 a 4 je úloha ńıže.
1. Necht’ A = −∞. Pak lim bn = −∞ pro nějakou (bn) � (an) a tvrzeńı

zřejmě plat́ı podle definice limity −∞. Necht’ A = +∞. Pak H(an) = {+∞}
a podle předešlého tvrzeńı se lim an = +∞.

2. Necht’ A ∈ R a je dáno ε. Protože existuje (bn) � (an) s lim bn = A, jistě
pro nekonečně mnoho n je an ≤ A + ε. Kdyby bylo an < A − ε pro nekonečně
mnoho n, měli bychom (cn) � (an) s limitou lim cn menš́ı než A− ε. To nelze,
protože A = min(H(an)). Tedy pro každé n ≥ n0 je an ≥ A− ε. 2

Liminfy a limsupy posloupnost́ı se použ́ıvaj́ı v teorii č́ısel. Třeba pro funkci τ(n)
počtu dělitel̊u č́ısla n (např́ıklad τ(6) = |{1, 2, 3, 6}| = 4) se dá dokázat, že

lim sup
log(τ(n))

(log 2)(logn)/(log log n)
= 1 .

Zde (τ(n)) = (1, 2, 2, 3, 2, 4, 2, 4, 3, 4, 2, 6, 2, 4, . . . ).

Úloha 3.4.7 Dokažte části 3 a 4 posledńı věty.

Úloha 3.4.8 Uved’te posloupnost (an) s H(an) = R∗.

Úloha 3.4.9 Existuje posloupnost (an), že H(an) = [−1, 0) ∪ (0, 1]?

Úloha 3.4.10 Pro an = n(1 + (−1)n) nalezněte lim inf an a lim sup an.

3.5 AK řady

Dost se odchýĺıme od zavedeńı řad v

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred3.pdf

a vlastně v̊ubec od standardńıho zavedeńı řad v učebnićıch analýzy.

• AK řady. Naš́ım ćılem je rozš́ı̌rit konečné součty
∑
x∈X rx, kde X je konečná

indexová množina a rx ∈ R (takové součty bereme jako známé), na součty se
spočetnými indexovými množinami. Ovšem tak, aby se zachovala komutativita
a asociativita sč́ıtáńı. To se realizuje v AK řadách.
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Definice 3.5.1 (AK řady) AK řada (absolutně konvergentńı řada) je každé
takové zobrazeńı r : X → R definované na spočetné množině X, že pro nějaké
c ≥ 0 pro každou konečnou množinu Y ⊂ X je

∑
x∈Y |r(x)| ≤ c. AK řadu

zaṕı̌seme jako
∑
x∈X rx, s rx := r(x).

Důležitým př́ıkladem AK řad jsou konečné AK řady.

Definice 3.5.2 (konečné AK řady) Konečná AK řada je každé takové zob-
razeńı r : X → R definované na spočetné množině X, že r(x) 6= 0 jen pro
konečně mnoho x ∈ X. Opět je znač́ıme symbolem

∑
x∈X rx s rx := r(x).

Naše terminologie je korektńı.

Úloha 3.5.3 Každá konečná AK řada je AK řada.

Konečný součet
∑
x∈X rx s konečnou X lze vždy chápat jako konečnou AK řadu:

X libovolně (ale tak, abychom neinterferovali s daľśımi konstrukcemi) rozš́ı̌ŕıme
spočetnou množinou Y ⊃ X a pro x ∈ Y \X polož́ıme r(x) = rx = 0.

Je-li
∑
x∈X rx AK řada a Y ⊂ X, je jasné, že

∑
x∈Y rx je rovněž AK řada.

Nazveme ji AK podřadou AK řady
∑
x∈X rx.

• Součty AK řad. Jsou dány následuj́ıćı větou.

Věta 3.5.4 (součty AK řad) Necht’
∑
x∈X rx je AK řada. Pak pro každou

bijekci f : N→ X existuje vlastńı limita

s = lim
n→∞

n∑
i=1

r(f(i)) (∈ R)

a nezáviśı na f . Limitu s nazveme součtem AK řady
∑
x∈X rx. Označ́ıme ho

opět symbolem
∑
x∈X rx.

Důkaz. Necht’
∑
x∈X rx je AK řada, f, g : N→ X jsou dvě bijekce a je dáno ε.

Polož́ıme
c = sup({

∑
x∈Y |rx| : Y ⊂ X a je konečná}) .

Vezmeme konečnou množinu Y ⊂ X, že c − ε ≤
∑
x∈Y |rx| ≤ c. Pak pro

každou konečnou množinu Z ⊂ X \ Y je
∑
x∈Z |rx| ≤ ε. Vezmeme n0, že

f [ [n0] ], g[ [n0] ] ⊃ Y . Pro každé m,n ≥ n0 pak je∣∣∑m
i=1 r(f(i))−

∑n
i=1 r(g(i))

∣∣ ≤∑x∈Xm
|rx|+

∑
x∈Yn

|rx| ≤ ε+ ε = 2ε ,

protože Xm a Yn jsou jisté konečné množiny obsažené v X \Y . Volba g = f dává
cauchyovskost posloupnosti

(∑n
i=1 r(f(i)) : n ∈ N

)
. Ta má podle věty 2.3.20

vlastńı limitu s. Volba g 6= f ukazuje, že tato limita nezáviśı na bijekci f . 2

Adjektivum
”
absolutńı“ obsažené ve zkratce AK neodkazuje tolik na absolutńı

hodnotu, ale sṕı̌se na to, že součet AK řady nezáviśı na pořad́ı sč́ıtáńı.
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Úloha 3.5.5 Ukažte, že součet každé konečné AK řady chápané jako AK řada
se rovná součtu odpov́ıdaj́ıćıho konečného součtu.

Tvrzeńı 3.5.6 (aproximace součtu) Necht’ R =
∑
x∈X rx je AK řada se

součtem s. Pak pro každé ε existuje taková konečná množina Y = Y (ε,R) ⊂ X,
že pro každou konečnou množinu Z s Y ⊂ Z ⊂ X je |

∑
x∈Z rx − s| ≤ ε.

Důkaz. Necht’ f : N → X je libovolná bijekce. Vezmeme n0, že pro n ≥ n0

je |
∑n
i=1 rf(i) − s| ≤ ε/2 a pro každou konečnou množinu M ⊂ N \ [n0] je∑

i∈M |rf(i)| ≤ ε/2. Polož́ıme Y = f [ [n0] ]. Necht’ Z s Y ⊂ Z ⊂ X je konečná
množina. Pak

|
∑
x∈Z rx − s| ≤ |

∑
x∈Y rx − s|+

∑
x∈Z\Y |rx| ≤ ε/2 + ε/2 = ε .

2

• AK řady zobecňuj́ı konečné součty. Nyńı ukážeme, že součty AK řad jsou
komutativńı a asociativńı. Źıskali jsme tedy dobré rozš́ı̌reńı konečných součt̊u
na spočetné. Komutativita je zřejmý d̊usledek věty 3.5.4.

Důsledek 3.5.7 (komutativita AK řad) R =
∑
x∈X rx bud’ AK řada. Pak

pro ∀ bijekci f : X → X je
∑
x∈X rf(x) AK řada se stejným součtem jako R.

Důkaz asociativity je složitěǰśı.

Věta 3.5.8 (asociativita AK řad) Necht’ R =
∑
x∈X rx je AK řada, která

má součet r, a Y je rozklad množiny X. Pro každý blok Z ∈ Y označ́ıme součet
AK podřady RZ =

∑
x∈Z rx jako r(Z). Pak S =

∑
Z∈Y r(Z) je AK řada se

součtem s rovným r.

Důkaz. Necht’ R a Y jsou, jak uvedeno. Přidáńım nulových sč́ıtanc̊u je možné
dosáhnout, že Y i každý blok Z ∈ Y je spočetná množina. Nejprve dokážeme,
že S je AK řada. Necht’

c = sup({
∑
x∈Z |rx| : Z ⊂ X a je konečná})

a Y ′ = {Z1, . . . , Zn} ⊂ Y je konečná množina. Pro i ∈ [n] vezmeme podle
tvrzeńı 3.5.6 konečné množiny Z ′i = Y (2−i, RZi

) (⊂ Zi). Po̊ulož́ıme Z0 = Z ′1 ∪
· · · ∪ Z ′n. Pak∑

Z∈Y ′ |r(Z)| ≤
∑n
i=1 |r(Zi)−

∑
x∈Z0

rx|+ |
∑
x∈Z0

rx| ≤ 1 + c

a
∑
Z∈Y r(Z) je AK řada.

Bud’ dáno ε. Dokážeme, že |r− s| ≤ ε. Podle tvrzeńı 3.5.6 vezmeme konečné
množiny X ′ = Y (ε/3, R) (⊂ X), Y ′ = Y (ε/3, S) = {Z1, . . . , Zn} (⊂ Y ), n ∈ N,
a Z ′i = Y (2−iε/3, RZi) (⊂ Zi), i ∈ [n]. Necht’ X0 = X ′ ∪ Z ′1 ∪ · · · ∪ Z ′n a Z ′′n =
(X ′ \

⋃n
i=1 Z

′
i) ∪ Z ′n. Pak |r − s| je

≤ |r −
∑
x∈X0

rx|+
∑n−1
i=1 |

∑
x∈Z′i

rx − r(Zi)|+ |
∑
x∈Z′′n

rx − r(Zn)|+

+ |
∑n
i=1 r(Zi)− s| ≤ ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε .
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Vskutku |r − s| ≤ ε. Protože to plat́ı pro každé ε, nutně r = s. 2

Úloha 3.5.9 Proč jsme definovali množinu Z ′′n tak, jak jsme ji definovali?

• Lineárńı kombinace, suma a součin AK řad. Poṕı̌seme tři základńı konstrukce
nových AK řad z AK řad již definovaných. Začneme lineárńı kombinaćı.

Tvrzeńı 3.5.10 (LK AK řad) Necht’ R =
∑
x∈X rx a S =

∑
x∈X sx jsou AK

řady se součty r a s. Pak (a, b ∈ R)

T =
∑
x∈X(arx + bsx)

je AK řada se součtem ar + bs.

Důkaz. Necht’ c, resp. d, je kladná konstanta dosvědčuj́ıćı podle definice, že R,
resp. S, je AK řada. Necht’ Y ⊂ X je konečná množina. Pak∑

x∈Y |arx + bsx| ≤ |a|
∑
x∈Y |rx|+ |b|

∑
x∈Y |sx| ≤ |a|c+ |b|d .

Takže T je AK řada. Necht’ f : N→ X je libovolná bijekce. Pak, podle AL,

lim
∑n
i=1(arf(i) + bsf(i)) = a lim

∑n
i=1 rf(i) + b lim

∑n
i=1 sf(i) = ar + bs .

T tedy má součet ar + bs. 2

Suma a součin jsou už v́ıce množinově konstrukce. Důkaz prvńı z nich po-
necháme jako úlohu.

Úloha 3.5.11 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.5.12 (suma AK řad) Necht’ R =
∑
x∈X rx a S =

∑
y∈Y sy jsou

AK řady na disjunktńıch množinách X a Y , se součty r a s. Pak

T =
∑
x∈X∪Y tx, kde tx = rx pro x ∈ X a tx = sx pro x ∈ Y ,

je AK řada se součtem t rovným r + s.

Věta 3.5.13 (součin AK řad) Necht’ R =
∑
x∈X rx a S =

∑
y∈Y sy jsou AK

řady se součty r a s. Pak

T =
∑

(x, y)∈X×Y rxsy

je AK řada se součtem t rovným rs.

Důkaz. Dokážeme, že T je AK řada. Necht’ horńı mez c, resp. d, dosvědčuje
podle definice, že R, resp. S, je AK řada a necht’ Z ⊂ X×Y je konečná množina.
Vezmeme konečné množiny X ′ ⊂ X a Y ′ ⊂ Y , že Z ⊂ X ′ × Y ′. Pak∑

(x, y)∈Z |rxsy| ≤
∑
x∈X′ |rx| ·

∑
y∈Y ′ |sy| ≤ cd
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a T je AK řada. Pro dané ε ≤ 1 dokážeme, že |t − rs| ≤ ε. Podle tvrzeńı 3.5.6
zvoĺıme konečné množiny Z = Y (ε/3, T ) (⊂ X × Y ), X ′ = Y (ε/3(|s| + 1), R)
(⊂ X) a Y ′ = Y (ε/3(|r| + 1), S) (⊂ Y ). Vezmeme konečné množiny X ′′ a Y ′′,
že X ′ ⊂ X ′′ ⊂ X, Y ′ ⊂ Y ′′ ⊂ Y a Z ⊂ X ′′ × Y ′′. Pak |t− rs| je nejvýše

|t−
∑

(x, y)∈X′′×Y ′′ rxsy|+ |
∑
x∈X′′ rx ·

∑
y∈Y ′′ sy − rs| ≤

≤ ε
3 + |(r + δ)(s+ θ)− rs| s |δ| ≤ ε

3(|s|+1) a |θ| ≤ ε
3(|r|+1) .

Takže |t− rs| ≤ ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε. Plat́ı to pro každé ε a proto t = rs. 2

• AK řady versus standardńı řady. Pro řadu
∑∞
n=1 an, což je vlastně posloupnost

(an) ⊂ R, se součet standardně definuje jako lim(a1 + · · ·+an), když tato limita
existuje. Výhodou této definice je jej́ı jednoduchost. Jsou tu ale dvě nevýhody.
Definuje se pojem, který nefunguje, jak potřebujeme — v prvńı přednášce jsme
v prvńım paradoxu viděli, že takový součet obecně záviśı na pořad́ı sč́ıtanc̊u.
Standardně se absolutně konvergentńı řady zaváděj́ı až následně, my jsme je
zde zavedli hned na začátku. Většina aplikaćı řad, i když ne všechny, pracuje
s absolutně konvergentńımi řadami. Druhou nevýhodou standardńıho pojet́ı řad
je př́ılǐsná svázanost s indexovou množinou N. Např́ıklad d̊ukaz exponenciálńı
identity (předvedeme ho ve větě 4.3.4), což je jedna ze základńıch aplikaćı abso-
lutně konvergentńıch řad, lze provést přirozeně, elegantně a dostatečně přesně
právě v rámci AK řad, pomoćı vět 3.5.8 a 3.5.13.
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Kapitola 4

Přednáška 4. Řady. Limity
funkćı. Elementárńı funkce

Na rozd́ıl od posledńıho odd́ılu, kde jsme zavedli AK řady, v prvńım odd́ılu
kapitoly založené na čtvrté přednášce

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred4.pdf

přednesené 14. 3. 2024 pojmeme řady standardńım zp̊usobem. V tvrzeńı 4.1.10
dokážeme divergenci harmonické řady a ve větě 4.1.22 odvod́ıme vzorec pro
součet geometrické řady. Riemannova věta 4.1.17 popisuje tř́ıdu řad, jejichž
součet lze přerovnáńım libovolně změnit. V odd́ılu 4.2 zobecńıme limity reálných
posloupnost́ı na limity funkćı. Dokážeme větu 4.2.12 o Heineho definici limity
funkce, která převád́ı limity funkćı na limity posloupnost́ı. V odd́ılu 4.3 uvedeme
na scénu Základńı elementárńı funkce: konstanty, expx, log x, ab, cosx, sinx,
tanx, cotx a inverzy posledńıch čtyř. Ve větě 4.3.4 dokážeme exponenciálńı
identitu expx · exp y = exp(x+ y).

Nové jsou odd́ıly 4.4 a 4.5. Zavedeme Opravdu základńı elementárńı funkce.
Definice 4.4.4 a 4.4.13 jasně vymezuj́ı Elementárńı funkce jako funkce, které
vzniknou ze Základńıch elementárńıch funkćı opakovaným sč́ıtáńım, násobeńım,
děleńım a skládáńım. V definici 4.5.1, resp. 4.5.6, pojmeme novým zp̊usobem
polynomy, resp. racionálńı funkce.

4.1 Standardńı řady

V odd́ılu 3.5 jsme zavedli AK řady s komutativńımi a asociativńımi součty. Nyńı
zavedeme řady standardně.

• Řady všeobecně. Řada je posloupnost (an) ⊂ R. Znač́ıme ji symboly
∑
an,∑∞

n=1 an nebo i a1 + a2 + · · · . Č́ısla an jsou jej́ı sč́ıtance. Jej́ı součet je limita

lim
n→∞

(a1 + a2 + · · ·+ an) (∈ R∗) ,
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existuje-li. Znač́ıme ho opět
∑
an,

∑∞
n=1 an nebo a1 + a2 + · · · . Členy posloup-

nosti (sn) ≡ (a1 + · · · + an) jsou částečné součty sn řady. Součet řady je tedy

limita lim sn. Řada s vlastńım součtem konverguje, jinak diverguje.

Úloha 4.1.1 Konvergence a divergence řady jsou robustńı vlastnosti.

Pro součty ale plat́ı následuj́ıćı.

Úloha 4.1.2 Pro každou konvergentńı řadu se změnou libovolného jediného
sč́ıtance jej́ı součet změńı.

Úloha 4.1.3 Každá řada a1 +a2 + . . . , pro ńı̌z pro každé n ≥ n0 je an ≥ 0, má
součet a ten neńı −∞. Podobně každá řada se skoro všemi sč́ıtanci nekladnými
má součet, který neńı +∞.

Úloha 4.1.4
∑∞
n=1 1 = +∞.

Přerovnáńım řady
∑
an rozumı́me řadu

∑
af(n), kde f : N→ N je bijekce.

Tvrzeńı 4.1.5 (komutativńı součty) Má-li řada
∑
an jen konečně mnoho

záporných sč́ıtanc̊u nebo jen konečně mnoho kladných sč́ıtanc̊u, pak všechna jej́ı
přerovnáńı maj́ı stejný součet A.

Důkaz. Necht’
∑
an má jen konečně mnoho kladných sč́ıtanc̊u s indexy I ⊂ N,

f, g : N → N jsou bijekce a sn ≡
∑n
i=1 af(i), tn ≡

∑n
i=1 ag(i). Vezmeme m, že

f [ [m] ], g[ [m] ] ⊃ I. Pak (sn) a (tn) od indexu m nerostou a podle d̊usledku 2.3.4
obě maj́ı limitu. Dále neńı těžké vidět, že pro každé n1 ≥ m existuj́ı n2, n3 ≥ m,
že tn2

≤ sn1
a sn3

≤ tn1
. Tedy lim sn = lim tn. V př́ıpadě, že

∑
an má jen

konečně mnoho záporných sč́ıtanc̊u, argumentujeme podobně. 2

Nutnou podmı́nkou konvergence řady
∑
an je, že lim an = 0. Dokazuje to

následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.1.6 (NPK řady) Když
∑
an konverguje, pak se lim an = 0.

Důkaz. Necht’ pro řadu
∑
an je součet s = lim sn = lim(a1 + · · ·+ an) vlastńı.

Pak lim an = lim(sn − sn−1) = lim sn − lim sn−1 = s− s = 0. 2

Pokud tedy lim an neexistuje nebo neńı 0, řada
∑
an diverguje. Pro součet ±∞

NKP pochopitelně neplat́ı.

Úloha 4.1.7 Zd̊uvodněte rovnosti v závěrečném výpočtu v d̊ukazu.

• Harmonická řada. Je to řada
∑

1
n . I když lim 1

n = 0, uvid́ıme, že tato řada
diverguje a má součet +∞.

Úloha 4.1.8 Když (an) neklesá a má podposloupnost s limitou +∞, potom též
lim an = +∞.
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Úloha 4.1.9 Když řady
∑
an a

∑
bn splňuj́ı pro každé n ≥ n0, že an ≥ bn,

a když součet
∑
bn = +∞, potom i součet

∑
an = +∞.

Tvrzeńı 4.1.10 (součet harmonické řady)
∑∞
n=1

1
n = 1+ 1

2 + 1
3 +· · · = +∞.

Důkaz. Vezmeme řadu
∑
bn = 1

2 + 1
4 + 1

4 + 1
8 + 1

8 + 1
8 + 1

8 + 1
16 + · · · . Obecně

b2k = b2k+1 = · · · = b2k+1−1 = 1
2k+1 . Pro ∀n je 1

n ≥ bn. Částečné součty (sn)

řady
∑
bn rostou a pro k ∈ N0 se s2k+1−1 = 1

2 +2 · 14 +4 · 18 + · · ·+2k · 1
2k+1 = k+1

2 .
Podle úlohy 4.1.8 se součet

∑
bn = lim sn = +∞. Podle úlohy 4.1.9 i součet∑

1
n = +∞. 2

Podle tvrzeńı 4.1.5 každé přerovnáńı harmonické řady má součet +∞. Jej́ı
částečné součty (hn) = (1, 3

2 ,
11
6 ,

25
12 ,

137
60 , . . . ) (⊂ Q) jsou tzv. harmonická č́ısla.

Že jdou do +∞ dokázal už v r. 1350 francouzský scholastik Mikuláš Oresme
(mezi 1320 až 1325–1382).

Věta 4.1.11 (asymptotika č́ısel hn) Pro n ∈ N se harmonická č́ısla

hn = log n+ γ + an, kde an = O(1/n) .

Zde γ = 0.57721 . . . je tzv. Eulerova konstanta a symbolika an = O(1/n) zna-
mená, že |an| ≤ c/n pro nějakou konstantu c > 0.

Tuto větu dokážeme v přednášce 14 pomoćı integrál̊u. Asymptotické značeńı
včetně O(·) zavedeme v odd́ılu 5.5.

Úloha 4.1.12 Dokažte, že hn ∈ N ⇐⇒ n = 1. Návod: m = (2l − 1)2k.

Úloha 4.1.13 (zat́ım nevyřešeno) Eulerova konstanta γ je iracionálńı č́ıslo.

• Riemannova věta. V prvńı přednášce jsme se setkali s řadou 1 − 1 + 1
2 −

1
2 + 1

3 −
1
3 + · · · + 1

n −
1
n + . . . se součtem 0. Ten jsme přerovnáńım sč́ıtanc̊u

změnili na kladný. Ve větě ńıže dokážeme, že vhodným přerovnáńım můžeme
źıskat libovolný součet. Začneme ale méně obecnými změnami součt̊u. Necht’∑∞
n=1 an je řada. Indexy jej́ıch nezáporných sč́ıtanc̊u označ́ıme jako k1 < k2 <

. . . a podobně jako z1 < z2 < . . . označ́ıme indexy jej́ıch záporných sč́ıtanc̊u.
Je-li index̊u kn nekonečně mnoho, podle tvrzeńı 4.1.5 maj́ı všechna přerovnáńı
řady

∑
akn stejný součet. Totéž plat́ı pro př́ıpadnou řadu

∑
zn.

Tvrzeńı 4.1.14 (součet ±∞)
∑
an má přerovnáńı se součtem −∞ ⇐⇒

součet
∑
azn = −∞. Podobně

∑
an má přerovnáńı se součtem +∞ ⇐⇒

součet
∑
akn = +∞.

Důkaz. Dokážeme prvńı tvrzeńı a d̊ukaz druhého přenecháme úloze. Necht’∑
azn = −∞. Můžeme předpokládat, že index̊u kn je nekonečně mnoho. Je-li

jich jen konečně mnoho, podle tvrzeńı 4.1.5 má každé přerovnáńı řady
∑
an

součet −∞. Bijekci f : N → N, pro ńıž součet
∑
af(n) = −∞, sestroj́ıme
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v podobě prostých posloupnost́ı Pk = (mn,k) ⊂ N, k ∈ N0, jejichž členy
jsou indexy kn a zn. Začneme posloupnost́ı P0 = (zn). V P0 vezmeme nějaký
počátečńı úsek U1, že

∑
i∈U1

ai ≤ −1 − ak1 . Za U1 vlož́ıme do P0 index k1

a dostaneme tak posloupnost P1. V P1 vezmeme nějaký počátečńı úsek U2, že
|U2| > |U1| a

∑
i∈U2

ai ≤ −2− ak2 . Za U2 vlož́ıme do P1 index k2 a dostaneme
tak posloupnost P2. A tak dál. P0, P1, P2, . . . zřejmě konverguj́ı (vzhledem
k |U1| < |U2| < . . . ) ke hledané bijekci f .

Necht’ neńı pravda, že
∑
azn = −∞. Pak bud’ existuje jen konečně mnoho

index̊u zn, anebo součet
∑
azn ∈ R. V prvńım př́ıpadu podle tvrzeńı 4.1.5

všechna přerovnáńı řady
∑
an maj́ı stejný součet, který jistě neńı −∞. Ve

druhém př́ıpadu existuje c, že pro každé n je
∑n
i=1 azi ≥ c. Odtud plyne, že

žádné přerovnáńı řady
∑
an nemá součet −∞. 2

Úloha 4.1.15 Druhou část předešlého tvrzeńı dokažte redukćı na prvńı část.

Tvrzeńı 4.1.16 (neexistence součtu) Řada
∑
an má přerovnáńı bez součtu

⇐⇒ součet
∑
azn = −∞ a součet

∑
akn = +∞.

Důkaz. Necht’ součet
∑
azn = −∞ a součet

∑
akn = +∞. Vezmeme počátečńı

úsek U1 posloupnosti (zn), že
∑
i∈U1

ai ≤ −1. Vezmeme počátečńı úsek V1

posloupnosti (kn), že
∑
i∈V1

ai ≥ 2. Vezmeme počátečńı úsek U2 posloupnosti
(zn)\U1, že

∑
i∈U2

ai ≤ −2. Vezmeme počátečńı úsek V2 posloupnosti (kn)\V1,
že
∑
i∈V2

ai ≥ 2. A tak dá. Posloupnost

U1V1U2V2 . . . ⊂ N

je bijekce f z N do N a řada
∑
af(n) nemá součet, protože jak

∑n
i=1 af(i) ≤ −1,

tak
∑n
i=1 af(i) ≥ 1 pro nekonečně mnoho n.

Necht’ např́ıklad součet
∑
azn ∈ R. V př́ıpadu, že

∑
akn ∈ R, argumentu-

jeme podobně. Pokud součet
∑
akn = +∞, lehce se vid́ı, že každé přerovnáńı

řady
∑
an má součet +∞. Pokud i

∑
akn ∈ R, řada

∑
an je AK řada a podle

věty 3.5.4 maj́ı všechna jej́ı přerovnáńı týž (vlastńı) součet. 2

Věta 4.1.17 (Riemannova) Když řada
∑
an splňuje, že lim an = 0, součet∑

akn = +∞ a součet
∑
azn = −∞, pak pro každé A ∈ R∗ má

∑
an přerovnáńı

se součtem A. Také má přerovnáńı bez součtu.

Důkaz. Př́ıpady A = ±∞ řeš́ı tvrzeńı 4.1.14. Př́ıpad neexistuj́ıćıho součtu řeš́ı
tvrzeńı 4.1.16. Necht’ A = b ∈ R. Induktivně definujeme prostou posloupnost
(pn) ⊂ N, která je bijekćı z N do N a pro kterou se součet

∑∞
n=1 apn = b. Během

konstrukce budeme označovat (od začátku) členy posloupnost́ı (zn) a (kn) jako

”
použité“. Začneme se všemi členy obou posloupnost́ı nepoužitými. Polož́ıme
p1 = k1 a index k1 označ́ıme jako použitý. Necht’ už jsou p1, p2, . . . , pn de-
finované a sn ≡

∑n
i=1 api . Pokud sn ≤ b, pak pn+1 je prvńı nepoužitý člen

posloupnosti (kn), který označ́ıme jako použitý. Pokud sn > b, pak pn+1 je
prvńı nepoužitý člen posloupnosti (zn), který označ́ıme jako použitý.
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Neńı těžké vidět, že pro nekonečně mnoho n plat́ı jak sn ≤ b, tak sn > b.
Tedy vyčerpáme (zn) i (kn) a (pn) je bijekce z N do N. Pro každé n ≥ n0 je

sn ∈ [b+ azin , b+ akjn ] ,

přičemž lim in = lim jn = +∞. Protože lim an = 0, je lim sn = b. 2

Německý matematik Bernhard Riemann (1826–1866) odhalil souvislost kom-
plexńı funkce ζ(s) =

∑
1/ns s rozložeńım prvoč́ısel.

• Absolutně konvergentńı řady. Tyto řady jsme značně obecně probrali už v mi-
nulém odd́ılu 3.5 o AK řadách. Zde se na ně pod́ıváme standardně.

Definice 4.1.18 (abskon řady)
∑
an je absolutně konvergentńı řada (abskon

řada), pokud součet
∑
|an| < +∞.

Je jasné, že každá abskon řada je AK řada.

Věta 4.1.19 (nekonečná ∆-ová nerovnost)
∑
an bud’ abskon řada. Potom∑

an konverguje a pro součty plat́ı nerovnost |
∑
an| ≤

∑
|an|.

Důkaz. Necht’
∑
an je abskon řada s částečnými součty (sn) a

∑
|an| má

částečné součty (tn). Konvergence řady
∑
an plyne z věty 3.5.4, ale zde ji

dokážeme bez pomoci této věty. Podle předpokladu a věty 2.3.20 je (tn) Cau-
chyova posloupnost. Pro dané ε tedy pro každé dva velké indexy m ≤ n plat́ı
nerovnost

|tn − tm| =
∣∣|am+1|+ |am+2|+ · · ·+ |an|

∣∣ = |am+1|+ |am+2|+ · · ·+ |an| ≤ ε

(pro m = n jsou tyto součty nulové). Dı́ky konečné ∆-ové nerovnosti tedy pro
stejné indexy m ≤ n plat́ı i nerovnosti

|sn − sm| = |am+1 + am+2 + · · ·+ an| ≤ |am+1|+ |am+2|+ · · ·+ |an| ≤ ε

a (sn) je Cauchyova posloupnost. Podle věty 2.3.20 posloupnost (sn) konverguje.
Tedy řada

∑
an konverguje.

Dı́ky konečné ∆-ové nerovnosti pro každé n plat́ı nerovnost |sn| ≤ tn, ekviva-
lentně −tn ≤ sn ≤ tn. Limitńım přechodem n→∞ dostáváme podle věty 3.3.2
pro součty nerovnosti −

∑
|an| ≤

∑
an ≤

∑
|an| a tedy

∣∣∑ an
∣∣ ≤∑ |an|. 2

Úloha 4.1.20 Každé přerovnáńı abskon řady je abskon řada.

Tvrzeńı 4.1.21 (o abskon řadách)
∑
an je abskon řada ⇐⇒ všechna jej́ı

přerovnáńı maj́ı týž vlastńı součet.

Důkaz. Implikace ⇒ plyne z věty 3.5.4. Pokud
∑
an neńı abskon řada, pak

součet
∑
azn = −∞ nebo součet

∑
akn = +∞ a podle tvrzeńı 4.1.14 některé

přerovnáńı této řady nemá vlastńı součet. 2

• Geometrické řady. Jsou to řady tvaru
∑∞
n=0 q

n = 1 + q + q2 + · · ·+ qn + · · · ,
kde q ∈ R je kvocient řady.
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Věta 4.1.22 (součet GŘ) Součet
∑∞
n=0 q

n je 1
1−q pro −1 < q < 1, +∞ pro

q ≥ 1 a neexistuje pro q ≤ −1.

Důkaz. Pro každé q ∈ R \ {1} a každé n ∈ N plat́ı identita

sn = 1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 = 1−qn
1−q = 1

1−q + qn

q−1 .

Pro q < −1 tedy podle AL máme lim s2n−1 = +∞ a lim s2n = −∞, tedy lim sn
neexistuje. Pro q = −1 je podobně s2n−1 = 1 a s2n = 0, řada opět nemá součet.
Pro −1 < q < 1 je lim qn = 0, takže podle AL máme součet lim sn = 1

1−q . Pro
q = 1 se sn = n, takže máme součet lim sn = +∞. Pro q > 1 se lim qn = +∞
a podle AL máme součet lim sn = +∞. 2

Jednou z aplikaćı tohoto vzorce je třeba rovnost desetinného rozvoje a zlomku

27.272727 · · · = 27(1 + 10−2 + 10−4 + . . . ) = 27 · 1
1−10−2 = 27·100

99 = 300
11 .

Úloha 4.1.23 Pro q ∈ (−1, 1) a m ∈ Z plat́ı, že qm+qm+1 +qm+2 + · · · = qm

1−q .

Úloha 4.1.24 Která geometrická řada je abskon?

• Zeta (dzéta) funkce/řada ζ(s). Je to funkce ζ(s) : C\{1} → C definovaná řadou
ζ(s) =

∑
n−s. Zde uvažujeme jen reálné s. Použijeme funkci reálné mocniny ab

pro a > 0, kterou zavedeme za chv́ıli v odd́ılu 4.3.

Definice 4.1.25 (řada ζ(s)) Pro s ∈ R řada ζ(s) je ζ(s) =
∑

1
ns .

Jej́ı konvergenci rozhodneme Cauchyovým kondenzačńım kritériem.

Věta 4.1.26 (CKK) Necht’ a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ 0 jsou reálná č́ısla. Potom řada∑
an konverguje ⇐⇒ řada R =

∑
2n · a2n konverguje.

Důkaz. Necht’ R má součet +∞. Tedy i 1
2R =

∑
2n−1 · a2n má součet +∞.

Plat́ı nerovnosti a2 ≥ a2, a3 +a4 ≥ 2a4, a5 + · · ·+a8 ≥ 4a8, . . . ,
∑2k

j=2k−1+1 aj ≥
2k−1a2k , · · · . Sečteńı dává, že součet

∑
an = +∞. Necht’ R konverguje. Plat́ı

nerovnosti a2 + a3 ≤ 2a2, a4 + · · · + a7 ≤ 4a4, . . . ,
∑2k+1−1
j=2k aj ≤ 2ka2k , · · · .

Sečteńı dává, že řada
∑
an konverguje. 2

Věta 4.1.27 (o zeta funkci) Pro s ≤ 1 má řada ζ(s) součet +∞. Pro s > 1
tato řada konverguje.

Důkaz. Dokázat prvńı tvrzeńı je úloha ńıže. Necht’ s > 1. Řada R z CKK pro
řadu ζ(s) je ∑

2n/(2n)s =
∑

(1/2s−1)n .

Protože 0 < 1/2s−1 < 1, tato geometrická řada konverguje a podle věty 4.1.26
řada ζ(s) konverguje. 2
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V MA 1+ dokážeme, že ζ(2) = π2/6. Je to jeden z nejslavněǰśıch výsledk̊u
švýcarského matematika Leonharda Eulera (1707–1783). V MA 1+ též dokážeme,
že ζ(3) je iracionálńı č́ıslo.

Úloha 4.1.28 Dokažte, že pro s ≤ 1 se součet řady ζ(s) rovná +∞.

Úloha 4.1.29 Pro která reálná s konverguje řada
∑
n≥2 1/n(log n)s?

4.2 Limity funkćı

Limity reálných posloupnost́ı, což jsou vlastně funkce z N do R, rozš́ı̌ŕıme na
obecné funkce z M do R pro libovolnou množinu M ⊂ R.

• Prstencová okoĺı a limitńı body. Pro A ∈ R∗ známe ε-okoĺı U(A, ε). Prstencové
ε-okoĺı prvku A je definováno jako

P (A, ε) = U(A, ε) \ {A} .

Prvek L ∈ R∗ je limitńı bod množiny M ⊂ R, když

∀ε
(
P (L, ε) ∩M 6= ∅

)
.

Množinu limitńıch bod̊u množiny M ⊂ R označ́ıme jako L(M) (⊂ R∗).

Úloha 4.2.1 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.2.2 (o limitńıch bodech) Necht’ M ⊂ R a A ∈ R∗. Následuj́ıćı
tvrzeńı jsou vzájemně ekvivalentńı. (1) A ∈ L(M). (2) Existuje posloupnost
(an) ⊂ M \ {A} s lim an = A. (3) Existuje prostá posloupnost (an) ⊂ M
s lim an = A. (4) Pro každé n ∈ N je P (A, 1/n) ∩M 6= ∅.

Úloha 4.2.3 Žádná konečná množina M ⊂ R nemá limitńı bod.

Úloha 4.2.4 Každá nekonečná množina M ⊂ R má limitńı bod.

Úloha 4.2.5 Když b ∈ L(M), pak i b ∈ L(M \ {b}).

• Reálné funkce a jejich limity. Zavedeme a připomeneme následuj́ıćı značeńı.

Definice 4.2.6 (značeńı funkćı) Pro M ⊂ R je F(M) = {f : f : M → R}.
Klademe R =

⋃
M⊂R F(M). Pro f ∈ F(M) definujeme Z(f) = {b ∈ M :

f(b) = 0}. Definičńı obor funkce g : X → Y je M(g) = X.

Definice 4.2.7 (limita funkce) Necht’ je f ∈ F(M), A ∈ L(M) a L ∈ R∗.
Když pro každé ε existuje δ, že

f [P (A, δ)] ⊂ U(L, ε) , (*)

ṕı̌seme limx→A f(x) = L a řekneme, že funkce f má v A limitu L.
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Ano, vzhledem k definici obrazu množiny funkćı v prvńı přednášce stač́ı mı́sto
f [P (A, δ) ∩M ] psát jen f [P (A, δ)]. Limita nezáviśı na hodnotě f(A). Funkce
f ani nemuśı, a pro A = ±∞ ani nemůže, být v prvku A definovaná. Pro
posloupnost (an) ⊂ R, což je funkce a : N→ R, se limx→+∞ a(x) = lim an.

Úloha 4.2.8 Jaké daľśı limitńı body má množina N (⊂ R) kromě +∞?

Pro A = a ∈ R & L = b ∈ R můžeme vztah limx→a f(x) = b zapsat jako

∀ ε∃ δ
(
x ∈M(f) ∧ 0 < |x− a| ≤ δ ⇒ |f(x)− b| ≤ ε

)
— připomı́náme, že máme raději bezpečněǰśı neostré nerovnosti. Ne vždy lite-
ratura jasně ř́ıká, že pro f ∈ F(M) a A 6∈ L(M) neńı limx→A f(x) definovaná.
Pro nějaké δ pak je totiž P (A, δ)∩M = ∅ a f [P (A, δ)] = ∅. Inkluze (∗) v definici
by pak platila pro každé L a každé ε. Pokud naṕı̌seme, že limx→A f(x) existuje,
implicitně se t́ım rozumı́, že A ∈ L(M(f)).

Tvrzeńı 4.2.9 (jednoznačnost limity) Limita funkce je jednoznačná — když
limx→K f(x) = L i limx→K f(x) = L′, pak L = L′.

Důkaz. Pro každé ε existuje δ, že množina f [P (K, δ)] ( 6= ∅) je obsažená v U(L, ε)
i v U(L′, ε). Tedy ∀ε

(
U(L, ε) ∩ U(L′, ε) 6= ∅

)
. Podle úlohy 2.1.13 se L = L′. 2

Limita restrikce funkce se rovná limitě p̊uvodńı funkce.

Tvrzeńı 4.2.10 (limita restrikce) Necht’ f ∈ F(M), X je libovolná množina,
A ∈ L(X ∩M) a necht’ limx→A f(x) = L. Pak i limx→A(f |X)(x) = L.

Důkaz. Pro dané ε existuje δ, že f [P (A, δ)] ⊂ U(L, ε). Z inkluze P (A, δ)∩ (X ∩
M) ⊂ P (A, δ) ∩M a z definice restrikce funkce dostáváme inkluze

(f |X)[P (A, δ)] ⊂ f [P (A, δ)] ⊂ U(L, ε) .

Tedy limx→A(f |X)(x) = L. 2

Úloha 4.2.11 Uved’te př́ıklad, kdy f ∈ F(M), X je množina a limx→A f(x)
neexistuje, ale limx→A(f |X)(x) existuje (speciálně A ∈ L(X ∩M)).

• Heineho definice limity funkce. Viděli jsme, že limita posloupnosti je speciálńım
př́ıpadem limity funkce. Německý matematik Eduard Heine (1821–1881) ukázal,
jak naopak limitu funkce zredukovat na limitu posloupnosti.

Věta 4.2.12 (Heineho definice LF) Necht’ je f ∈ F(M) a K ∈ L(M). Pak
limx→K f(x) = L ⇐⇒ pro každou posloupnost (an) ⊂ M \ {K} s lim an = K
se lim f(an) = L.
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Důkaz. Implikace ⇒. Necht’ limx→K f(x) = L, (an) ⊂ M \ {K} má limitu K
a je dáno ε. Pak existuje δ, že pro ∀x ∈ P (K, δ) ∩M je f(x) ∈ U(L, ε). Pro
toto δ existuje n0, že pro každé n ≥ n0 je an ∈ P (K, δ) ∩M . Tedy n ≥ n0 ⇒
f(an) ∈ U(L, ε) a f(an)→ L.

Obměna ¬ ⇒ ¬. Necht’ neplat́ı, že limx→K f(x) = L. Pak ∃ ε, že pro ∀ δ
∃ b = b(δ) ∈ P (K, δ) ∩M s f(b) 6∈ U(L, ε). Pro n v N vezmeme δ = 1

n a pro
∀n vybereme bod bn = b( 1

n ) ∈ P (K, 1/n) ∩M , že f(bn) 6∈ U(L, ε). Pak (bn) ⊂
M \ {K} a lim bn = K, ale ¬

(
lim f(bn) = L

)
. Pravá strana ekvivalence tedy

neplat́ı. 2

V d̊ukazu obměny ¬ ⇒ ¬ jsme použili axiom výběru, viz MA 1+.

Úloha 4.2.13 Jak jsme ho použili?

• Pár limit. Spoč́ıtáme si jednu limitu funkce. Dı́ky identitám x − y = x2−y2
x+y

a x
y = 1

y/x vid́ıme, že limx→+∞
(√

x+
√
x −
√
x
)

= limx→+∞
√
x√

x+
√
x+
√
x

=

limx→+∞
1√

1+1/
√
x+1

= 1√
1+1/(+∞)+1

= 1
1+1 = 1

2 .

Úloha 4.2.14 Spoč́ıtejte limity
1. limx→−∞

x√
1+x2−1

,

2. limx→+∞
1√

1+x−
√
x

,

3. limx→0
1
x a

4. limx→−∞
1
x .

4.3 Základńı elementárńı funkce

Postupně zavedeme pět podmnožin v R: Základńı elementárńı funkce (ZEF),
Elementárńı funkce (EF), Opravdu základńı elementárńı funkce (OZEF), poly-
nomy (POL) a racionálńı funkce (RAC).

Definice 4.3.1 (ZEF) Základńı elementárńı funkce, zkratkou ZEF, jsou kon-

stantńı funkce (konstanty) kc(x) s c ∈ R, expx, log x, ax s a > 0, xb s b ∈ R,
0x, xm s m ∈ Z, sinx, cosx, tanx, cotx, arcsinx, arccosx, arctanx a arccotx.

Ted’ postupně všechny tyto funkce definujeme.

• Konstantńı funkce čili konstanty jsou funkce kc : R→ {c} s c ∈ R. Pro každé
x ∈ R tedy kc(x) = c.

Úloha 4.3.2 Kolik je konstantńıch funkćı?

• Exponenciála expx = exp(x) = ex : R → R je dána součtem
∑∞
n=0

xn

n! (zde

00 = 1).

Úloha 4.3.3 Pro každé reálné x je expx abskon řada, tud́ı̌z i AK řada.
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Pomoćı AK řad dokážeme exponenciálńı identitu.

Věta 4.3.4 (exponenciálńı identita) ∀x, y
(

exp(x+ y) = exp(x) · exp(y)
)
.

Důkaz. Necht’ x, y ∈ R. Věty 3.5.13 a 3.5.8 dávaj́ı rovnosti součt̊u

expx · exp y =
∑

(m,n)∈N2
0

xm

m! ·
yn

n! =
∑∞
k=0

∑
m,n∈N0
m+n=k

xm

m! ·
yn

n! ,

protože expx je AK řada. Dı́ky algebraické úpravě a úloze 2.2.9 se posledńı
součet rovná

∑∞
k=0

1
k!

∑k
m=0

(
k
m

)
xmyk−m =

∑∞
k=0

1
k! (x+ y)k = exp(x+ y). 2

Úloha 4.3.5 Dokažte části 1–3 následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.3.6 (vlastnosti ex) Pro exponenciálu plat́ı následuj́ıćı.

1. Je exp 0 = 1 a pro každé x ∈ R je expx > 0 a exp(−x) = 1/ exp(x).

2. Pro každé x, y ∈ R plat́ı, že x < y ⇒ expx < exp y.

3. Plat́ı limity limx→−∞ expx = 0 a limx→+∞ expx = +∞.

4. Funkce exp je bijekce z R do (0,+∞).

Část 4 dokážeme v d̊usledku 6.3.3.

• Eulerovo č́ıslo e je e = exp 1 =
∑
n≥0

1
n! = 2 + 1

2! + 1
3! + · · · = 2.71828 · · · .

Úloha 4.3.7 Dokažte, že č́ıslo e je iracionálńı. Návod: rovnici
∑
j≥0

1
j! = n

m
vynásobte č́ıslem m!.

• (Přirozený) logaritmus log : (0,+∞) → R. Je to inverz exponenciály, log =

exp−1. Jeho vlastnosti tak dostaneme invertováńım vlastnost́ı exponenciály.

Úloha 4.3.8 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.3.9 (vlastnosti logaritmu) Plat́ı následuj́ıćı.

1. Je log 1 = 0 a pro každé x, y > 0 plat́ı, že log xy = log x + log y a že
x < y ⇒ log x < log y.

2. Plat́ı, že limx→0 log x = −∞ a limx→+∞ log x = +∞.

3. Funkce log je bijekce z (0,+∞) do R.

• Reálná mocnina ab. V ńı a je základ a b je exponent. Uvedeme dvě vzájemně
neporovnatelné definice dvou systémů funkćı s jednou proměnnou. Prvńı je
založena na vztahu ab = exp(b log a) a jeho rozš́ı̌reńı limitou limx→−∞ exp(x) =
0. Druhá použ́ıvá opakované násobeńı.
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Definice 4.3.10 (ab analyticky) Definujeme tři systémy funkćı.
1. Pro a > 0 se funkce ax = exp(x log a) & je v F(R).
2. Pro b > 0 se funkce xb = exp(b log x) ∪ {(0, 0)} a je v F([0,+∞)). Pro b ≤ 0
se funkce xb = exp(b log x) a je v F((0,+∞)).
3. Funkce 0x = k0 | (0,+∞).

Zde hodnotu 00 nedefinujeme a vždy ab ≥ 0. Liché odmocniny, to jest 3
√
x =

x1/3, 5
√
x = x1/5, atd., se někdy definuj́ı pro každé x ∈ R, pak třeba 3

√
−8 = −2.

My pro ně ale záporné x nepovolujeme.

Definice 4.3.11 (ab algebraicky) Definujeme funkce xm, m ∈ Z. Pro m > 0
se xm = x · x · . . . · x s m činiteli a je v F(R). Polož́ıme x0 = k1 (∈ F(R)). Pro
m < 0 se xm = 1/x−m = k1/x

−m a je v F(R \ {0}).

Zde tedy definujeme 00 = 1 a mocnina ab může být záporná.

Úloha 4.3.12 Definice 4.3.10 a 4.3.11 mocniny ab na svém pr̊uniku souhlaśı.

Úloha 4.3.13 Dokažte, že pro každé x ∈ R se ex = expx. Zde je vlevo reálná
mocnina se základem e = 2.71 . . . a exponentem x a vpravo hodnota expo-
nenciály.

Tvrzeńı 4.3.14 (tři základńı mocninné identity) Pro reálná č́ısla a, b > 0
& x, y plat́ı identity

(a · b)x = ax · bx, ax · ay = ax+y & (ax)
y

= ax·y .

Důkaz. (ab)x je exp(x log(ab)) = exp(x log a+x log b) = exp(x log a) exp(x log b)
= axbx. Podobně axay je exp(x log a) exp(y log a) = exp(x log a + y log a) =
exp((x + y) log a) = ax+y. (ax)y je exp(y log(exp(x log a))) = exp(yx log a) =
axy. 2

Ale
(
(−1)2

) 1
2 = 1

1
2 = 1 6= −1 = (−1)1 = (−1)2· 12 , kde jsme použili obě definice

reálné mocniny. Polsko-americký matematik Alfred Tarski (1901–1983), který
byl druhým největš́ım matematickým logikem 20. stolet́ı, přǐsel s domněnkou,
že každá mocninná identita, jako je třeba xy · (xy)y = xy+y2 , se dá odvodit
z předchoźıch tř́ı základńıch identit (a daľśıch základńıch vlastnost́ı operaćı
sč́ıtáńı, násobeńı a umocňováńı). V r. 1981 jeho domněnku vyvrátil britský
matematik Alex Wilkie (1948), když dokázal, že mocninné identity jako(

(1 + x)y + (1 + x+ x2)y
)x · ((1 + x3)x + (1 + x2 + x4)x

)y
=
(
(1 + x)x + (1 + x+ x2)x

)y · ((1 + x3)y + (1 + x2 + x4)y
)x

nelze odvodit ze tř́ı základńıch mocninných identit. Takovým identitám nyńı
ř́ıkáme Wilkieho identity. Pro podrobnosti viz MA 1+.

Úloha 4.3.15 Dokažte, že pro reálná č́ısla x, y > 0 plat́ı uvedená Wilkieho
identita. Návod: (1 + x) · (1 + x2 + x4) = (1 + x3) · (1 + x+ x2).
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Úloha 4.3.16 Ukažte, že 00 je neurčitý výraz: pro každé nezáporné A ∈ R∗
existuj́ı posloupnosti (an) ⊂ (0,+∞) a (bn) ⊂ R, že lim an = lim bn = 0

a lim (an)
bn = A. Proč to neplat́ı se záporným A?

Definovat 00 jako 1 se ale často hod́ı.

• Kosinus a sinus. Funkce cos, sin : R → R pocházej́ı z geometrie, ale lze je

definovat i součty řad. Pro každé t ∈ R se cos t rovná součtu
∑∞
n=0(−1)n t2n

(2n)!

(zde 00 = 1) a sin t součtu
∑∞
n=0(−1)n t2n+1

(2n+1)! . Tedy cos t = 1 − t2

2 + t4

24 − · · ·
a sin t = t− t3

6 + t5

120 − · · · .

Úloha 4.3.17 Pro každé t je cos t i sin t abskon řada, tedy i AK řada.

Množina bod̊u v rovině S = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} je jednotková kružnice,
s poloměrem 1 a středem (0, 0).

Věta 4.3.18 (o běžkyni) Necht’ t ∈ R. Běžkyně vyběhne z bodu (1, 0) kruhové
dráhy S a běž́ı po ńı jednotkovou rychlost́ı, pro t > 0 proti a pro t ≤ 0 po směru
hodinových ručiček. Pak v čase |t| se běžkyně nacháźı v bodě (cos t, sin t) (∈ S).

Přesné geometrické zavedeńı kosinu a sinu neńı jednoduchá věc, muśı se zač́ıt
definićı délky oblouku kružnice, viz MA 1+. Tam tuto větu dokážeme.

Č́ıslo π lze definovat dvěma zp̊usoby. Jednak π = 3.14159 . . . je dvojnásobek
nejmenš́ıho x > 0, že cosx = 0. Dále 2π je obvod kružnice S: čas, kdy běžkyně
opět proběhne startem. Druhá definice je neformálńı, protože délka kruhového
oblouku bude definována až v MA 1+. Tam také dokážeme ekvivalenci obou
definic. Základńı vlastnosti sinu a kosinu zde proto uvád́ıme jen podmı́něně,
předpokládáme větu 4.3.18.

Úloha 4.3.19 Odvod’te z věty 4.3.18 následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.3.20 (sinus a kosinus) Sinus a kosinus maj́ı následuj́ıćı vlastnosti.

1. Jsou to 2π-periodické funkce: cos(t+ 2π) = cos t a sin(t+ 2π) = sin t.

2. Na intervalu [0, π/2] sinus roste z 0 do 1.

3. ∀ t ∈ [0, π]
(

sin(t) = sin(π − t)
)

a ∀ t ∈ [0, 2π]
(

sin(t) = − sin(2π − t)
)
.

4. Pro každé t ∈ R se cos t = sin(t+ π/2) a cos2 t+ sin2 t = 1.

5. Plat́ı součtové vzorce: pro každé s, t ∈ R se

sin(s± t) = sin s · cos t± cos s · sin t a

cos(s± t) = cos s · cos t∓ sin s · sin t .

Úloha 4.3.21 (Euler̊uv vzorec) ∀ t
(

exp(it) = cos t+ i sin t
)
, i =

√
−1.
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• Funkce tangens a kotangens jsou definovány jako tan t = sin t
cos ta cot t = cos t

sin t .

Úloha 4.3.22 M(tan) = R\{ (2m−1)π
2 : m ∈ Z}, M(cot) = R\{mπ : m ∈ Z}.

Arkus sinus (inverzńı sinus) a arkus kosinus (inverzńı kosinus) je inverz re-
strikce sinu, resp. kosinu, na interval [−π/2, π/2], resp. [0, π]. Jsou to bijekce

arcsin : [−1, 1]→ [−π/2, π/2] a arccos : [−1, 1]→ [0, π] .

Funkce arkus tangens (inverzńı tangens) a arkus kotangens (inverzńı kotangens)
je inverz restrikce funkce tangens, resp. kotangens, na interval (−π/2, π/2), resp.
(0, π). Jsou to bijekce

arctan: R→ (−π/2, π/2) a arccot : R→ (0, π) .

4.4 Elementárńı funkce

• Operace s funkcemi. Začneme čtyřmi (binárńımi) operacemi na množině R
(viz definice 4.2.6). Necht’ f, g ∈ R. Součet f + g : M(f) ∩ M(g) → R má
hodnoty (f + g)(x) = f(x) + g(x). Součin fg : M(f) ∩M(g) → R má hodnoty
(fg)(x) = f(x) · g(x) = f(x)g(x). Pod́ıl f/g : M(f) ∩M(g) \ Z(g) → R, kde
Z(g) = {x ∈ M(g) : g(x) = 0}, má hodnoty (f/g)(x) = f(x)/g(x). Konečně,
jak v́ıme z prvńı přednášky, složenina f(g) : M(f(g)) → R, kde je M(f(g)) =
{x ∈ M(g) : g(x) ∈ M(f)} (⊂ M(g)), má hodnoty (f(g))(x) = f(g(x)). Na
rozd́ıl od pod́ılu dvou č́ısel je pod́ıl dvou funkćı v R vždy definovaný!

Úloha 4.4.1 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.4.2 (monoidy funkćı) Necht’ R je jako v definici 4.2.6, 0R =
k0 : R→ {0} a 1R = k1 : R→ {1}. Algebraické struktury

Ramo = (R, 0R, +) a Rmmo = (R, 1R, ·)

jsou komutativńı monoidy, takže výše definované operace + a · jsou komutativńı
a asociativńı a maj́ı neutrálńı prvky 0R a 1R. Nejsou to grupy, protože obecně
neexistuj́ı inverzńı prvky (nicméně viz úloha 4.4.8). Operace · je distributivńı
vzhledem k +, takže

f · (g + h) = (f · g) + (f · h) .

Necht’ f, g ∈ R. Rozd́ıl obou funkćı je funkce f − g : M(f − g) → R s hod-
notami (f − g)(x) = f(x)− g(x), kde M(f − g) = M(f) ∩M(g).

Úloha 4.4.3 Dokažte, že pro každé dvě funkce f, g ∈ R se f−g = f+(k−1 ·g).

• Elementárńı funkce. Definujeme tř́ıdu Elementárńıch funkćı EF. Často je za
ni vydávána předchoźı tř́ıda ZEF.
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Definice 4.4.4 (EF 1) Funkce f ∈ R je elementárńı ⇐⇒ v R existuj́ı takové
funkce f1, f2, . . . , fn, n ∈ N, s fn = f , že pro každé i = 1, 2, . . . , n je fi ∈ ZEF
nebo pro nějaké indexy j, k ∈ N s 1 ≤ j, k < i je fi = fj + fk nebo fi = fj · fk
nebo fi = fj/fk nebo fi = fj(fk).

Přibližně řečeno, EF źıskáme ze ZEF opakovaným sč́ıtáńım, násobeńım, děleńım
a skládáńım. Rozd́ıl dvou elementárńıch funkćı je elementárńı (úloha 4.4.3).
Identická funkce idR = idR(x) = x : R → R je elementárńı, protože log(exp) =
idR. Mı́sto idR často ṕı̌seme jen x. V opačném pořad́ı skládáńı se exp(log) =
idR | (0,+∞).

Úloha 4.4.5 Ukažte, že absolutńı hodnota |x| ∈ F(R) je elementárńı funkce.

Úloha 4.4.6 Čemu se rovná pod́ıl konstantńıch funkćı k1/k0 ?

Úloha 4.4.7 Je prázdná funkce ∅ elementárńı?

Úloha 4.4.8 Pro každou f ∈ EF existuje jediná g ∈ EF, že M(g) = M(f)
a f + g = k0 |M(f).

Připomeňme si podle tvrzeńı 3.3.7 typy reálných interval̊u:

I = {∅, {a},R, (a, b), (−∞, a), (a,+∞), (a, b], [a, b), [a, b], (−∞, a], [a,+∞)} ,

pro každé a, b ∈ R s a < b.

Tvrzeńı 4.4.9 (restrikce na intervaly) Pro každou f ∈ EF a každý interval
I ∈ I je f | I ∈ EF.

Důkaz. Stač́ı ukázat, že pro každý I ∈ I je g = k0 | I ∈ EF. Pak f + g
dává požadovanou elementárńı restrikci funkce f . Pro I = ∅ vezmeme g =
k1/k0. Pro I = {a} vezmeme g =

√
a− x+

√
x− a. Pro I = (−∞, b] vezmeme

g =
√
b− x −

√
b− x. Pro I = R vezmeme g = k0. Pro I = (a, b) vezmeme

g = log(x− a) + log(b− x)− log(x− a)− log(b− x). Samozřejmě x je idR, a je
ka a b je kb. Pro daľśı intervaly v I kombinujeme tyto odmocniny a logaritmy
podobnými zp̊usoby. 2

Úloha 4.4.10 Popǐste elementárńı funkce f a g s definičńımi obory M(f) = Z
a M(g) = R \ ({0} ∪ {1/n : n ∈ Z \ {0}}).

V ZEF je řada funkćı, které lze vyjádřit z ostatńıch a které tak jsou pro
generováńı EF nadbytečné: cosx = sin(x + π/2), tanx = sin x

cos x , cotx = cos x
sin x ,

arccosx = π
2 +arcsinx, arctanx = arcsin

(
x/
√

1 + x2
)

a arccotx = π
2−arctanx.

Pro reálné mocniny máme následuj́ıćı redukci.

Úloha 4.4.11 Ukažte, že z funkćı v definićıch 4.3.10 a 4.3.11 si stač́ı ponechat
funkce xb s b > 0 a b 6∈ N, které jsou v F([0,+∞)).
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Tyto redundantńı funkce ze ZEF vyřad́ıme a dostaneme následuj́ıćı funkce.

Definice 4.4.12 (OZEF) Opravdu základńı elementárńı funkce jsou právě tyto

funkce: kc(x) s c ∈ R, expx, log x, xb (∈ F([0,+∞))) s b > 0 a b 6∈ N, sinx
a arcsinx.

Nevyjádřitelnost funkćı xb, b ∈ (0,+∞)\N, z ostatńıch OZEF dokážeme v MA 1+.
Elementárńı funkce tedy můžeme definovat kompaktněji.

Definice 4.4.13 (EF 2) V definici 4.4.4 lze tř́ıdu funkćı ZEF nahradit užš́ı
tř́ıdou OZEF.

Např́ıklad funkce
√
x = x1/2, definovaná na [0,+∞), je OZEF a ZEF. Všimněte

si, že exp(1
2 log x) 6=

√
x, protože M(exp( 1

2 log x)) = (0,+∞). K elementárńım
funkćım se vrát́ıme v MA 1+, kde také dokážeme neelementárnost některých
antiderivaćı.

Elementárńı funkce |x|x : R \ {0} → {−1, 1} má hodnotu −1 pro x < 0 a 1
pro x > 0. Podobá se funkci signum (znaménko) sgn: R→ {−1, 0, 1} dané jako
sgnx = −1 pro x < 0, sgn 0 = 0 a sgnx = 1 pro x > 0.

Tvrzeńı 4.4.14 (sgn neńı elementárńı) Ovšem sgn 6∈ EF.

Důkaz. Každá elementárńı funkce je spojitá, viz definice 6.1.1 a věta 6.6.14.
Funkce znaménka ale neńı spojitá. 2

Neměly by se tedy EF definovat š́ı̌reji, aby funkce znaménka byla elementárńı?
Touto otázkou se budeme zabývat jinde. Otázkou existence spojitých neele-
mentárńıch funkćı se zabýváme v MA 1+.

Úloha 4.4.15 Uved’te př́ıklady funkćı v EF, které v některých bodech svého
definičńıho oboru nemaj́ı vlastńı derivaci.

4.5 Polynomy a racionálńı funkce

Podobně jako v odd́ılu 3.5 i nyńı se výrazně odchýĺıme od standardńıho pojet́ı.
Polynomy a racionálńı funkce zavedeme jako podmnožiny v R pomoćı omezeńı
na generováńı v definici 4.4.4.

• Polynomy. Předkládáme následuj́ıćı pojet́ı polynomů.

Definice 4.5.1 (POL) Funkce f ∈ R je polynom ⇐⇒ v R existuj́ı takové
funkce f1, f2, . . . , fn, n ∈ N, s fn = f , že pro každé i = 1, 2, . . . , n je fi identita
idR nebo konstanta kc, c ∈ R, nebo pro nějaké indexy j, k ∈ N s 1 ≤ j, k < i je
fi = fj + fk nebo fi = fj · fk. Množinu polynom̊u označ́ıme jako POL.
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Patrně každá funkce fi, i ∈ [n], je polynom. Polynomy v našem pojet́ı tedy
vzniknou z konstant a identity opakovaným sč́ıtáńım a násobeńım. Z tvaru po-
lynomu a0+a1x+· · ·+anxn, který je ve standardńım pojet́ı definičńı, je v našem
pojet́ı tvar kanonický, jehož existenci a jednoznačnost ted’ dokážeme. Pro f ∈ R
a n ∈ N0 mocninu fn definujeme pro n = 0 jako f − f + k1 (= k1 |M(f)) a pro
n > 0 jako f · f · . . . · f s n činiteli.

Tvrzeńı 4.5.2 (kanonický tvar polynomu) Každý polynom p má M(p) =
R a bud’ p = k0 je tzv. nulový polynom, anebo p má jednoznačný kanonický tvar

p =
∑n
j=0 kaj · id

j
R (= a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n) ,

kde n ∈ N0, aj ∈ R & an 6= 0.

Důkaz. Z definice polynomu je jasné, že má definičńı obor R. Necht’ p je po-
lynom. Pak p = fn má generuj́ıćı posloupnost f1, . . . , fn podle definice 4.5.1.
Užijeme indukci podle n. Když n = 1, pak p je bud’ nulový polynom, anebo má
kanonický tvar p = kc · id0

R s c 6= 0 či p = k0 · id0
R + k1 · id1

R. Necht’ n > 1. Pokud
p = fn je konstanta nebo identita, jsme v předchoźım př́ıpadu. Necht’ p = fj+fk
nebo p = fj · fk pro 1 ≤ j, k < n. Polynom fj je bud’ nulový, anebo má podle
indukce kanonický tvar. Totéž plat́ı pro fk. Pokud fj nebo fk je nulový, snadno
vid́ıme, že p je též nulový nebo má kanonický tvar. Pokud fj i fk má kanonický
tvar, s pomoćı tvrzeńı 4.4.2 snadno vid́ıme, že p je nulový nebo má kanonický
tvar.

Jednoznačnost kanonického tvaru plyne z následuj́ıćı úlohy (která vyplývá
z existence kanonického tvaru). Necht’ polynom p má dva r̊uzné kanonické tvary.
S pomoćı tvrzeńı 4.4.2 neńı těžké vidět, že pak rozd́ıl p− p má také kanonický
tvar. Podle úlohy 4.5.3 polynom p − p má jen konečně mnoho nulových bod̊u.
To je ale spor, protože p− p = k0. 2

Stupeň deg p nenulového polynomu p je index n ∈ N0 v jeho kanonickém tvaru.
Stupeň nulového polynomu se někdy definuje jako −∞.

Úloha 4.5.3 Dokažte, že každý polynom p s kanonickým tvarem má konečnou
množinu nulových bod̊u Z(p) = {b ∈ R : p(b) = 0}.

Obor integrity je okruh, v němž součin dvou nenulových prvk̊u je vždy ne-
nulový.

Úloha 4.5.4 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.5.5 (POL je OI) Algebraická struktura R[x] = (POL, k0, k1,+, ·)
tvoř́ı obor integrity.

• Racionálńı funkce. Definujeme je podobně jako polynomy, jen nav́ıc zapoj́ıme
operaci děleńı. Uvid́ıme ale, že ve srovnáńı s polynomy se t́ım dostaneme do
znatelně složitěǰśı situace.

65



Definice 4.5.6 (RAC) Funkce f ∈ R je racionálńı ⇐⇒ v R existuj́ı takové
funkce f1, f2, . . . , fn, n ∈ N, s fn = f , že pro každé i = 1, 2, . . . , n je fi identita
idR nebo konstanta kc, c ∈ R, nebo pro nějaké indexy j, k ∈ N s 1 ≤ j, k < i
je fi = fj + fk nebo fi = fj · fk nebo fi = fj/fk. Množinu racionálńıch funkćı
označ́ıme jako RAC.

Opět každá funkce fi, i ∈ [n], je racionálńı. V našem pojet́ı tedy racionálńı
funkce vygenerujeme z konstant a identity opakovaným sč́ıtáńım, násobeńım
a děleńım. Např́ıklad funkce 1

x : R \ {0} → R je racionálńı. Každý polynom
je racionálńı funkce, POL ⊂ RAC. Prázdná funkce ∅, která neńı polynom, je
racionálńı, protože třeba ∅ = k1/k0.

Tvrzeńı 4.5.7 (kanonické tvary v RAC) Každá racionálńı funkce r 6= ∅
má M(r) = R \ Z, kde Z ⊂ R je konečná množina, a existuj́ı pro ni dva
polynomy p a q, že q 6= k0, Z = Z(q) a r = p/q.

Důkaz. Necht’ r ∈ RAC. Pak r = fn má generuj́ıćı posloupnost f1, . . . , fn
podle definice 4.5.6. Opět indukce podle n. Když n = 1, pak r je konstanta
nebo identita a r má kanonický tvar c

1 , resp. x
1 . Necht’ n > 1. Když r = fn

je konstanta nebo identita, jsme v předešlém př́ıpadu. Necht’ tedy pro nějaké
1 ≤ j, k < n je r = fj + fk nebo r = fj · fk nebo r = fj/fk. Pak fj = ∅
nebo fj má podle indukce kanonický tvar. Totéž plat́ı pro fk. Je-li fj nebo fk
prázdná, je i r = ∅. Necht’ tedy máme kanonické tvary fj = p/q, fk = p′/q′,
M(fj) = R \ Z(q) a M(fk) = R \ Z(q′). Probereme tři uvedené př́ıpady pro r.
V prvńım př́ıpadu se

r = fj + fk = pq′+p′q
qq′ .

V čitateli i ve jmenovateli jsou polynomy a qq′ 6= k0, protože polynomy tvoř́ı
obor integrity. Dále M(r) = M(fj) ∩M(fk) = R \ (Z(q) ∪ Z(q′)) = R \ Z(qq′).
Máme tedy kanonický tvar pro r. Ve druhém př́ıpadu se

r = fjfk = pp′

qq′ .

Jako v prvńım př́ıpadu vid́ıme, že to je kanonický tvar pro r. Konečně ve třet́ım
př́ıpadu se

r = fj/fk = p(q′)2

qq′p′ .

V čitateli i ve jmenovateli jsou polynomy. Pokud p′ = k0, je r = ∅. Když p′ 6= k0,
je qq′p′ 6= k0 a M(r) = M(fj) ∩M(fk) \ Z(fk) se rovná

(R \ (Z(q)∪Z(q′))) \ (Z(p′) \Z(q′)) = R \ (Z(q)∪Z(q′)∪Z(p′)) = R \Z(qq′p′) .

Opět máme kanonický tvar pro r. 2

Kanonické tvary racionálńıch funkćı nejsou jednoznačné. Např. 0+1x
0+1x i 0+0x+1x2

0+0x+1x2

je kanonický tvar racionálńı funkce x/x (= k1 |R \ {0}).
Na množině RAC \ {∅} definujeme relaci shodnosti ∼ jako

r ∼ s def⇐⇒ r |M(s) = s |M(r) .
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Úloha 4.5.8 Dokažte, že ∼ je relace ekvivalence.

Např́ıklad k1 ∼ x/x ∼ (x · (x− 1))/(x · (x− 1)).

Úloha 4.5.9 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.5.10 (těleso R(x)) Algebraická struktura

R(x) = ((RAC \ {∅})/∼, [k0]∼, [k1]∼, +, ·)

je těleso, tzv. těleso racionálńıch funkćı.

Na rozd́ıl od algebry jsou prvky našeho tělesa R(x) opravdu funkce, přesněji
jejich ekvivalenčńı bloky.

Úloha 4.5.11 Proč jsme vyřadili prázdnou racionálńı funkci?
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Kapitola 5

Přednáška 5. Limity funkćı

Kapitolu inspirovanou pátou přednáškou

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred5.pdf

přednesenou 21. 3. 2024 začneme odd́ılem 5.1 o jednostranných limitách funkćı.
Tvrzeńı 5.1.7 a 5.1.13 popisuj́ı vztahy obyčejných a jednostranných limit. Potom
v odd́ılu 5.2 zavedeme spojitost funkce v bodě. V tvrzeńı 5.2.4 ji charakterizu-
jeme pomoćı limit a v úloze 5.2.5 Heineho definićı.

Odd́ıl 5.3 obsahuje větu 5.3.1 o limitě monotónńı funkce, větu 5.3.3 o arit-
metice limit funkćı, větu 5.3.7 o limitě funkce a uspořádáńı a větu 5.3.11 o dvou
funkčńıch strážńıćıch. V odd́ılu 5.4 uvád́ıme větu 5.4.1 o limitě složené funkce.
Na rozd́ıl od formulaćı této věty v literatuře, které jsou implikacemi, naše formu-
lace je ekvivalence. V závěrečném odd́ılu 5.5 vysvětĺıme význam asymptotických
symbol̊u O, �, �, Ω, Θ, �, o, ω a ∼.

5.1 Jednostranné limity

Všimněme si, že doplněk bodu R \ {a} = (−∞, a) ∪ (a,+∞) se skládá ze dvou
oddělených interval̊u — na rozd́ıl od roviny R2 se v R bod a nedá

”
obej́ıt“. Proto

se zaváděj́ı limity funkćı zleva a zprava. Začneme definićı jednostranných okoĺı.

• Jednostranná okoĺı a jednostranné limitńı body. Levé, resp. pravé, ε-okoĺı bodu
b ∈ R je

U−(b, ε) = (b− ε, b], resp. U+(b, ε) = [b, b+ ε) .

Levé, resp. pravé, prstencové ε-okoĺı bodu b je

P−(b, ε) = (b− ε, b), resp. P+(b, ε) = (b, b+ ε) .

Bod b ∈ R je levým, resp. pravým, limitńım bodem množiny M ⊂ R, pokud

∀ ε
(
P−(b, ε) ∩M 6= ∅

)
, resp. ∀ ε

(
P+(b, ε) ∩M 6= ∅

)
.
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Množiny těchto bod̊u označ́ıme jako L−(M), resp. L+(M) (⊂ R). Bod b ∈ R je
oboustranný limitńı bod množiny M ⊂ R, krátce OLB, pokud

∀ ε
(
P−(b, ε) ∩M 6= ∅ ∧ P+(b, ε) ∩M 6= ∅

)
.

Množinu těchto bod̊u označ́ıme jako L±(M) (⊂ R). OLB jsou kĺıčové v kritériu
lokálńıho extrému založeném na anulováńı derivace. Pro nekonečna jednostranná
okoĺı a jednostranné limitńı body nedefinujeme.

Úloha 5.1.1 b ∈ L−(M), resp. b ∈ L+(M) ⇐⇒ ∃ (an) ⊂ (−∞, b) ∩M , resp.
(an) ⊂ (b,+∞) ∩M , že lim an = b.

Úloha 5.1.2 Necht’ M ⊂ R a b ∈ R. Dokažte následuj́ıćı.
1. b ∈ L−(M) ⇒ b ∈ L(M),
2. b ∈ L+(M) ⇒ b ∈ L(M),
3. b ∈ L(M) ⇒ b ∈ L−(M) nebo b ∈ L+(M) a
4. je možné, že b ∈ L(M), ale b 6∈ L−(M) nebo b 6∈ L+(M).

Podle úlohy 4.2.3 žádná konečná reálná množina nemá limitńı bod. T́ım méně
má nějaký jednostranný limitńı bod. Podle úlohy 4.2.4 každá nekonečná reálná
množina má limitńı bod. Pro jednostranné limitńı body to neplat́ı.

Úloha 5.1.3 Uved’te př́ıklad nekonečné podmnožiny R, která nemá ani levý ani
pravý limitńı bod.

Úloha 5.1.4 Dokažte, že každá nekonečná a omezená reálná množina má levý
limitńı bod nebo pravý limitńı bod.

• Jednostranné limity funkćı. Limitu funkce zjemńıme jednostrannými limitami.

Definice 5.1.5 (jednostranné limity) Necht’ f ∈ F(M), b ∈ L−(M) a L je
v R∗. Pokud pro každé ε existuje δ, že f [P−(b, δ)] ⊂ U(L, ε), potom ṕı̌seme
limx→b− f(x) = L a řekneme, že funkce f má v bodě b limitu zleva rovnou L.
Náhrada znaménka − znaménkem + dává limitu v b zprava limx→b+ f(x) = L.

Jako limx→A f(x) pro A 6∈ L(M(f)) ani limx→b− f(x) pro b 6∈ L−(M(f)) neńı
definovaná. Totéž plat́ı pro limitu zprava. Když limx→b− f(x) existuje, jako dř́ıv
to implicitně znamená, že b ∈ L−(M(f)). Totéž plat́ı pro limitu zprava.

Úloha 5.1.6 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.1.7 (o jednostranných limitách) Plat́ı následuj́ıćı.
1. limx→a f(x) = L ⇒ limx→a− f(x) = L nebo limx→a+ f(x) = L,
2. limx→a− f(x) = limx→a+ f(x) = L ⇒ limx→a f(x) = L &
3. limx→a− f(x) = K, limx→a+ f(x) = L & K 6= L ⇒ limx→a f(x) neexistuje.

Tedy limx→0 sgnx neexistuje, protože limx→0− sgnx = −1 a limx→0+ sgnx = 1.
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Úloha 5.1.8 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.1.9 (jednoznačnost limx→b± f(x)) Když plat́ı, že limx→b± f(x) =
K i že limx→b± f(x) = L, pak K = L (shodná znaménka).

Úloha 5.1.10 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Pro b ∈ R jako I−(b), resp. I+(b), označ́ıme interval (−∞, b), resp. (b,+∞).

Tvrzeńı 5.1.11 (Heineho definice limx→b± f(x)) Necht’ f ∈ F(M) a b je
v L±(M). Pak limx→b± f(x) = L ⇐⇒ pro každou posloupnost (an) ⊂M∩I±(b)
s lim an = b se lim f(an) = L (shodná znaménka).

Poznamenáme, že někdy se obyčejné limity funkćı ṕı̌sou zbytečně složitě jako
jednostranné. Např́ıklad se ṕı̌se limx→0+ log x = −∞. Podle našich definic limit
celou situaci vystihuje jednodušš́ı limx→0 log x = −∞. Zde

lim
x→0

log x = lim
x→0+

log x = −∞ ,

ale limita limx→0− log x neńı definovaná, protože 0 6∈ L−(M(log x)). Závěrem
ještě jeden vztah mezi obyčejnými a jednostrannými limitami, který použijeme
v d̊ukazu d̊usledku 5.4.5.

Úloha 5.1.12 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.1.13 (použit́ı zúžeńı) Necht’ f ∈ F(M) a b ∈ L±(M). Pak plat́ı
ekvivalence, že limx→b± f(x) = L ⇐⇒ limx→b(f | I±(b))(x) = L (shodná
znaménka).

5.2 Spojitost funkce v bodu

• Spojitost funkce v bodu. Následuj́ıćı definice je d̊uležitá.

Definice 5.2.1 (spojitost funkce v bodu) Necht’ f ∈ F(M). Funkce f je
spojitá v bodu b ∈ M , když pro každé ε existuje δ, že f [U(b, δ)] ⊂ U(f(b), ε).
Jinak řekneme, že f je v b nespojitá.

Úloha 5.2.2 Kdy je tedy funkce f v bodu b ∈M(f) nespojitá?

Např́ıklad sgnx je nespojitá v x = 0, ale všude jinde je spojitá. Když b 6∈M(f),
funkce f neńı v b ani spojitá ani nespojitá. Při srovnáńı s limitou limx→b f(x) =
L vid́ıme, že L se nahradilo hodnotou f(b) a prstencové okoĺı P (b, δ) obyčejným
okoĺım U(b, δ).

Úloha 5.2.3 Funkce f je spojitá v b ∈M(f), právě když pro každé ε existuje δ,
že x ∈M(f) ∧ |x− b| ≤ δ ⇒ |f(x)− f(b)| ≤ ε.
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Spojitost f v b neńı ekvivalentńı tomu, že limx→b f(x) = f(b). To plat́ı jen
v limitńıch bodech množiny M .

Tvrzeńı 5.2.4 (o spojitosti v bodě) Pro funkci f ∈ F(M) & bod b ∈ M ∩
L(M) jsou 1, 2 a 3 vzájemně ekvivalentńı. 1. Funkce f je v b spojitá. 2. Limita
limx→b f(x) = f(b). 3. Pro každou posloupnost (an) ⊂ M s lim an = b se
lim f(an) = f(b).

Důkaz. Implikace 1 ⇒ 2. Necht’ f je spojitá v b podle definice 5.2.1 a je dáno
ε. Tedy existuje δ, že f [U(b, δ)] ⊂ U(f(b), ε). Pak b ∈ L(M(f)) a i f [P (b, δ)] ⊂
U(f(b), ε) a limx→b f(x) = f(b).

Implikace 2⇒ 3. Necht’ limx→b f(x) = f(b), (an) ⊂M má limitu lim an = b
a je dáno ε. Tedy existuje δ, že

f [P (b, δ)] ⊂ U(f(b), ε) . (∗)

Vezmeme n0, že n ≥ n0 ⇒ an ∈ U(b, δ). Pak též n ≥ n0 ⇒ f(an) ∈ U(f(b), ε):
pro an 6= b použijeme inkluzi (∗) a pro an = b je f(an) = f(b) ∈ U(f(b), ε).
Tedy lim f(an) = f(b).

Implikace 3 ⇒ 1, to jest ¬1 ⇒ ¬3. Necht’ f neńı spojitá v b. Pak existuje
takové ε, že pro ∀ δ ∃ a = a(δ) ∈ U(b, δ) ∩M , že f(a) 6∈ U(f(b), ε). Pro každé
n vybereme nějaké takové an = a(1/n) a dostaneme posloupnost (an) ⊂ M , že
lim an = b, ale f(an) 6∈ U(f(b), ε) pro každé n. Tedy (f(an)) nemá limitu f(b)
a část 3 neplat́ı. 2

Posledńı implikaci jsme opět dokázali s pomoćı axiomu výběru. Část 3 popisuje
Heineho definici spojitosti funkce v bodu. Následuj́ıćı úloha ji upřesňuje.

Úloha 5.2.5 V tvrzeńı 5.2.4 v ekvivalenci (1) ⇐⇒ (3) je možné předpoklad
b ∈ L(M) vynechat. Takže funkce f je spojitá v bodu b ∈M(f) ⇐⇒ pro každou
posloupnost (an) ⊂M s lim an = b se lim f(an) = f(b).

Pravá strana této ekvivalence se někdy bere jako definice spojitosti funkce
v bodu.

• Izolované body. Necht’ M ⊂ R. Množina M \ L(M) je tvořena takzvanými
izolovanými body množiny M .

Úloha 5.2.6 Bod b ∈ M je izolovaný bod množiny M ⊂ R, právě když pro
nějaké ε je U(b, ε) ∩M = {b}.

Úloha 5.2.7 Necht’ b ∈ M ⊂ R. Pak b je bud’ limitńı bod množiny M , anebo
izolovaný bod množiny M .

Tvrzeńı 5.2.8 (spojitost v izolovaném bodu) Každá funkce f ∈ R je spo-
jitá v každém izolovaném bodu množiny M(f).
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Důkaz. Necht’ f ∈ F(M) a b ∈M je izolovaný bod. Podle úlohy 5.2.6 existuje
δ, že U(b, δ) ∩ M = {b}. Pro toto δ inkluze f [U(b, δ)] = f [{b}] = {f(b)} ⊂
U(f(b), ε) plat́ı pro každé ε. Takže f je spojitá v b podle definice 5.2.1. 2

Každá posloupnost (an) ⊂ R, tedy funkce a ∈ F(N), je tak spojitá v každém
bodu n svého definičńıho oboru N.

Úloha 5.2.9 Funkce f ∈ F(M) neńı spojitá v b ∈ M ⇐⇒ ∃ posloupnost
(an) ⊂M , že lim an = b a lim f(an) = A 6= f(b).

• Jednostranná spojitost. Funkce f je zleva spojitá v bodě b ∈ M(f), když
pro každé ε existuje δ, že f [U−(b, δ)] ⊂ U(f(b), ε) Náhradou znaménka −

znaménkem + dostaneme spojitost zprava.

Úloha 5.2.10 Funkce je v daném bodu spojitá ⇐⇒ je v něm zleva i zprava
spojitá.

• Riemannova funkce. Je to funkce r ∈ F(R) s hodnotami r(x) = 0 pro x ∈ R\Q
a r(mn ) = 1

n pro zlomek m
n v základńım tvaru.

Tvrzeńı 5.2.11 (o Riemannově funkci) Tato funkce je spojitá právě v ira-
cionálńıch č́ıslech.

Důkaz. Necht’ x = m
n je zlomek v základńım tvaru a ε ≤ 1

n . Pro ∀ δ ∃ iracionálńı
α ∈ U(x, δ). Ale r(α) = 0 6∈ U(r(x), ε) = U( 1

n , ε), takže funkce r neńı spojitá
v bodě x. Necht’ x ∈ R \Q a je dáno ε ∈ (0, 1). Definujeme

M = {|x− m
n | :

m
n ∈ Q ∩ U(x, 1) ∧ 1

n ≥ ε} a δ = min(M) .

Toto δ existuje a δ > 0, protože podle úlohy 5.2.12 je M neprázdná konečná
množina kladných č́ısel. Pro toto δ je y ∈ U(x, δ) ⇒ r(y) ∈ U(r(x), ε) =
U(0, ε) — pro každé y ∈ U(x, δ) je r(y) = 0 nebo r(y) = 1

n < ε. Proto je
funkce r spojitá v bodu x. 2

Úloha 5.2.12 Proč je M neprázdná konečná množina kladných č́ısel?

5.3 Limity a uspořádáńı, aritmetika limit

Některé výsledky o existenci limit posloupnost́ı, o jejich aritmetice a o jejich
vztahu k uspořádáńı ted’ rozš́ı̌ŕıme na limity funkćı.

• Limity monotónńıch funkćı. Necht’ f ∈ F(M) a X je libovolná množina.
Funkce f neklesá, resp. neroste, na X, pokud pro každé x ≤ y v X ∩ M je
f(x) ≤ f(y), resp. f(x) ≥ f(y). Když f na X neklesá či neroste, je na X
monotónńı. Ano, X nemuśı být podmnožinou M .
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Věta 5.3.1 (limita monotónńı funkce) Necht’ f ∈ F(M). Plat́ı následuj́ıćı.
1. Když b ∈ L−(M) a existuje θ, že f na P−(b, θ) neklesá, pak

lim
x→b−

f(x) = sup(f [P−(b, θ)]) .

2. Když +∞ ∈ L(M) a existuje θ, že f na U(+∞, θ) neklesá, pak

lim
x→+∞

f(x) = sup(f [U(+∞, θ)]) .

Suprema zde bereme v LU (R∗, <).

Důkaz. 1. Necht’ f , M , b a θ jsou, jak uvedeno, a je dáno ε. Označ́ıme si
A = sup(f [P−(b, θ)]) a vezmeme libovolné a ∈ U(A, ε) s a < A. Podle definice
suprema existuje c ∈ P−(b, θ) ∩M , že a < f(c) ≤ A. Polož́ıme δ = b − c. Pro
každé d ∈ M s c < d < b je a < f(c) ≤ f(d) ≤ A, tedy (podle úlohy 2.1.12)
f(d) ∈ U(A, ε). Takže f [P−(b, δ)] ⊂ U(A, ε) a limx→b− f(x) = A.

2. Necht’ f , M a θ jsou, jak uvedeno, a je dáno ε. A := sup(f [U(+∞, θ)])
a vezmeme libovolné a ∈ U(A, ε) s a < A. Podle definice suprema existuje
c ∈ U(+∞, θ) ∩M , že a < f(c) ≤ A. Polož́ıme δ = 1/c. Pro každé d ∈ M
s c < d je a < f(c) ≤ f(d) ≤ A, tedy (podle úlohy 2.1.12) f(d) ∈ U(A, ε). Takže
f [U(+∞, δ)] ⊂ U(A, ε) a limx→+∞ f(x) = A. 2

Pro obyčejné limity věta neplat́ı: funkce sgn: R → {−1, 0, 1} na R neklesá, ale
limx→0 sgnx neexistuje. Nalezeńı obyčejné limity monotónńı funkce převedeme
pomoćı tvrzeńı 5.1.7 na nalezeńı jej́ıch jednostranných limit. Ty nalezneme po-
moćı předešlé věty a následuj́ıćı úlohy.

Úloha 5.3.2 Popǐste daľśı varianty věty: pro lokálně nerostoućı funkci a/nebo
limitu v b zprava, popř. v −∞.

• Aritmetika limit funkćı. Aritmetiku limit (AL) rozš́ı̌ŕıme z posloupnost́ı na
funkce. V d̊ukazu využijeme Heineho definici limity funkce.

Věta 5.3.3 (aritmetika limit funkćı) Bud’ f, g ∈ R, A ∈ L(M(f) ∩M(g)),
limx→A f(x) = K a limx→A g(x) = L. Pak se limx→A(f + g)(x) = K + L,
limx→A(fg)(x) = KL a limx→A(f/g)(x) = K/L, pokud výraz napravo neńı
neurčitý.

Důkaz. Probereme jen pod́ıl, d̊ukazy pro součet a součin jsou podobné a jed-
nodušš́ı. Necht’ výraz K/L neńı neurčitý. Pak L 6= 0 a tedy A ∈ L(M(f/g))
(úloha 5.3.4). Necht’ (an) ⊂ M(f/g) \ {A} je libovolná posloupnost s lim an =
A. Podle implikace ⇒ v Heineho definici limity funkce se lim f(an) = K

a lim g(an) = L. Dı́ky větě 3.1.2 dostáváme, že lim f(an)
g(an) = lim f(an)

lim g(an) = K
L .

Protože pro každou posloupnost (an) jako výše má posloupnost
( f(an)
g(an)

)
=

((f/g)(an)) tuto limitu, implikace ⇐ v Heineho definici limity funkce dává,
že i limita limx→A(f/g)(x) = K/L. 2
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Úloha 5.3.4 Proč pro L 6= 0 je A limitńım bodem množiny M(f/g)?

Variantu předchoźı věty s jednostrannými limitami snadno dostane pomoćı tvr-
zeńı 5.1.13.

Úloha 5.3.5 Z věty odvod’te následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 5.3.6 (limita 1/g 1) Když g ∈ R a limx→A g(x) = B 6= 0, pak

limx→A
1

g(x) = 1
B .

• Limity funkćı a LU (R∗, <). Připomı́náme, že pro množiny M,N ⊂ R po-
rovnáńı M < N znamená, že a ∈M, b ∈ N ⇒ a < b. Také v́ıme, že pro každou
funkci f a libovolnou množinu X se

f [X] = f [X ∩M(f)] = {f(x) : x ∈ X ∩M(f)} .

Věta 5.3.7 (limita funkce a uspořádáńı 1) Mějme limity limx→A f(x) =
K a limx→B g(x) = L (je možné, že A 6= B). Pak plat́ı následuj́ıćı.
1. Když K < L, pak existuje δ, že f [P (A, δ)] < g[P (B, δ)].
2. Když pro každé δ > 0 existuje x ∈ P (A, δ) ∩M(f) a y ∈ P (B, δ) ∩M(g), že
f(x) ≥ g(y), pak K ≥ L.

Důkaz. 1. Protože K < L, podle úlohy 2.1.13 existuje ε, že U(K, ε) < U(L, ε).
Pak podle předpokladu existuje δ, že f [P (A, δ)] ⊂ U(K, ε) a g[P (B, δ)] ⊂
U(L, ε). Tedy f [P (A, δ)] < g[P (B, δ)].

2. Část 2 je jen obměna implikace v části 1. 2

Větu lze ześılit podobně jako tvrzeńı 3.3.6 zesiluje větu 3.3.2.

Úloha 5.3.8 Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.3.9 (limita funkce a uspořádáńı 2) Necht’ jsou dány dvě limity
limx→A f(x) = K a limx→B g(x) = L (A 6= B lze). Pak plat́ı následuj́ıćı.
1. Když K < L, pak existuje δ a dvě č́ısla a, b, že f [P (A, δ)] < {a} < {b} <
g[P (B, δ)].
2. Když pro každé δ a každá dvě č́ısla a < b existuje x ∈ P (A, δ) ∩ M(f)
a y ∈ P (B, δ) ∩M(g), že f(x) ≥ a nebo g(y) ≤ b, pak K ≥ L.

Úloha 5.3.10 Zformulujte verze věty 5.3.7 a tvrzeńı 5.3.9 pro jednostranné
limity a dokažte je.

Vı́me, že symbol I(a, b) označuje uzavřený reálný interval s konci a a b.

Věta 5.3.11 (dva funkčńı strážńıci) Necht’ je f, g, h ∈ F(M), plat́ı limity
limx→K f(x) = limx→K g(x) = L a existuje θ, že pro každé x ∈ P (K, θ) ∩M je
h(x) ∈ I

(
f(x), g(x)

)
. Potom limx→K h(x) = L.
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Důkaz. Necht’ f , g, h, M , K, L a θ jsou, jak uvedeno, a je dáno ε. Vezmeme
δ ≤ θ, že pro každé x ∈ P (K, δ) ∩M hodnoty f(x) a g(x) lež́ı v U(L, ε). Pro
tato x je h(x) ∈ I

(
f(x), g(x)

)
⊂ U(L, ε), protože U(L, ε) je konvexńı množina.

Tedy h[P (K, δ)] ⊂ U(L, ε) a limx→K h(x) = L. 2

5.4 Limita složené funkce

• Věta o limitě složené funkce. Operace skládáńı funkćı nemá u posloupnost́ı ob-
dobu. Následuj́ıćı věta o limitě složené funkce je proto novinkou. Jej́ı formulace
v literatuře jsou implikace. Naše formulace je ekvivalence.

Věta 5.4.1 (limita složené funkce) Bud’ limx→A g(x) = K, limx→K f(x) =
L a A ∈ L(M(f(g))). Pak limx→A f(g)(x) = L ⇐⇒ je splněna alespoň jedna
ze dvou následuj́ıćıch podmı́nek.
1. Plat́ı implikace, že K ∈M(f) ⇒ f(K) = L.
2. Existuje θ, že K 6∈ g[P (A, θ)].
Když ani jedna podmı́nka neńı splněna, pak limita limx→A f(g)(x) bud’ neexis-
tuje, anebo se rovná f(K), ale to neńı L.

Důkaz. Necht’ A, g, K, f a L jsou, jak uvedeno, a je dáno ε. Podle předpoklad̊u
existuje δ′, že (a) f [P (K, δ′)] ⊂ U(L, ε), a existuje δ, že (b) g[P (A, δ)] ⊂
U(K, δ′). Necht’ plat́ı podmı́nka 1. Inkluze (a) pak ześıĺı na inkluzi f [U(K, δ′)] ⊂
U(L, ε) a

f(g)[P (A, δ)] = f [ g[P (A, δ)] ] ⊂ f [U(K, δ′)] ⊂ U(L, ε) ,

takže limx→A f(g)(x) = L.
Necht’ plat́ı podmı́nka 2. Předešlé δ můžeme vźıt tak, že nav́ıc δ ≤ θ, kde θ

je z podmı́nky 2. Inkluze (b) pak ześıĺı na inkluzi g[P (A, δ)] ⊂ P (K, δ′) a

f(g)[P (A, δ)] = f [ g[P (A, δ)] ] ⊂ f [P (K, δ′)] ⊂ U(L, ε) ,

takže opět limx→A f(g(x)) = L.
Necht’ ani podmı́nka 1 ani podmı́nka 2 neplat́ı. Neplatnost podmı́nky 1

znamená, že K ∈ M(f), ale f(K) 6= L. Neplatnost podmı́nky 2 znamená,
že pro každé n existuje an ∈ P (A, 1/n) ∩ M(g), že g(an) = K. Pak (an) ⊂
M(f(g)) \ {A}, lim an = A a

lim f(g)(an) = lim f(g(an)) = lim f(K) = f(K) (6= L) .

Podle Heineho definice limity funkce tedy limx→A f(g(x)) bud’ neexistuje, anebo
se rovná f(K), což však neńı L. 2

Podmı́nka 1 je splněna vždy, když K 6∈ M(f), např. pro K = ±∞. Podobně
podmı́nka 2 je splněna vždy, když funkce g je prostá. Pak lze větu vždy použ́ıt
a dostáváme tento d̊usledek.
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Důsledek 5.4.2 (kdy věta funguje) Bud’ limx→A g(x) = K, limx→K f(x) =
L a A ∈ L(M(f(g))). Předpokládejme, že K = ±∞ nebo že g je injekce. Pak
limx→A f(g)(x) = L.

Úloha 5.4.3 Dokažte tuto větu pomoćı Heineho definice limity funkce.

• Použit́ı věty 5.4.1. Uvedeme několik použit́ı věty o limitě složené funkce
či přesněji jej́ıho d̊usledku 5.4.2. Dvě ekvivalence limit funkćı ńıže se často
použ́ıvaj́ı.

Důsledek 5.4.4 (posun argumentu do nuly) Necht’ f ∈ F(M) a b ∈ R.
Pak limx→b f(x) = L ⇐⇒ limx→0 f(x+ b)(x) = L.

Důkaz. Necht’ f a b jsou, jak uvedeno. Implikace ⇒: necht’ limx→b f(x) = L.
Tedy b ∈ L(M). Vezmeme vněǰśı funkci f , prostou vnitřńı funkci g(x) = x+ b,
A = 0 a K = b. Je M(f(g)) = X := {x − b : x ∈ M} a 0 ∈ L(X). Dále
limx→0 g(x) = b a limx→b f(x) = L. Důsledek 5.4.2 dává, že limx→0 f(x+b)(x) =
limx→0 f(g)(x) = L.

Implikace ⇐: necht’ limx→0 f(x + b)(x) = L. Tedy 0 ∈ L(X). Vezmeme
vněǰśı funkci g(x) = f(x + b), prostou vnitřńı funkci h(x) = x − b, A = b
a K = 0. Je M(g(h)) = M(f) = M a b ∈ L(M). Patrně limx→b h(x) = 0,
limx→0 g(x) = L a g(h) = f((x − b) + b) = f . Z d̊usledku 5.4.2 dostáváme, že
limx→b f(x) = limx→b g(h)(x) = L. 2

Důsledek 5.4.5 (→ 0± ⇐⇒ → ±∞) Necht’ f ∈ R. Pak limx→±∞ f(x) = L
⇐⇒ limx→0± f(1/x)(x) = L (shodná znaménka).

Důkaz. Omeźıme se na znaménko +, př́ıpad s− je podobný. Implikace⇒: necht’

limx→+∞ f(x) = L, takže +∞ ∈ L(M(f)). Vezmeme vněǰśı funkci f , prostou
vnitřńı funkci g = 1

x | (0,+∞), A = 0 a K = +∞. Patrně 0 ∈ L(M(f(g)))
a limx→0 g(x) = +∞. Podle d̊usledku 5.4.2 máme, že L = limx→0 f(g)(x) =
limx→0+ f(1/x)(x).

Implikace ⇐: necht’ limx→0+ f(1/x)(x) = L. Pro g jako výše vezmeme
vněǰśı funkci F = f(g), prostou vnitřńı funkci g, A = +∞ a K = 0. Pak
A ∈ L(M(F (g))) a limx→0 F (x) = limx→0+ f(1/x)(x) = L. Patrně g(g) =
x | (0,+∞). Důsledek 5.4.2 nám dává L = limx→+∞ F (g)(x), což se rovná li-
mitě limx→+∞ f(g(g))(x) = limx→+∞ f(x) (úloha 1.3.12). 2

Výpočetńı obraty, že limx→b f(x) = L ⇐⇒ limx→0 f(x + b)(x) = L a že
limx→±∞ f(x) = L ⇐⇒ limx→0± f(1/x)(x) = L použ́ıváme ve výpočetńı
praxi bez přemýšleńı. Výše je jejich přesná podoba a formálńı zd̊uvodněńı.

Úloha 5.4.6 Pomoćı věty 5.4.1 dokažte d̊usledek 5.3.6. Pro pohodĺı čtenáře ho
tu zopakujeme.

Důsledek 5.4.7 (limita 1/g 2) Když g ∈ R a limx→A g(x) = B 6= 0, pak

limx→A
1

g(x) = 1
B .
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5.5 Asymptotické značeńı

Kuriózńım pr̊unikem knih o výpočetńı složitosti a algoritmech s učebnicemi
analýzy je značeńı pro asymptotické chováńı funkćı, viz např́ıklad úlohu 5.5.2.
Informaticky vzdělaný čtenář se s ńım už jistě setkal. Pojd’me se pod́ıvat, jak
se asymptotické symboly definuj́ı v analýze, respektive v této učebnici.

• Asymptotické symboly O, � a daľśı. Tyto nemaj́ı limitńı povahu.

Definice 5.5.1 (O a �) Necht’ f, g ∈ R a N ⊂ M(f) ∩M(g). Potom ṕı̌seme
f(x) = O(g(x)) (na N) a řekneme, že na množině N je funkce f velké O z funkce
g, když existuje c > 0, že pro každé x ∈ N je |f(x)| ≤ c · |g(x)|. Značeńı
f(x)� g(x) (na N) znamená totéž.

Např́ıklad 20x2 + 100x − 1 = O(x2) (na [1,+∞)). Lze se setkat se značeńım
f = g +O(h) (na N). Znamená, že f − g = O(h) (na N). Značeńı jako log x =
Oε(x

ε) (na [1,+∞)) znamená, že implicitńı konstanta c > 0 je funkćı parametru
ε. Značeńı f � g (na N) a f = Ω(g) (na N) znamenaj́ı, že g � f (na N).
Značeńı f = Θ(g) (na N) a f � g (na N) znamenaj́ı, že f � g i g � f (na N).

Úloha 5.5.2 V [8, str. 19] je tato definice O:
”

In particular, for f, g : N→ N,
g = O(f) means that g(n) ≤ cf(n) + c for some constant c ≥ 1 and all n“.
Objasněte vztah tohoto O k našemu O.

Úloha 5.5.3 Zde je pár otázek na asymptotický vztah O.
1. Je x2 = O(x3) (na R \ (−1, 1))?
2. Je x2 = O(x3) (na R)?
3. Je x3 = O(x2) (na R)?
4. Je x3 = O(x2) (na (−20, 20))?
5. Je log x = O(x1/3) (na (0,+∞))?
6. Je log x = O(x1/3) (na (1,+∞))?

• Asymptotické symboly o, ω a ∼. Ty už definujeme pomoćı limit.

Definice 5.5.4 (o, ω a ∼) Necht’ f, g ∈ R a A ∈ L(M(f/g)). Potom ṕı̌seme
f(x) = o(g(x)) (x→ A) a řekneme, že pro x → A je funkce f malé o z funkce

g, jestlǐze limx→A
f(x)
g(x) = 0. Značeńı f(x) = ω(g(x)) (x→ A) znamená totéž.

Ṕı̌seme f(x) ∼ g(x) (x→ A) a řekneme, že pro x→ A je funkce f asymptoticky

rovna funkci g, jestlǐze limx→A
f(x)
g(x) = 1.

Značeńı f = g + o(h) (x→ A), znamená, že f − g = o(h) (x→ A).

Úloha 5.5.5 Zde je pár otázek na asymptotické vztahy o a ∼.
1. Je x2 = o(x3) (x→ +∞)?
2. Je x3 = o(x2) (x→ 0)?
3. Je x2 = o(x3) (x→ 0)?
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4. Je (x+ 1)3 ∼ x3 (x→ 1)?
5. Je (x+ 1)3 ∼ x3 (x→ +∞)?

6. Je e−1/x2

= o(x20) (x→ 0)?

Symboly o,O a∼ zavedli P. Bachman a E. Landau. Symboly�,� a� pocházej́ı
od I. M. Vinogradova. O těchto matematićıch ṕı̌seme v MA 1+.

• Slavné asymptotiky. Pro x ∈ R necht’ π(x) je počet prvoč́ısel nepřesahuj́ıćıch x.
V r. 1896 francouzský matematik Jacques Hadamard (1865–1963) a, nezávisle
na něm, belgický matematik Charles Jean de la Vallée Poussin (1866–1962)
dokázali známou Prvoč́ıselnou větu, že

π(x) ∼ x

log x
(x→ +∞) .

Pro k, n ∈ N necht’ rk(n) je velikost největš́ı množiny X ⊂ [n], která neobsa-
huje aritmetickou posloupnost délky k. V r. 1975 E. Szemerédi dokázal známou
větu, o ńıž jsme se už zmı́nili v závěru druhé přednášky, že pro každé k je

rk(n) = o(n) (n→ +∞) .

Pro x ∈ R definujeme D(x) = |{(m, n) ∈ N2 : mn ≤ x}|.

Úloha 5.5.6 Ukažte, že D(x) =
∑
n≤x τ(n), kde τ(n) je počet dělitel̊u č́ısla n

(např. τ(28) = |{1, 2, 4, 7, 14, 28}| = 6).

Úloze odhadnout D(x) se ř́ıká (Dirichlet̊uv) problém dělitel̊u. V r. 1849 německý
matematik Peter L. Dirichlet (1805–1859) dokázal, že

D(x) = x log x+ (2γ − 1)x+O(
√
x) (x ≥ 2) ,

kde γ je Eulerova konstanta. V r. 1903 to rusko-ukrajinský matematik Georgij
F. Voronoj (1868–1908) zlepšil na

D(x) = x log x+ (2γ − 1)x+O
(
x1/3 log x

)
(x ≥ 2) .

Ve 20. stolet́ı přǐsla řada daľśıch zlepšeńı odhadu chyby v problému dělitel̊u.
Současný rekord drž́ı britský matematik Martin N. Huxley (1944), který v r. 2003
dokázal, že pro každé ε je

D(x) = x log x+ (2γ − 1)x+Oε
(
x131/416+ε

)
(x ≥ 2) .

Pro n ∈ N a nějaký algoritmus (Turing̊uv stroj) T pro násobeńı celých č́ısel
definujeme T (n) jako nejmenš́ı k ∈ N, že T vynásob́ı dvě n-ciferná č́ısla v nejvýše
k kroćıch. Školský algoritmus Tš má rychlost Tš(n) = O(n2) (n ∈ N). V r. 1960
ruský matematik Anatolij A. Karacuba (1937–2008) vymyslel algoritmus TK ,
který násob́ı s rychlost́ı TK(n) = O

(
nlog2 3

)
= O

(
n1.585...

)
(n ∈ N). V r. 2021

australský informatik David Harvey a holandský informatik Joris van der Hoe-
ven (1971) nalezli algoritmus THH pro násobeńı celých č́ısel s rychlost́ı

THH(n) = O(n log n) (n ∈ N \ {1}) .

Úloha 5.5.7 Proč tu neṕı̌seme n ∈ N?
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Kapitola 6

Přednáška 6. Spojité funkce

Budeme se zabývat spojitými funkcemi. Šestou přednášku

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred6.pdf

jsem přednesl 28. 3. 2024. V odd́ılu 6.1 zavedeme husté a ř́ıdké množiny a uve-
deme Blumbergovu větu 6.1.11, podle ńıž každá všude definovaná reálná funkce
má spojité zúžeńı na nějakou hustou podmnožinu. Větu dokážeme v MA 1+.
V odd́ılu 6.2 ve větě 6.2.3 dokážeme, že množina všude definovaných spojitých
reálných funkćı je v bijekci s množinou R. Hlavńım výsledkem odd́ılu 6.3 je
věta 6.3.1 o nabýváńı mezihodnot spojitými funkcemi.

V odd́ılu 6.4 definujeme kompaktńı množiny a ve větě 6.4.1 dokážeme, že spo-
jitá funkce s kompaktńım definičńım oborem má minimum i maximum. Definu-
jeme otevřené a uzavřené množiny reálných č́ısel, uvedeme jejich základńı vlast-
nosti a ve větě 6.4.10 kompaktńı množiny charakterizujeme. Podle tvrzeńı 6.5.2
je spojitá funkce na kompaktńı množině stejnoměrně spojitá. Podle tvrzeńı 6.5.4
má stejnoměrně spojitá funkce spojité rozš́ı̌reńı do každého vlastńıho limitńıho
bodu definičńıho oboru. Odd́ıl 6.6 se zabývá zachováváńım spojitosti při ope-
raćıch s funkcemi, např́ıklad věta 6.6.1 se týká aritmetických operaćı a věta 6.6.3
funkćı definovaných součtem mocninné řady. Věta 6.6.8 je věnována složeným
funkćım a věta 6.6.9 inverzńım funkćım. Věta 6.6.14 dokazuje spojitost ele-
mentárńıch funkćı.

6.1 Blumbergova věta

• Spojité funkce. Podle definice 5.2.1 funkce f ∈ F(M) je spojitá v bodu a ∈M ,
pokud pro každé ε existuje δ, že f [U(a, δ)] ⊂ U(f(a), ε). Několikrát použijeme
ekvivalenci, že

f je spojitá v a ⇐⇒ ∀ (an) ⊂M
(

lim an = a⇒ lim f(an) = f(a)
)
. (H)

Tato Heineho definice spojitosti funkce v bodě byla dokázána v úloze 5.2.5.
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Definice 6.1.1 (spojité funkce) Funkce f ∈ R je spojitá (na M(f)), je-li
spojitá v každém bodu b ∈M(f). Množinu spojitých funkćı f ∈ F(M) označ́ıme
jako C(M). Polož́ıme C ≡

⋃
M⊂R C(M).

Úloha 6.1.2 Každá funkce v R s konečným definičńım oborem je spojitá.

Úloha 6.1.3 Každá konstantńı funkce ka ∈ F(R), a ∈ R, je spojitá.

Úloha 6.1.4 Identická funkce x = idR ∈ F(R) je spojitá.

Tvrzeńı 6.1.5 (spojitost a zúžeńı) Když f ∈ C a X je libovolná množina,
pak i f |X ∈ C.

Důkaz. Necht’ f a X jsou, jak uvedeno, a jsou dány b ∈ M(f |X) a ε. Tedy
b ∈M(f) a protože f ∈ C, existuje δ, že f [U(b, δ)] ⊂ U(f(b), ε). Ovšem U(b, δ)∩
M(f) ∩X ⊂ U(b, δ) ∩M(f), takže

(f |X)[U(b, δ)] ⊂ f [U(b, δ)] ⊂ U(f(b), ε)

a restrikce f |X je spojitá v b. Plat́ı to pro každý bod b ∈ M(f |X), takže
f |X ∈ C. 2

• Husté a ř́ıdké množiny. Tyto množiny definujeme, když N ⊂M ⊂ R. Množina
N je hustá v M , když pro každé a ∈M a δ je U(a, δ) ∩N 6= ∅.

Úloha 6.1.6 N je hustá v M ⇐⇒ pro každý bod a ∈ M existuje taková
posloupnost (bn) ⊂ N , že lim bn = a.

Úloha 6.1.7 Ukažte, že obě množiny Q a R \Q jsou husté v R.

Necht’ N ⊂M ⊂ R. Množina N je ř́ıdká v M , když

∀ (a, b) ⊂M ∃ c, d
(
a ≤ c < d ≤ b ∧N ∩ (c, d) = ∅

)
— každý netriviálńı interval v M obsahuje netriviálńı podinterval disjunktńı
s N .

Úloha 6.1.8 Dokažte, že N = { 1
n : n ∈ N} je ř́ıdká v M = [0, 1].

Tvrzeńı 6.1.9 (hustota a spojitost) Necht’ f, g ∈ C(M), N je hustá v M
a f |N = g |N . Pak f = g.

Důkaz. Necht’ b ∈ M a (an) ⊂ N má lim an = b. (H): f(b) = f (lim an) =
lim f(an) = lim g(an) = g (lim an) = g(b). 2

Řekneme, že funkce g ∈ C je jádro funkce f ∈ C, pokud g je zúžeńı funkce f
aM(g) je hustá vM(f). Funkci f z jádra snadno zrekonstruujeme: pro b ∈M(f)
vezmeme (an) ⊂M(g) s lim an = b a pak f(b) = lim f(an).
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Tvrzeńı 6.1.10 (komprese v C) Každá f ∈ C má nejvýše spočetné jádro.

Důkaz. Stač́ı dokázat, že každá množina M ⊂ R má nejvýše spočetnou hustou
podmnožinu N . Vezmeme nějakou posloupnost (an) ⊂ Q, že {an : n ∈ N} je
množina konečných desetinných rozvoj̊u, a polož́ıme N =

⋃∞
n=1Xn, kde Xn =

{bn} pro nějaký bod bn ∈M s rozvojem shoduj́ıćım se na začátku s an, pokud
takové bn existuje, a jinak Xn = ∅ (opět už́ıváme axiom výběru). 2

Každou funkci f ∈ C tak můžeme zkomprimovat do nejvýše spočetné (spojité)
restrikce. Z ńı pak f můžeme zpátky obnovit popsanými limitami.

Následuj́ıćı věta byla dokázána v roce 1922.

Věta 6.1.11 (Blumbergova) Každá funkce f ∈ F(R) má spojité zúžeńı na
nějakou množinu M ⊂ R hustou v R.

Americký matematik Henry Blumberg (1886–1950) se narodil v severńı Litvě ve
městě Žagarė, ale rodina již v r. 1891 emigrovala do Ameriky. Větu dokážeme
v MA 1+.

6.2 Počet spojitých funkćı

Ukážeme, že existuje bijekce mezi množinami C(R) a R.

• Cantor–Bernsteinova věta. O ni se při d̊ukazu existence takové bijekce opřeme.

Věta 6.2.1 (Cantor–Bernsteinova) Necht’ X a Y jsou množiny. Když exis-
tuj́ı injekce f : X → Y a g : Y → X, potom existuje bijekce h : X → Y .

O G. Cantorovi jsme se již zmı́nili, Felix Bernstein (1878–1956) byl německý
matematik. Větu dokážeme v MA 1+. Např́ıklad (m,n) 7→ 2m3n je injekce
z N × N do N a n 7→ (1, n) je injekce z N do N × N, takže podle C.–B. věty
existuje bijekce z N×N do N. Takovou bijekci ale v následuj́ıćı úloze dokážeme
definovat bez pomoci jakékoli věty.

Úloha 6.2.2 Dokažte, že funkce s : N×N→ N, kde s(m,n) = (2m− 1) · 2n−1,
je bijekce.

• Kolik je tedy spojitých funkćı f : R→ R? Tolik jako reálných č́ısel.

Věta 6.2.3 (počet spojitých funkćı) Existuje bijekce h : R→ C(R).

Důkaz. Dı́ky větě 6.2.1 stač́ı mı́t dvě injekce f : R → C(R) a g : C(R) → R.
Injekce f je popsaná v úloze 6.2.4. Definujeme injekci g. Libovolnou funkci
j ∈ C(R) zakódujeme do jediného č́ısla g(j) ∈ R. Č́ısla v R bereme jako roz-
voje s vynechanými znaménky +, např. −π = −3.1415 . . . nebo 2022.0000 . . . .
Vezmeme dvě bijekce

r : Q→ N a s : N× N→ N .
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V úloze 6.2.2 je s dána vzorcem. Deset cifer 0, 1, . . . , 9, desetinnou tečku .
a znaménko minus − kódujeme bijekćı

c : {0, 1, . . . , 9, ., −} =: X → Y := {00, 01, . . . , 09, 10, 11}

pomoćı dvojic cifer, třeba jako

c(0) = 00, c(1) = 01, . . . , c(9) = 09, c(.) = 10 a c(−) = 11 .

Hodnotou g(j) ∈ R pro j ∈ C(R) je rozvoj

g(j) = 0. a1 a2 a3 . . . a2n−1 a2n · · · ∈ [0, 1) ,

jehož dvoučlenné bloky cifer a2n−1a2n ∈ Y kóduj́ı hodnoty j(α) funkce j na
zlomćıch α ∈ Q. Podle úlohy 6.1.7 a tvrzeńı 6.1.9 je funkce j těmito hodnotami
jednoznačně určena. Necht’ tedy α ∈ Q, r(α) =: k ∈ N a

j(α) = b(k, 1) b(k, 2) . . . b(k, l) . . . ,

kde l ∈ N a b(k, l) ∈ X. Polož́ıme n = s(k, l) a

a2n−1 a2n = c(b(k, l)) .

Dá se vidět, že g je prostá, protože z rozvoje g(j) ∈ R funkci j jednoznačně
zrekonstruujeme. Je jasné, že náležeńı g(j) do [0, 1) a do R je vlastně zkratka za
injekci g(j) 7→ F (g(j)) ∈ [0, 1), R, kde funkce F je definována za definićı 1.7.13.
Podle části 2 věty 1.7.16 jde skutečně o injekci. 2

Úloha 6.2.4 Dokažte, že zobrazeńı a 7→ ka je injekce z R do C(R).

Úloha 6.2.5 Pro ∀ neprázdnou reálnou množinu M ∃ bijekce h : R→ C(M).

6.3 Nabýváńı mezihodnot

Dokážeme, že spojité funkce zobrazuj́ı intervaly na intervaly. V odd́ılu ?? uvid́ıme,
že tuto vlastnost maj́ı i všechny funkce, které jsou derivacemi.

• Spojitá funkce nabývá všechny mezihodnoty. Obraz funkce signum sgn ∈ F(R)
je množina sgn[R] = {−1, 0, 1}, takže i když 1

2 ∈ (0, 1), neexistuje b se sgn(b) =
1
2 . Pro spojité funkce se toto nestane.

Věta 6.3.1 (nabýváńı mezihodnot) Necht’ a < b jsou v R, f ∈ C([a, b]) &
f(a) < c < f(b) nebo f(a) > c > f(b). Pak pro nějaké d ∈ (a, b) se f(d) = c.

Důkaz. Necht’ f(a) < c < f(b), př́ıpad f(a) > c > f(b) je podobný. Polož́ıme
X = {x ∈ [a, b] : f(x) < c} a d = sup(X), patrně d ∈ [a, b]. Ze spojitosti f
v a a v b plyne, že d ∈ (a, b). Uvid́ıme, že f(d) < c a f(d) > c vedou ke sporu,
tedy f(d) = c. Necht’ f(d) < c. Ze spojitosti f v d plyne existence δ, že pro
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každé x ∈ U(d, δ) ∩ [a, b] je f(x) < c. Pak ale X obsahuje č́ısla větš́ı než d,
což je spor. Necht’ f(d) > c. Ze spojitosti f v d plyne existence δ, že pro každé
x ∈ U(d, δ)∩ [a, b] je f(x) > c. Pak ale každé x < d a bĺızké d lež́ı mimo X, což
je také spor. 2

Úloha 6.3.2 Pro každý interval I ⊂ R a každou funkci f ∈ C(I) je f [I] interval.

Důsledek 6.3.3 (obraz funkce exp) Plat́ı, že exp[R] = (0,+∞). Tedy exp je
bijekce z R do (0,+∞).

Důkaz. Protože exp > 0 na R, je exp[R] ⊂ (0,+∞). Z limit limx→−∞ expx =
0 a limx→+∞ expx = +∞ (část 3 tvrzeńı 4.3.6), ze spojitosti exponenciály
(d̊usledek 6.6.6) a z věty 6.3.1 plyne, že (0,+∞) ⊂ exp[R]. Tedy exp[R] =
(0,+∞). Exponenciála roste a je proto bijekce. 2

Úloha 6.3.4 Dokažte následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 6.3.5 (alpinistický) Horolezec začne o p̊ulnoci výstup, po 24 ho-
dinách dosáhne vrcholu a pak zase 24 hodin sestupuje do základńıho tábora.
Ukažte, že existuje čas t0 ∈ [0, 24], kdy se v obou dnech nacháźı ve stejné
nadmořské výšce.

Funkce f ∈ F(M) roste, resp. klesá, na (libovolné) množině X, pokud pro
každé x < y v M ∩X je f(x) < f(y), resp. f(x) > f(y).

Důsledek 6.3.6 (spojitost a prostota) Když I ⊂ R je interval a f ∈ C(I)
je prostá, pak f bud’ roste, anebo klesá.

Důkaz. Kdyby f ani nerostla ani neklesala, v I by se našla tři č́ısla a < b < c,
že f(a) < f(b) > f(c) nebo f(a) > f(b) < f(c). V prvńım př́ıpadu pro každé
d s f(a), f(c) < d < f(b) podle věty 6.3.1 existuj́ı x ∈ (a, b) a y ∈ (b, c), že
d = f(x) = f(y), ve sporu s prostotou funkce f . Druhý př́ıpad vede na podobný
spor. 2

Ted’ je snadné dokázat větu 1.6.16, kterou zde zopakujeme jako d̊usledek.

Důsledek 6.3.7 (Bolzano–Cauchyova věta) Necht’ I je interval, f ∈ C(I)
& pro nějaké a, b ∈ I je f(a)f(b) ≤ 0. Pak existuje c ∈ I, že f(c) = 0.

Důkaz. Pokud f(a)f(b) = 0, je f(a) = 0 nebo f(b) = 0. Pokud f(a)f(b) < 0,
pak a 6= b & f(a) < 0 < f(b) nebo f(b) < 0 < f(a). Použijeme větu 6.3.1. 2
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6.4 Kompaktnost

Kompaktńı množiny jsou základńım nástrojem analýzy. Budeme se ale zabývat
jen reálnými a prozkoumáme jejich vztahy ke spojitým funkćım. Množina M ⊂
R je kompaktńı, když každá posloupnost (an) ⊂ M má podposloupnost (amn

)
s limitou lim amn

v M . Podle Bolzano–Weierstrassovy věty a věty o limitě
a uspořádáńı každý interval [a, b] je kompaktńı. Později všechny kompaktńı
množiny poṕı̌seme.

• Minima a maxima. Ukážeme, že spojitá funkce s kompaktńım definičńım obo-
rem vždy nabývá nejmenš́ı a největš́ı hodnotu.

Věta 6.4.1 (minima a maxima) Necht’ f ∈ C(M), kde M 6= ∅ je kompaktńı
množina. Pak existuj́ı body a, b ∈M , že pro každé x ∈M je f(a) ≤ f(x) ≤ f(b).
Bod a, resp. b, je bod minima, resp. bod maxima, funkce f .

Důkaz. Dokážeme existenci bodu maxima, minimum se řeš́ı podobně. Necht’

A = sup(f [M ]), bráno v LU (R∗, <). Patrně f [M ] 6= ∅ a lze vźıt (an) ⊂ M
s lim f(an) = A. Nějaká podposloupnost (amn

) má lim amn
= b ∈M . Podle (H)

se f(b) = lim f(amn
) = lim f(an) = A, speciálně A ∈ R. Pro každé x ∈ M tak

f(x) ≤ A = f(b). 2

Úloha 6.4.2 Spojité funkce f, g : [0, 1) → R, f(x) = 1
1−x a g(x) = x, nemaj́ı

body maxima.

Zavedeme globálńı a lokálńı extrémy funkćı. Funkce f ∈ F(M) má v bodu
b ∈M globálńı maximum, resp. globálńı minimum, když pro ∀x ∈M je f(x) ≤
f(b), resp. f(x) ≥ f(b). Řekneme, že funkce f má v b ∈ M lokálńı maximum,
resp. lokálńı minimum, když pro nějaké δ pro každé x ∈ U(b, δ) ∩M je f(x) ≤
f(b), resp. f(x) ≥ f(b). Plat́ı-li pro každé x 6= b tyto nerovnosti jako ostré (jako
<, resp. >), mluv́ıme o ostrém globálńım maximu, atd.

• Spojitý obraz kompaktu je kompakt. To je jeden z nejd̊uležitěǰśıch výsledk̊u o
kompaktńıch množinách, zejména ve své obecné podobě v topologii.

Věta 6.4.3 (obraz kompaktu) Když f ∈ C(M) pro kompaktńı množinu M ,
pak f [M ] je kompaktńı množina.

Důkaz. Necht’ f a M jsou, jak uvedeno, a (bn) ⊂ f [M ]. Vezmeme (an) ⊂M , že
f(an) = bn (použili jsme axiom výběru), a podposloupnost (amn

) s lim amn
=

a ∈ M . (H): lim f(amn) = f(a) = b, takže (bmn) = (f(amn)) má limitu
lim bmn = b ∈ f [M ]. Tedy f [M ] je kompaktńı. 2

Úloha 6.4.4 Jak spolu souviśı věty 6.4.3 a 6.4.1?

• Otevřené a uzavřené množiny. Množina M ⊂ R je otevřená, když pro každý
bod b ∈M existuje δ, že U(b, δ) ⊂M . Množina M je uzavřená, když jej́ı doplněk
R \M je otevřená množina.
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Úloha 6.4.5 Plat́ı následuj́ıćı.
1. Obě množiny ∅ a R jsou otevřené i uzavřené.
2. Sjednoceńı libovolného systému otevřených množin je otevřená množina.
3. Pr̊unik konečného systému otevřených množin je otevřená množina.
4. Sjednoceńı konečného systému uzavřených množin je uzavřená množina.
5. Pr̊unik libovolného systému uzavřených množin je uzavřená množina.

Tvrzeńı 6.4.6 (o uzavřených množinách) Množina M ⊂ R je uzavřená,
⇐⇒ pro každou konvergentńı posloupnost (an) ⊂M jej́ı limita lež́ı v M .

Důkaz. ⇒. Necht’ M ⊂ R je uzavřená a (an) ⊂ M má lim an = a. Když
a ∈ R \M , pak pro nějaké δ je U(a, δ)∩M = ∅. To ale vzhledem k an → a neńı
možné, tedy a ∈M .
¬ ⇒ ¬. Když M ⊂ R neńı uzavřená, existuje a ∈ R \M , že pro každé n

máme nějaké an ∈ U(a, 1/n) ∩M . Tedy (an) ⊂ M & lim an = a 6∈ M (opět
už́ıváme axiom výběru). 2

Tvrzeńı 6.4.7 (obraz otevřené množiny) f ∈ C(M) bud’ prostá funkce a M
bud’ otevřená množina. Pak i f [M ] je otevřená množina.

Důkaz. Necht’ M a f jsou, jak uvedeno, a necht’ b ∈ f [M ]. Polož́ıme a =
f−1(b) ∈ M . Dı́ky otevřenosti M vezmeme nějaký interval [a − δ, a + δ] ⊂ M .
Pak f(a−δ) < b < f(a+δ) nebo f(a−δ) > b > f(a+δ) (jak f(a−δ), f(a+δ) <
b = f(a), tak f(a − δ), f(a + δ) > b = f(a) vede podle věty 6.3.1 ke sporu
s prostotou f). Vezmeme ε, že ε < min({|f(a + δ) − b|, |f(a − δ) − b|}). Pak
věta 6.3.1 dává, že U(b, ε) ⊂ f [(a − δ, a + δ)] ⊂ f [M ]. Tedy f [M ] je otevřená
množina. 2

Otevřené množiny si d́ıky následuj́ıćımu popisu jejich struktury lze docela dobře
představit. Otevřené intervaly jsou intervaly tvaru (−∞, a), (a,+∞) a (a, b)
s a < b.

Tvrzeńı 6.4.8 (o otevřených množinách) M ⊂ R je otevřená ⇐⇒ exis-
tuje nejvýše spočetný systém disjunktńıch otevřených interval̊u {Ij : j ∈ J}
s
⋃
j∈J Ij = M .

Důkaz. M ⊂ R bud’ neprázdná otevřená množina (pro M = ∅ tvrzeńı plat́ı
triviálně s J = ∅) a pro a ∈M definujeme Ia jako vzhledem k inkluzi maximálńı
otevřený interval I splňuj́ıćı, že a ∈ I ⊂M . Patrně Ia = (inf A, supB), infimum
a supremum bereme v (R∗, <), kde A ⊂ R jsou ty b < a, že (b, a) ⊂M a podobně
B jsou ty b > a, že (a, b) ⊂ M . Pro a, b ∈ M patrně vždy bud’ Ia = Ib, anebo
Ia ∩ Ib = ∅. Hledaný systém interval̊u je tedy {Ia : a ∈ Q ∩M}. 2

• Cantorovo diskontinuum. Uzavřená množina R \M pak je sjednoceńım
”
me-

zer“ mezi těmito intervaly Ij . Když |J | = n, je mezer nejvýše n + 1. Obt́ıžně
představitelné je, že pro spočetnou J množina mezer může být nespočetná.
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Takové uzavřené množiny se dosti špatně představuj́ı — př́ıkladem je takzvané
Cantorovo diskontinuum, což je množina

C =
⋂∞
n=1 Cn (⊂ [0, 1] = C0), Cn = 1

3Cn−1 ∪
(

1
3Cn−1 + 2

3

)
.

Méně formálně řečeno, C je to, co z intervalu [0, 1] zbude, když z něj vynecháme
otevřenou prostředńı třetinu ( 1

3 ,
2
3 ), ze zbytku [0, 1

3 ]∪ [ 2
3 , 1] vynecháme otevřené

prostředńı třetiny ( 1
9 ,

2
9 ) a ( 7

9 ,
8
9 ), atd.

Úloha 6.4.9 C je nespočetná uzavřená množina s
”

délkou“ rovnou 0.

• Charakterizace kompaktńıch množin. Množina M ⊂ R je omezená, existuje-li
c > 0, že pro každé a ∈ M je |a| ≤ c (takže M ⊂ [−c, c]). Následuj́ıćı věta
popisuje všechny kompaktńı množiny v R.

Věta 6.4.10 (kompaktńı reálné množiny) M ⊂ R je kompaktńı ⇐⇒ M
je omezená a uzavřená.

Důkaz. Necht’ M je omezená a uzavřená a (an) ⊂M . Podle B.–W. věty máme
konvergentńı podposloupnost (amn) s lim amn = a ∈ R. M je uzavřená a podle
tvrzeńı 6.4.6 je a ∈M . Tedy M je kompaktńı.

Necht’ M neńı omezená. Sestroj́ıme posloupnost (an) ⊂M , že |am−an| ≥ 1
jakmile m 6= n. To se děd́ı na podposloupnosti, které tedy nekonverguj́ı a M
neńı kompaktńı. Prvńı člen a1 je libovolný. Necht’ jsou definovány a1, a2, . . . , an
a splňuj́ı, že |ai − aj | ≥ 1 jakmile i 6= j. Protože M neńı omezená, existuje
an+1 ∈ M , že |an+1| ≥ 1 + max({|a1|, . . . , |an|}). Pak je |an+1 − ai| ≥ 1 pro
každé i = 1, 2, . . . , n. Takto dostaneme (an).

Necht’ M neńı uzavřená. Podle tvrzeńı 6.4.6 existuje posloupnost (an) ⊂M
s lim an = a ∈ R \M . Stejnou limitu a má i každá podposloupnost, která tedy
v M nekonverguje. M neńı kompaktńı. 2

Úloha 6.4.11 Každá množina [a, b] \ P (c, δ) je kompaktńı.

6.5 Stejnoměrná spojitost

je d̊uležité ześıleńı spojitosti funkce. Funkce f ∈ F(M) je stejnoměrně spojitá,
když pro každé ε existuje δ, že vždy

a, b ∈M ∧ |a− b| ≤ δ ⇒ |f(a)− f(b)| ≤ ε .

Množinu stejnoměrně spojitých funkćı f ∈ F(M) označ́ıme jako UC(M) (U jako

”
uniformně“). Polož́ıme UC =

⋃
M⊂R UC(M).

Úloha 6.5.1 Stejnoměrně spojitá funkce je spojitá, UC ⊂ C.

Naopak každá funkce spojitá na kompaktńı množině je stejnoměrně spojitá.
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Tvrzeńı 6.5.2 (kompaktnost a UC) M je kompaktńı ⇒ C(M) ⊂ UC(M).

Důkaz. Necht’ M ⊂ R je kompaktńı a f ∈ F(M) neńı stejnoměrně spojitá.
Odvod́ıme, že f neńı spojitá. Negace hořeǰśı definice je, že

∃ ε ∀ δ ∃ a, b ∈M
(
|a− b| ≤ δ ∧ |f(a)− f(b)| > ε

)
.

Pro n ∈ N polož́ıme δ = 1/n a odpov́ıdaj́ıćı body a a b označ́ıme an a bn
(už́ıváme axiom výběru). Protože M je kompaktńı, (an) a (bn) maj́ı podpo-
sloupnosti s touž limitou c ∈ M (protože |an − bn| ≤ 1/n). Pro jednoduchost
značeńı předpokládáme, že již lim an = lim bn = c. Protože |f(an)− f(bn)| > ε
pro každé n, obě posloupnosti (f(an)) a (f(bn)) nemohou současně konvergovat
k f(c). Podle ekvivalence (H) tedy f neńı spojitá v bodu c ∈M . 2

Úloha 6.5.3 Spojité funkce f, g : (0, 1] → R, f(x) = 1/x a g(x) = sin(1/x),
nejsou stejnoměrně spojité.

Následuj́ıćı tvrzeńı je mnohem d̊uležitěǰśı, než by se mohlo zdát.

Tvrzeńı 6.5.4 (rozšǐrováńı UC funkćı) Necht’ f ∈ UC(M) a b ∈ L(M). Pak
existuje c, že pro každou posloupnost (an) ⊂ M s lim an = b se lim f(an) = c.
Funkci f tak lze spojitě rozš́ıřit do bodu b hodnotou f(b) = c.

Důkaz. Necht’ f , M a b jsou, jak uvedeno, (an), (a′n) ⊂M maj́ı limitu lim an =
lim a′n = b a je dáno ε. Vezmeme δ zaručené stejnoměrnou spojitost́ı funkce f .
Pak pro velkém a n je |am−a′n| ≤ δ, takže pro tatážm a n je |f(am)−f(a′n)| ≤ ε.
Volba (an) = (a′n) dává, že posloupnost (f(an)) je cauchyovská. Má tedy, podle
věty 2.3.20, limitu lim f(an) = c. Při volbě (an) 6= (a′n) vid́ıme, že c nezáviśı na
posloupnosti (an). 2

Jak je předvedeno v [7], pomoćı tohoto rozšǐrováńı lze ve velké části reálné
analýzy eliminovat nespočetné množiny, tedy zejména nespočetné funkce, a vy-
budovat ji jen za pomoci dědičně nejvýše spočetných množin. Stejnoměrná spo-
jitost funkce přeb́ırá roli kompaktnosti definičńıho oboru.

6.6 Operace na funkćıch a spojitost

Prozkoumáme, při kterých operaćıch s funkcemi se zachová spojitost.

• Aritmetika spojitosti. Připomeňte si aritmetiku funkćı ze čtvrté přednášky.

Věta 6.6.1 (aritmetika spojitosti) Necht’ f, g ∈ R. Plat́ı následuj́ıćı.
1. Jsou-li funkce f a g spojité v bodu b ∈M(f)∩M(g), jsou spojité v b i funkce
f + g a fg. Jsou-li f a g spojité v bodu b ∈M(f/g), je spojitá v b i f/g.
2. Když f, g ∈ C, pak i f + g, fg, f/g ∈ C.
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Důkaz. 1. Probereme jen pod́ıl f/g, součet a součin se řeš́ı podobně. Necht’ f ,
g a b jsou, jak uvedeno, & (an) ⊂ M(f/g) má limitu b. Podle ekvivalence (H)
se lim f(an) = f(b) a lim g(an) = g(b). Dı́ky větě 3.1.2 se

lim(f/g)(an) = lim f(an)
g(an) = lim f(an)

lim g(an) = f(b)
g(b) = (f/g)(b) .

Podle ekvivalence (H) je tedy f/g spojitá v b.
2. Plyne to z prvńı části. 2

Úloha 6.6.2 Dokažte, že POL,RAC ⊂ C. Polynomy a racionálńı funkce jsou
tedy spojité.

• Spojitost mocninných řad. Postupně dokážeme spojitost elementárńıch funkćı
zavedených v odd́ılech 4.3 a 4.4. Ty, co jsou definované skládáńım a inver-
továńım, si necháme na později, nejdř́ıv se muśı dokázat zachováńı spojitosti
v těchto operaćıch. Spojitost exponenciály, kosinu a sinu, které jsou součty moc-
ninných řad, ale plyne hned z věty ńıže.

Věta 6.6.3 (spojitost MŘ) Necht’ pro (an) ⊂ R máme lim |an|1/n = 0. Pak
pro každé x ∈ R řada S(x) =

∑∞
n=0 anx

n je abskon a S(x) ∈ C(R).

Důkaz. Necht’ an jsou, jak je uvedeno, a x ∈ R. Pak 0 ≤ |an|1/n|x| ≤ 1
2 pro

n ≥ n0, takže |anxn| ≤ ( 1
2 )n pro n ≥ n0. Řada

∑∞
n=0 anx

n je tedy abskon
a konverguje. Dále

|S(x+ c)− S(x)| = |c| ·
∣∣∑∞

n=1 an
∑n
i=1

(
n
i

)
ci−1xn−i

∣∣
≤ |c| ·

∑∞
n=1 |an| · (|x|+ |c|)n−1 · 2n → 0, když c→ 0 .

Funkce S je tedy spojitá v bodu x. 2

Úloha 6.6.4 Vysvětlete, proč v předešlém d̊ukazu plat́ı vysazená rovnost a jak
se dostane následuj́ıćı nerovnost.

Úloha 6.6.5 Dokažte, že lim(n!)1/n = +∞.

Důsledek 6.6.6 (spojitost expx, cosx a sinx) Tyto tři funkce jsou spojité
na celém R.

Důkaz. Plyne to z definic ex =
∑∞
n=0

xn

n! , cosx =
∑∞
n=0(−1)n x2n

(2n)! a sinx =∑∞
n=0(−1)n x2n+1

(2n+1)! a z věty 6.6.3 a úlohy 6.6.5. 2

Důsledek 6.6.7 (spojitost tanx a cotx) Obě funkce jsou spojité na svých
definičńıch oborech.
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Důkaz. Jak v́ıme, tanx = sin x
cos x a cotx = cos x

sin x . Spojitost těchto funkćı tedy
plyne z d̊usledku 6.6.6 a z věty 6.6.1. 2

• Složené funkce a inverzy. Připomeňme si skládáńı funkćı z odd́ılu 1.3. Pro
funkce f, g ∈ R jejich složenina f(g) : M(f(g)) → R má hodnoty f(g)(x) =
f(g(x)) a definičńı obor M(f(g)) = {x ∈M(g) : g(x) ∈M(f)}.

Věta 6.6.8 (spojitost a skládáńı) Necht’ f, g ∈ R. Pak plat́ı následuj́ıćı.
1. Je-li g spojitá v b ∈M(f(g)) a f v g(b), je f(g) spojitá v b.
2. Když f, g ∈ C, pak i f(g) ∈ C.

Důkaz. 1. Necht’ f , g a b jsou, jak uvedeno, a (bn) ⊂ M(f(g)) je posloupnost
s lim bn = b. Pak lim g(bn) = g(b) podle ekvivalence (H). Tedy, opět podle ekvi-
valence (H), lim f(g)(bn) = lim f(g(bn)) = f(g(b)) = f(g)(b) . Podle ekvivalence
(H) je tedy funkce f(g) spojitá v bodu b.

2. Plyne to z prvńı části. 2

Operace inverzu spojitost obecně nezachovává. Např́ıklad funkce f : N0 → R
s hodnotami f(0) = 0 a f(n) = 1

n pro n > 0 je spojitá, ale jej́ı inverz 0 7→ 0
a 1
n 7→ n neńı spojitý v 0. Následuj́ıćı věta tak nabývá na d̊uležitosti.

Věta 6.6.9 (spojitost inverzu) Necht’ f ∈ C(M) je prostá funkce. V každé
z následuj́ıćıch pěti situaćı je jej́ı inverz f−1 ∈ F(f [M ]) spojitý.
1. M je kompaktńı množina.
2. M je interval.
3. M je otevřená množina.
4. M je uzavřená množina a funkce f je monotónńı.
5. M ⊂ (a, b) je hustá v intervalu (a, b), f je monotónńı a stejnoměrně spojitá.

Důkaz. 1. Necht’ M je kompaktńı, b ∈ f [M ] a (bn) ⊂ f [M ] má lim bn = b.
Necht’ a = f−1(b) a an = f−1(bn) (∈M). Dokážeme, že lim an = a, což d́ıky (H)
dá spojitost funkce f−1 v b. Dokážeme, že každá podposloupnost posloupnosti
(an) má podposloupnost s limitou a. Podle části 3 věty 2.2.5 pak je lim an = a.
Necht’ (a′n) je podposloupnost posloupnosti (an). Použijeme kompaktnost M
a vezmeme podposloupnost (amn) v (a′n) s lim amn = c ∈M . Podle ekvivalence
(H) je lim f(amn) = f(c) = b, protože (f(amn)) je podposloupnost posloupnosti
(bn). Vzhledem k prostotě f se c = a.

2. Necht’ M je interval. Podle d̊usledku 6.3.6 f roste nebo klesá. Necht’ f
klesá, př́ıpad rostoućı f je podobný. Podle věty 6.3.1 je f [M ] interval. Necht’

b ∈ f [M ] a je dáno ε. Ukážeme, že f−1 je zprava spojitá v b. Je tomu tak,
když b je pravý konec intervalu f [M ], pak U+(b, δ) ∩ f [M ] = {b}. Necht’ b neńı
pravý konec intervalu f [M ]. Protože f−1 klesá, a = f−1(b) ∈M neńı levý konec
intervalu M a búno ε je tak malé, že [a− ε, a] ⊂M . Polož́ıme

δ = f(a− ε)− f(a) = f(a− ε)− b > 0 .
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Podle věty 6.3.1 funkce f je (klesaj́ıćı) bijekce z [a−ε, a] do [b, b+δ] a tedy také
z (a− ε, a] do [b, b+ δ). Tedy [b, b+ δ) ⊂ f [M ] a U+(b, δ)∩ f [M ] = U+(b, δ) =
[b, b+ δ). Takže

f−1[U+(b, δ)] = U−(a, ε) ⊂ U(a, ε) = U(f−1(b), ε)

a f−1 je zprava spojitá v b. Spojitost funkce f−1 v b zleva se dokáže podobně.
Podle úlohy 5.2.10 je f−1 v b spojitá.

3. Necht’ M je otevřená množina. Necht’ b ∈ f(M), a = f−1(b) (∈ M) a je
dáno ε. Pro dostatečně malé ε je U(a, ε) ⊂ M . Podle tvrzeńı 6.4.7 je množina
f [U(a, ε)] 3 b otevřená a pro nějaké δ je U(b, δ) ⊂ f [U(a, ε)]. Tedy

f−1[U(b, δ)] ⊂ U(a, ε) = U(f−1(b), ε)

a funkce f−1 je spojitá v bodu b (podle definice 5.2.1).
4. Necht’ M je uzavřená množina a necht’ f roste, pro klesaj́ıćı f se argu-

mentuje podobně. Pro spor necht’ pro nějaké b ∈ f [M ] s a = f−1(b) (∈ M)
existuje taková posloupnost (bn) ⊂ f [M ], že lim bn = b, ale lim f−1(bn) ne-
existuje nebo se lǐśı od a. Podle části 2 věty 2.2.5 a podle tvrzeńı 2.3.12 má
(bn) takovou klesaj́ıćı nebo rostoućı podposloupnost (cn), že lim f−1(cn) = B
(∈ R∗) a B 6= a. Předpokládáme, že (cn) klesá, př́ıpad rostoućı (cn) je podobný.
Pak b < · · · < c2 < c1, tedy a < · · · < f−1(c2) < f−1(c1) (f i f−1 roste).
Podle části 2 věty 3.3.2 je B ∈ [a, f−1(c1)) a tak, kĺıčově, B ∈ R (zde argument
selhává, neńı-li f monotónńı). Dokonce B ∈ M , protože M je uzavřená. Dı́ky
spojitosti f v B máme, že f(B) = lim f(f−1(cn)) = lim cn = b = f(a). To je
ale ve sporu s prostotou f , protože B 6= a.

5. Užijeme tvrzeńı 6.5.4 a funkci f spojitě rozš́ı̌ŕıme do funkce f : [a, b]→ R.
Dı́ky tvrzeńı 3.3.6 a d́ıky hustotě M v (a, b) je funkce f ryze monotónńı a tedy
je prostá. Podle části 1 nebo části 2 je funkce (f)−1 spojitá. Podle tvrzeńı 6.1.5
je spojitá i funkce (f)−1 | f [M ] = f−1. 2

V MA 1+ předešlou větu dokážeme znovu v širš́ım kontextu a část 5 dokonce
zobecńıme.

Úloha 6.6.10 Ukažte na př́ıkladech, že v části 4 předešlé věty nelze ani jeden
z obou předpoklad̊u (uzavřenost M , monotonie f) vynechat.

• Elementárńı funkce. Dokonč́ıme d̊ukazy jejich spojitosti.

Úloha 6.6.11 Dokažte pomoćı předešlé věty následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 6.6.12 (spojitost log x, arccosx, arcsinx, arctanx a arccotx) Tyto
funkce jsou spojité na svých definičńıch oborech.

Tvrzeńı 6.6.13 (spojitost funkce xb) Pro každé pevné b ∈ (0,+∞) je funkce
xb : [0, +∞)→ [0, +∞) spojitá.
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Důkaz. Spojitost v každém bodu x > 0 dostáváme z vyjádřeńı xb = exp(b log x),
ze spojitosti exponenciály (d̊usledek 6.6.6) a logaritmu (tvrzeńı 6.6.12), ze spoji-
tosti konstantńı funkce kb (úloha 6.1.3) a ze spojitosti součinu funkćı (věta 6.6.1)
a složené funkce (věta 6.6.8). Spojitost v bodu x = 0 plyne pomoćı tvrzeńı 5.2.4
z limity

lim
x→0

xb = lim
x→0

exp(b log x) = lim
y→−∞

exp y = 0 = 0b .

Druhá rovnost zde plyne z věty 5.4.1 a z části 2 tvrzeńı 4.3.9. Třet́ı plyne z
části 3 tvrzeńı 4.3.6. 2

Rekapitulujme spojitost elementárńıch funkćı.

Věta 6.6.14 (spojitost EF) EF ⊂ C, každá elementárńı funkce je spojitá.

Důkaz. Indukce podle generuj́ıćı posloupnosti dané elementárńı funkce f (de-
finice 4.4.13). Je-li f konstantńı funkce, exponenciála, logaritmus, xb s necelým
exponentem b > 0, sinus nebo arkus sinus, je spojitá d́ıky, po řadě, úloze 6.1.3,
d̊usledk̊um 6.6.6 a 6.6.12, tvrzeńı 6.6.13 a d̊usledk̊um 6.6.6 a 6.6.12. Je-li f
součet, součin, pod́ıl nebo složenina dvou jednodušš́ıch elementárńıch funkćı, je
spojitá d́ıky indukci a větám 6.6.1 a 6.6.8. 2
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Kapitola 7

Přednáška 7. Derivace
funkćı

V sedmé přednášce přicházej́ı na scénu derivace. Přednesl jsem ji 4. 4. 2024 jako

https://kam.mff.cuni.cz/~klazar/MAI24_pred7.pdf .

Zde je rozš́ı̌rena, např́ıklad o d̊ukazy vzorc̊u pro derivaci složené funkce a derivaci
inverzu.

V odd́ılu 7.1 definujeme obyčejné i jednostranné derivace funkćı pro zcela
obecné definičńı obory. V literatuře se často předpokládá, že funkce je definovaná
na nějakém okoĺı daného bodu nebo dokonce na nějakém netriviálńım intervalu.
Věta 7.1.7 je verze známé nutné podmı́nky pro existenci lokálńıho extrému pro
naši obecnou situaci. Diferencovatelnost funkce implikuje jej́ı spojitost v daném
bodu (tvrzeńı 7.1.10), ale i to, že funkčńı hodnota je limitńım bodem oboru hod-
not funkce (tvrzeńı 7.1.13 a úloha 7.1.15). Tvrzeńı 7.1.20 uvád́ı př́ıklad nespojité
derivace. Druhý př́ıklad takové derivace je v závěru v úloze 7.5.7.

Odd́ıl 7.2 začneme standardńı definićı 7.2.1 tečny a v definici 7.2.7 zavedeme
limitńı tečny. To je formalizace intuice tečny v bodu B ∈ Gf jako limity posloup-
nosti sečen procházej́ıćıch B a daľśım bodem v grafu jdoućım k B. Věta 7.2.9
dokazuje ekvivalenci obou definic. Ve větě 7.2.11 ukážeme, že tečna v B je
i limitou sečen procházej́ıćıch dvěma body grafu jdoućımi k bodu B, ale j́ım
oddělenými. K tečnám se vrát́ıme v MA 1+.

Odd́ıl 7.3 se zabývá aritmetikou derivaćı. Tvrzeńı 7.3.1 popisuje derivaci
lineárńı kombinace, obecně neplat́ı, že (f + g)′ = f ′+ g′. Věta 7.3.3, resp. 7.3.6,
uvád́ı bodovou i globálńı formu Leibnizova vzorce pro derivaci součinu, resp.
vzorce pro derivaci pod́ılu.

Odd́ıl 7.4 je věnován derivaćım složených funkćı (věta 7.4.1) a derivaćım
inverz̊u (věta 7.4.3 a d̊usledek 7.4.5). Vždy uvád́ıme bodový i globálńı tvar
vzorce a povolujeme libovolný definičńı obor. Důkazy využ́ıvaj́ı Heineho definici
derivace. V odd́ılu 7.5 ve větě 7.5.1 zderivujeme mocninnou řadu, č́ımž dosta-
neme derivace funkćı ex, sinx a cosx. Odvod́ıme i derivaci logaritmu, ale de-
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rivace ostatńıch Základńıch elementárńıch funkćı (definice 4.3.1) přenecháváme
úlohám.

7.1 Derivace a lokálńı extrémy

• Derivace funkce v bodu. Následuj́ıćı definice je základńı. Jak jsme v úvodu
prozradili, v literatuře neńı zdaleka stabilizovaná. To u tak základńı definice do-
cela překvapuje. Jak uvid́ıme zde a v daľśıch přednáškách, pomoćı derivaćı lze
nalézt extrémńı hodnoty funkćı a v grafech určit intervaly monotonie či inter-
valy konvexity, resp. konkavity. Dále lze funkce s pomoćı derivaćı aproximovat
polynomy a vyjádřit mocninnými řadami.

Definice 7.1.1 (derivace v bodu) Necht’ f ∈ F(M) a bod b ∈ M ∩ L(M).
Derivace funkce f v bodu b je limita

lim
x→b

f(x)− f(b)

x− b
(∗)
= lim

h→0

f(b+ h)− f(b)

h
(∈ R∗) ,

když existuje. Znač́ıme ji jako f ′(b) nebo jako df
dx (b).

Úloha 7.1.2 Jak dokážete rovnost (∗)?

Když f ′(b) ∈ R, řekneme, že funkce f je v bodu b diferencovatelná. Funkce pak
má u b lokálńı aproximaci lineárńı funkćı, zvanou tečna:

f(x) = f(b) + f ′(b) · (x− b)︸ ︷︷ ︸
tečna

+ o(x− b)︸ ︷︷ ︸
chyba

(x→ b) .

Tvrzeńı 7.1.3 (Heineho definice derivace) Necht’ funkce f ∈ F(M) a bod
b ∈ L(M) ∩M . Potom f ′(b) = B ⇐⇒ pro každou posloupnost (an) ⊂M \ {b}
s lim an = b se lim f(an)−f(b)

an−b = B.

Důkaz. Plyne to z definice 7.1.1 a věty 4.2.12. 2

Pokud existuje f ′(b), implicitně je b ∈ M(f) ∩ L(M(f)) a nebudeme to vždy
explicitně zmiňovat.

• Jednostranné derivace. Definuj́ı se pomoćı jednostranných limit. Necht’ f je

v F(M) a b ∈ L−(M) ∩M . Potom limitu f ′−(b) = limx→b−
f(x)−f(b)

x−b (∈ R∗)
nazveme levou derivaćı (či derivaćı zleva) funkce f v bodu b. Změnou znaménka
− na znaménko + dostaneme pravou derivaci (či derivaci zprava) f ′+(b) funkce
f v bodu b.

Úloha 7.1.4 Plat́ı následuj́ıćı.
1. f ′(a) = L ⇒ f ′−(a) = L nebo f ′+(a) = L.
2. f ′−(a) = f ′+(a) = L ⇒ f ′(a) = L.
3. f ′−(a) = K 6= L = f ′+(a) ⇒ f ′(a) neexistuje.
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Úloha 7.1.5 Jako v tvrzeńı 5.1.13 o limitách funkćı i jednostranná derivace
funkce se dá pomoćı zúžeńı funkce převést na obyčejnou derivaci. Zformulujte
to přesně a dokažte.

• Derivace a extrémy. Ted’ si zahraje dř́ıvěǰśı definice oboustranných limitńıch
bod̊u množiny M ⊂ R, zkratkou OLB (a je OLB množiny M , právě když
∀ δ
(
P−(a, δ) ∩M 6= ∅ ∧ P+(a, δ) ∩M 6= ∅

)
). Jejich množina je označená jako

L±(M) (⊂ R).

Úloha 7.1.6 Každý OLB množiny M je jej́ım limitńım bodem. Naopak to obecně
neplat́ı.

Známý výsledek o vztahu derivaćı a extrémů uprav́ıme pro obecné definičńı
obory funkćı.

Věta 7.1.7 (derivace a extrémy) Necht’ f ∈ F(M), b ∈M∩L±(M) a necht’

f ′(b) (∈ R∗) existuje a neńı 0. Potom v b funkce f nemá lokálńı extrém, takže
pro každé δ existuj́ı body c, d ∈ U(b, δ) ∩M s f(c) < f(b) < f(d).

Důkaz. Necht’ f , M a b jsou, jak je uvedeno, a je dáno δ. Necht’ f ′(b) < 0,
př́ıpad s f ′(b) > 0 je podobný. Vezmeme tak malé ε, že U(f ′(b), ε) < {0}. Podle
definice 7.1.1 existuje θ ≤ δ, že

x ∈ P (b, θ) ∩M ⇒ D = f(x)−f(b)
x−b ∈ U(f ′(b), ε)⇒ D < 0 .

Pro tato x < b je f(x) > f(b), protože x − b < 0 a D < 0. Podobně pro tato
x > b je f(x) < f(b). Vezmeme jakékoli

c ∈ P+(b, θ) ∩M a d ∈ P−(b, θ) ∩M .

Prvky c a d existuj́ı, protože b ∈ L±(M). Tedy c, d ∈ U(b, δ) ∩M a f(c) <
f(b) < f(d). 2

Úloha 7.1.8 Funkce f(x) = x : [0, 1]→ R má v 0 ostré globálńı minimum a v 1
ostré globálńı maximum a přitom má nenulové derivace f ′(0) = f ′(1) = 1. Neńı
to v rozporu s větou?

Předešlou větu vyřkneme ještě jednou ekvivalentně, obměnou implikace, v jej́ı
známěǰśı podobě nutné podmı́nky existence lokálńıho extrému.

Věta 7.1.9 (NPELE) Necht’ f ∈ F(M), b ∈ M a necht’ f má v b lokálńı
extrém. Potom b 6∈ L±(M) nebo f ′(b) neexistuje nebo f ′(b) = 0.

Funkce f ∈ R tak může mı́t lokálńı, tedy i globálńı, extrémy jen v následuj́ıćı
množině

”
podezřelých“ bod̊u.

SUSP(f) = {b ∈M(f) : b 6∈ L±(M) ∨ ¬∃ f ′(b) ∨ f ′(b) = 0} (⊂M(f)) .

• Derivace a spojitost. Diferencovatelnost funkce zesiluje bodovou spojitost.

94



Tvrzeńı 7.1.10 (derivace a spojitost) Funkce f ∈ R je spojitá v každém
bodu b ∈M(f), kde existuje vlastńı derivace f ′(b).

Důkaz. Necht’ f ∈ R, b ∈M(f) a existuje f ′(b) ∈ R. Tedy b ∈ L(M(f)) a podle
věty 5.3.3 se

limx→b f(x) = limx→b
(
f(b) + (x− b) · f(x)−f(b)

x−b
)

= f(b) + 0 · f ′(b) = f(b) .

Podle tvrzeńı 5.2.4 je funkce f spojitá v b. 2

Úloha 7.1.11 Dokažte, že sgn′(0) = +∞. Existence nevlastńı derivace tak ne-
implikuje spojitost funkce v daném bodě.

Úloha 7.1.12 Dokažte, že (|x|)′−(0) = −1 a (|x|)′+(0) = +1. Podle části 3
úlohy 7.1.4 tedy (|x|)′(0) neexistuje. Spojitost v bodu tak samozřejmě nezaručuje
existenci derivace.

Nenulová derivace v bodu dává kromě věty 7.1.7 i následuj́ıćı výsledek, který
se bude hodit pro derivováńı inverzńı funkce.

Tvrzeńı 7.1.13 (limitńı body oboru hodnot) Necht’ f ∈ F(M) a existuje
nenulová vlastńı derivace f ′(b). Pak f(b) ∈ L(f [M ]).

Důkaz. Necht’ f a b ∈M ∩L(M) jsou, jak uvedeno, a je dáno ε. Dı́ky f ′(b) 6= 0
dle definice 7.1.1 existuje δ, že pro každé x ∈ P (b, δ) ∩M je f(x) 6= f(b). Podle
tvrzeńı 7.1.10 lze vźıt ono δ tak malé, že pro tato x je také f(x) ∈ U(f(b), ε).
Protože b ∈ L(M), lze vźıt a ∈ P (b, δ)∩M . Pak f(a) ∈ P (f(b), ε)∩ f [M ]. Tedy
f(b) ∈ L(f [M ]). 2

Úloha 7.1.14 Když se f ′(b) = ±∞, pak toto tvrzeńı nemuśı platit.

Úloha 7.1.15 Tvrzeńı plat́ı i pro f ′(b) = 0, pokud f neńı konstantńı na žádném
okoĺı U(b, δ) ∩M .

• Př́ıklady derivaćı. Zderivujeme funkci
√
x, jež je v F([0, +∞)). Necht’ a ≥ 0.

Pak

(
√
x)′(a) = limx→a

√
x−
√
a

x−a = limx→a
x−a

(x−a)(
√
x+
√
a)

= limx→a
1√

x+
√
a
.

Pro a > 0 je (
√
x)′(a) = 1

2
√
a

a (
√
x)′(0) = +∞. Nevlastńı derivace je tedy

slučitelná se spojitost́ı funkce v daném bodě.

Úloha 7.1.16 Pro každé a ≥ 0 spoč́ıtejte (
√
x)′−(a) i (

√
x)′+(a).

Úloha 7.1.17 (derivace konstant) Pro každé c ∈ R se k′c = k0.

95



• Derivace jako unárńı operace na R. Připomı́náme, že F(M) s M ⊂ R je
množina všech funkćı f typu f : M → R. Z bodových hodnot derivace funkce
slož́ıme novou funkci.

Definice 7.1.18 (derivace funkce) Pro f ∈ F(M) necht’ D(f) = {b ∈ M :

∃ f(b) ∈ R} (⊂ L(M) ∩M). Funkci f ′ ∈ F(D(f)) s hodnotami f ′(b) = df
dx (b)

nazveme derivaćı funkce f .

Derivace může mı́t menš́ı definičńı obor než p̊uvodńı funkce. Např́ıkladM(
√
x) =

[0,+∞), ale D(
√
x) = M((

√
x)′) = M( 1

2
√
x

) = (0, +∞).

Úloha 7.1.19 Pro každou funkci f ∈ R je zúžeńı f |D(f) spojité.

• Funkce s nespojitou derivaćı. Sestroj́ıme funkci f ∈ R, že f ′ 6∈ C. Necht’

posloupnosti a1 > b1 > a2 > b2 > · · · > 0 maj́ı limitu lim an = lim bn = 0
a an − bn = o(bn) (n → ∞). Necht’ N = {0} ∪

⋃∞
n=1(bn, an) a necht’ funkce

f ∈ F(N) má hodnoty f(0) = 0 a f(x) = x− bn pro x ∈ (bn, an).

Tvrzeńı 7.1.20 (nespojitá derivace) Pak je f ′ ∈ F(N)\C, nebot’ f ′(0) = 0,
jinak f ′(x) = 1 a 0 ∈ L(N).

Důkaz. Pro x ∈ (bn, an) se f ′(x) = (x − bn)′ = 1. Ale 0 ∈ L(N) a f ′(0) =

limx→0
f(x)
x = 0, nebot’ pro x ∈ (bn, an) je

∣∣ f(x)
x

∣∣ ≤ an−bn
bn

→ 0 (n→∞). 2

Úloha 7.1.21 Proč se lim an−bn
bn

= 0?

7.2 Standardńı a limitńı tečny

Definujeme tečnu ke grafu funkce f ∈ R v jeho bodu (b, f(b)). Graf funkce f

je množina bod̊u v rovině Gf = {(x, f(x)) : x ∈ M(f)} (⊂ R2). Podle naš́ı
definice funkce se f a Gf prakticky shoduj́ı.

• Standardńı tečny. Ty už jsme zmı́nili v souvislosti s diferencovatelnost́ı funkce
v bodu definičńıho oboru.

Definice 7.2.1 (standardńı tečna) Necht’ funkce f ∈ F(M) je diferencova-
telná v b ∈M ∩L(M). Tečnou k jej́ımu grafu v bodě (b, f(b)) rozumı́me př́ımku
` (⊂ R2) danou rovnićı y = f ′(b) · (x− b) + f(b), x ∈ R.

Tečna má sklon f ′(b) (∈ R) a procháźı bodem (b, f(b)).

Úloha 7.2.2 f a b bud’te jako v definici. Pak funkce x 7→ f ′(b) · (x− b) + f(b)
je jediná lineárńı funkce aproximuj́ıćı f u b s přesnost́ı o(x− b) (x→ b).

Úloha 7.2.3 Napǐste rovnici tečny ke grafu funkce
√
x v bodě (a,

√
a).
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O tečnách se často ř́ıká, že jsou nějakými limitami sečen, to jest př́ımek
jdoućıch dvěma body grafu. Nikdy se už ale neřekne, jakými vlastně. Pojd’me
to ted’ ř́ıci.

• Nesvislé př́ımky. Podle geometrie roviny každá nesvislá př́ımka ` má jedno-
značné vyjádřeńı ` = {(x, sx+ t) : x ∈ R}, kde s, t ∈ R. Č́ıslo s nazveme jej́ım
sklonem. Necht’ N (⊂ P(R2)) je množina nesvislých př́ımek v rovině.

Úloha 7.2.4 Funkce p : N → R2, daná jako p(`) = (p1(`), p2(`)) = (s, t), je
bijekce z množiny N nesvislých př́ımek do množiny R2.

Definice 7.2.5 (limity v N ) Pro (`n) ⊂ N a ` ∈ N ṕı̌seme lim `n = `, právě
když lim p1(`n) = p1(`) a lim p2(`n) = p2(`).

Úloha 7.2.6 Necht’ A = (a, b) a A′ = (a′, b′) jsou v R2 & a 6= a′. Pak existuje

jediná př́ımka ` ∈ N , že A ∈ ` i A′ ∈ `. Tato př́ımka ` má sklon b′−b
a′−a .

Př́ımku ` ∈ N jdoućı body A a A′ označ́ıme jako κ(A,A′) = κ(a, b, a′, b′). Lež́ı-li

body A a A′ na grafu funkce, mluv́ıme o ` jako o sečně tohoto grafu.

• Limitńı tečny. Předkládáme rigorózńı definici tečny ke grafu funkce v podobě
limity posloupnosti sečen.

Definice 7.2.7 (limitńı tečna) Necht’ je funkce f ∈ F(M), b ∈ M ∩ L(M)
a ` ∈ N . Pokud pro každou posloupnost (an) ⊂ M \ {b} s lim an = b plat́ı ve
smyslu definice 7.2.5, že

lim
n→∞

κ(b, f(b), an, f(an)) = ` ,

nazveme př́ımku ` limitńı tečnou ke Gf v bodu (b, f(b)).

V této definici tečny nepotřebujeme hodnotu derivace f ′(b).

Úloha 7.2.8 Když ` je limitńı tečna ke Gf v bodu (b, f(b)), pak (b, f(b)) ∈ `.

Dokážeme, že pojmy standardńı tečny a limitńı tečny splývaj́ı.

Věta 7.2.9 (tečna ⇐⇒ lim. tečna) Necht’ f ∈ F(M), b ∈ M ∩ L(M) a `
je v N . Potom ` je tečna ke Gf v bodu (b, f(b)) ve smyslu definice 7.2.1 ⇐⇒
` je limitńı tečna ke Gf v bodu (b, f(b)) ve smyslu definice 7.2.7.

Důkaz. Necht’ f , M , b a ` jsou, jak uvedeno. Implikace ⇒. Předpokládáme, že
existuje f ′(b) ∈ R a že ` je dána rovnićı

y = f ′(b) · (x− b) + f(b) = f ′(b) · x+ f(b)− f ′(b)f(b) .

Necht’ (an) ⊂ M \ {b} má lim an = b. S cn = f(an)−f(b)
an−b je př́ımka κn =

κ(b, f(b), an, f(an)) dána rovnićı

y = cn(x− b) + f(b) = cnx+ f(b)− cnb .
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Podle Heineho definice derivace se lim cn = f ′(b). Tedy lim(f(b)− cnb) = f(b)−
f ′(b)f(b) a limκn = ` ve smyslu definice 7.2.5.

Implikace ⇐. Necht’ ` je dána rovnićı y = sx+ t a necht’ (an), cn a κn jsou
jako výše. Předpokládáme, že pro každou takovou posloupnost (an) se limκn = `
ve smyslu definice 7.2.5. Tedy vždy lim cn = s a lim(f(b)− cnb) = f(b)− sb = t.
Podle Heineho definice derivace se pak s = f ′(b). Takže t = f(b)− f ′(b)b a ` je
tečna ke Gf v bodě (b, f(b)). 2

• Tečna v chyběj́ıćım bodu. Ukážeme, jak definovat tečnu ke grafu funkce v jeho
bodu bez použit́ı tohoto bodu. Důkaz následuj́ıćıho lemmatu je jasný.

Lemma 7.2.10 (jedna konvexńı kombinace) Pro nezáporná reálná č́ısla r,
s, t, v, kde s, v > 0, polož́ıme α = s

s+v a β = v
s+v . Pak

r + t

s+ v
= α · r

s
+ β · t

v

je konvexńı kombinace s koeficienty α a β, protože α, β ≥ 0 a α+ β = 1.

Věta 7.2.11 (tečna v chyběj́ıćım bodu) Necht’ b ∈ M je OLB množiny
M ⊂ R, f ∈ F(M \ {b}) a ` ∈ N . Potom plat́ı ekvivalence, že funkci f lze
rozš́ıřit do b hodnotou f(b) tak, že ` je tečna ke Gf v bodu (b, f(b)) ⇐⇒ pro
každé dvě posloupnosti (xn), (yn) ⊂ M splňuj́ıćı, že vždy xn < b < yn a že
xn, yn → b, se limκ(xn, f(xn), yn, f(yn)) = ` ve smyslu definice 7.2.5.

Důkaz. Necht’ b, M , f a ` jsou, jak uvedeno. Implikace ⇒. Předpokládáme, že
jsme funkci f rozš́ı̌rili do b nějakou hodnotou f(b), existuje f ′(b) ∈ R a př́ımka
` je dána rovnićı

y = f ′(b) · (x− b) + f(b) = f ′(b) · x+ f(b)− f ′(b)b .

Necht’ (xn) a (yn) jsou popsané posloupnosti. Polož́ıme rn = f(b) − f(xn),
sn = b− xn, tn = f(yn)− f(b) a vn = yn − b. Podle lemmatu 7.2.10 je sklon un
sečny

`n = κ(xn, f(xn), yn, f(yn))

grafu Gf konvexńı kombinaćı sklon̊u rn/sn a tn/vn sečen κ(xn, f(xn), b, f(b))
a κ(b, f(b), yn, f(yn)):

un = f(yn)−f(xn)
yn−xn

= rn+tn
sn+vn

= αn · rnsn + βn · tnvn ,

kde αn, βn ≥ 0 a αn + βn = 1. Protože lim rn/sn = lim tn/vn = f ′(b), podle
věty 3.3.10 též limun = f ′(b). Sečna `n je dána rovnićı

y = un(x− xn) + f(xn) = unx+ f(xn)− unxn .

Protože limun = f ′(b), limxn = b a lim f(xn) = f(b) (f je spojitá v b, protože
f ′(b) ∈ R), je lim `n = ` ve smyslu definice 7.2.5.
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Implikace ¬ ⇒ ¬. Necht’ f nelze rozš́ı̌rit do b žádnou hodnotou f(b) tak, aby
` byla tečna ke Gf v (b, f(b)). Když tedy vezmeme to jediné č́ıslo f(b) ∈ R, že

(b, f(b)) ∈ `, a když s ∈ R je sklon př́ımky `, pak neplat́ı, že limx→b
f(x)−f(b)

x−b = s.
Sestroj́ıme dvě posloupnosti (xn), (yn) ⊂M splňuj́ıćı, že vždy xn < b < yn a že
xn, yn → b, ale že neplat́ı limita př́ımek limκ(xn, f(xn), yn, f(yn)) = `.

Prvńı př́ıpad je, že rozš́ı̌rená funkce f neńı spojitá v b. Pak existuj́ı posloup-
nosti (xn), (yn) ⊂ M splňuj́ıćı, že vždy xn < b < yn, že limxn = lim yn = b,
lim f(xn) = K, lim f(yn) = L, ale že neplat́ı K = L = f(b) (úloha 7.2.12).
Pokud K 6= L, sklony sečen `n = κ(xn, f(xn), yn, f(yn)) jdou do ±∞, takže
uvedená limita př́ımek neplat́ı. Pokud K = L 6= f(b), pak pr̊useč́ıky sečen `n se
svislou př́ımkou (x = b) konverguj́ı k (př́ıpadně nevlastńımu) bodu r̊uznému od
(b, f(b)). Podle úlohy 7.2.13 pak limita lim `n, když existuje, nemůže být př́ımka
jdoućı bodem (b, f(b)) a uvedená limita př́ımek opět neplat́ı.

Zbylý druhý př́ıpad je, že rozš́ı̌rená funkce f je spojitá v b, ale neplat́ı rovnost

limx→b
f(x)−f(b)

x−b = s. Pak existuje A ∈ R∗ \ {s} a posloupnost (xn) ⊂M \ {b},
která celá lež́ı na jedné straně od b, že limxn = b a lim f(xn)−f(b)

xn−b = A. Můžeme
předpokládat, že vždy xn < b, př́ıpad, že vždy xn > b, je podobný. Vezmeme
libovolnou posloupnost (yn) ⊂M , že vždy yn > b a lim yn = b. Pak lim f(yn) =
f(b) a z (yn) dokážeme vybrat podposloupnost (ymn), že

limn→∞
f(xn)−f(ymn )

xn−ymn
= A

(úloha 7.2.14). Protože A 6= s, uvedená limita př́ımek opět neplat́ı. 2

Tři následuj́ıćı úlohy jsou vlastně lemmata použitá v d̊ukazu věty a čtvrtá úloha
ukazuje nutnost předpokladu, že body xn a yn jsou oddělené bodem b.

Úloha 7.2.12 Když b ∈ M je OLB množiny M ⊂ R a f ∈ F(M) neńı spojitá
v b, pak existuj́ı posloupnosti (xn), (yn) ⊂ M \ {b}, které z r̊uzných stran kon-
verguj́ı k b a existuj́ı pro ně limity lim f(xn) = K a lim f(yn) = L, ale alespoň
jedna z rovnosti K = f(b) a L = f(b) neplat́ı.

Úloha 7.2.13 Necht’ `n, ` ∈ N , (b, c) ∈ `, lim `n = ` a (x = b)∩ `n = {(b, cn)}.
Pak lim cn = c.

Úloha 7.2.14 (xn), (yn), (zn) a (un) bud’te takové posloupnosti, že limxn =
lim zn = b, že vždy xn 6= b, lim yn = limun = c a lim yn−c

xn−b = A. Pak existuje

posloupnost (mn) ⊂ N, že lim
yn−umn

xn−zmn
= A.

Úloha 7.2.15 Podmı́nka ve větě 7.2.11, že vždy xn < b < yn, je podstatná.
Uved’te př́ıklad funkce f ∈ F(M) s tečnou ` ke Gf v bodu (b, f(b)) a dvou
posloupnost́ı (xn), (yn) ⊂ M \ {b} splňuj́ıćıch, že vždy xn 6= yn a že limxn =
lim yn = b, ale že neplat́ı rovnost limκ(xn, f(xn), yn, f(yn)) = `.
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7.3 Aritmetika derivaćı

Derivace f 7→ f ′ je unárńı operace na R. Probereme jej́ı interakce s binárńımi
operacemi +, · a /. Na interakce se skládáńım a inverzy se pod́ıváme v daľśım
odd́ılu. V bodových vzorćıch zapoj́ıme nevlastńı hodnoty derivaćı. Globálńı
vzorce pracuj́ı pouze s vlastńımi hodnotami derivaćı.

• Součet. Bodově i globálně zderivujeme součet dvou funkćı.

Tvrzeńı 7.3.1 (součet) Necht’ jsou f, g ∈ R a M ≡ M(f) ∩M(g). Pak plat́ı
následuj́ıćı.
1. Když f ′(b) = K, g′(b) = L, b ∈ L(M) a K + L neńı neurčitý výraz, potom
(f + g)′(b) = K + L.
2. Funkce (f ′ + g′) |L(M) je restrikce funkce (f + g)′.

Důkaz. 1. Necht’ K + L neńı neurčitý výraz a h ≡ f + g. Patrně b ∈ L(M(h))
a podle věty 5.3.3 se

h′(b) = limx→b
h(x)−h(b)

x−b = limx→b
f(x)−f(b)

x−b + limx→b
g(x)−g(b)
x−b = K + L .

2. Necht’ h ≡ (f ′ + g′) |L(M) a c ∈ M(h). Pak c ∈ D(f) ∩ D(g) ∩ L(M)
a podle prvńı části je (f + g)′(c) = f ′(c) + g′(c) = h(c). 2

Ve druhé části je jasné, že inkluze M((f ′ + g′) |L(M)) ⊂M((f + g)′) může být
ostrá. Vezměme např́ıklad f = |x| a g = −|x| (∈ F(R)). Pak M = L(M) = R
a (f + g)′ = k0, ale (f ′ + g′) |L(M) je k0 | (R \ {0}). Např́ıklad pro funkce
f(x) = sgn(x), g(x) =

√
x a M = L(M) = [0,+∞) prvńı část tvrzeńı dává, že

(sgn(x) +
√
x)′(0) = sgn′(0) + (

√
x)′(0) = +∞+ (+∞) = +∞ .

Úloha 7.3.2 (sgn(x)−
√
x)′(0) =?

• Součin. Odvod́ıme známý Leibniz̊uv vzorec pro derivaci součinu, v bodovém
i globálńım tvaru.

Věta 7.3.3 (součin) Necht’ jsou f, g ∈ R a M ≡ M(f) ∩ M(g). Pak plat́ı
následuj́ıćı.
1. Když f ′(b) = K, g′(b) = L, f nebo g je spojitá v b, b ∈ L(M) a výraz
K · g(b) + f(b) · L je definovaný, pak (fg)′(b) = K · g(b) + f(b) · L.
2. Funkce (f ′g + fg′) |L(M) je restrikce funkce (fg)′.

Důkaz. 1. Necht’ výraz K · g(b) + f(b) · L je definovaný, h ≡ fg a g je spojitá
v b. Př́ıpad, kdy f je spojitá v b, je přenechán úloze 7.3.4. Tedy b ∈ L(M(h)),

h′(b) = limx→b
f(x)g(x)−f(b)g(b)

x−b = limx→b
(f(x)−f(b))g(x)+f(b)(g(x)−g(b))

x−b

a to se d́ıky předpoklad̊um a větě 5.3.3 rovná

limx→b
f(x)−f(b)

x−b · limx→b g(x) + f(b) limx→b
g(x)−g(b)
x−b = Kg(b) + f(b)L .
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2. Necht’ h ≡ (f ′g + fg′) |L(M) a c ∈ M(h). Pak c ∈ D(f) ∩D(g) ∩ L(M),
g je spojitá v c, protože g′(c) ∈ R, a podle prvńı části je (fg)′(c) = f ′(c)g(c) +
f(c)g′(c) = h(c). 2

Inkluze M((f ′g + fg′) |L(M)) ⊂M((fg)′) opět může být ostrá.

Úloha 7.3.4 Vyřešte jednoduše př́ıpad, kdy je v b spojitá funkce f .

Úloha 7.3.5 Předpoklad bodové spojitosti jedné z funkćı nelze pominout. Necht’

f, g ∈ F(R), kde pro x 6= 0 je f(x) = −g(x) = sgnx a pro x = 0 je f(0) = − 1
2

a g(0) = 1
2 . Ukažte, že pak se pro b = 0 pravá strana Leibnizova vzorce rovná

(+∞) · 1
2 + (− 1

2 ) · (−∞) = +∞, ale derivace (fg)′(0) neexistuje.

• Pod́ıl. Odvod́ıme bodový i globálńı vzorec pro derivaci pod́ılu.

Věta 7.3.6 (pod́ıl) Necht’ jsou f, g ∈ R a M ≡M(f)∩M(g)\Z(g). Pak plat́ı
následuj́ıćı.
1. Když f ′(b) = K, g′(b) = L, g je spojitá v b, b ∈ L(M) a výraz (K · g(b) −
f(b) · L)/g2(b) je definovaný, pak (f/g)′(b) = (K · g(b)− f(b) · L)/g(b)2.
2. Funkce ((f ′g − fg′)/g2) |L(M) je restrikce funkce (f/g)′.

Důkaz. 1. Necht’ výraz (K · g(b)− f(b) ·L)/g(b)2 je definovaný, h ≡ f/g a g je
spojitá v b. Tedy b ∈ L(M(h)),

h′(b) = limx→b
f(x)/g(x)− f(b)/g(b)

x− b = limx→b
f(x)g(b)−f(b)g(b)+f(b)g(b)−f(b)g(x)

g(x)g(b)(x−b)

a to se d́ıky předpoklad̊um a větě 5.3.3 rovná

limx→b
f(x)−f(b)

x−b limx→b
g(b)

g(x)g(b) − limx→b
f(b)

g(x)g(b) limx→b
g(x)−g(b)
x−b

= f ′(b)g(b)−f(b)g′(b)
g(b)2 .

2. Necht’ h ≡ ((f ′g − fg′)/g2) |L(M) a c ∈ M(h). Pak c ∈ D(f) ∩ D(g) ∩
L(M)\Z(g), g je spojitá v c, protože g′(c) ∈ R, a podle prvńı části je (f/g)′(c) =
(f ′(c)g(c)− f(c)g′(c))/g(c)2 = h(c). 2

Inkluze M(((f ′g − fg′)/g2) |L(M)) ⊂M((f/g)′) opět může být ostrá.

Úloha 7.3.7 Jako v úloze 7.3.5 uved’te př́ıklad, který ukazuje, že předpoklad
spojitosti g v b nelze vynechat.

7.4 Derivace složených funkćı a inverz̊u

Připomı́náme, že pro funkce f, g ∈ R je jejich složenina f(g) funkce

f(g) : {x ∈M(g) : g(x) ∈M(f)} → R
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s hodnotami f(g)(x) = f(g(x)). Tedy M(f(g)) ⊂ M(g). Pro prostou funkci
f ∈ R je jej́ı inverz f−1 funkce

f−1 : f [M(f)]→ R

s hodnotami f−1(y) = x ⇐⇒ f(x) = y. Tedy M(f−1) = f [M(f)]. Když f
neńı prostá, jej́ı inverz neńı definovaný.

• Složená funkce. Bodově i globálně zderivujeme složenou funkci.

Věta 7.4.1 (složenina) Necht’ jsou f, g ∈ R a M ≡ M(f(g)). Pak plat́ı
následuj́ıćı.
1. Když f ′(g(b)) = K, g′(b) = L, g je spojitá v b, b ∈ L(M) a K ·L neńı neurčitý
výraz, pak f(g)′(b) = K · L.
2. Funkce (f ′(g) · g′) |L(M) je restrikce funkce f(g)′.

Důkaz. 1. Necht’ f , g, M a b jsou, jak uvedeno. Použijeme Heineho definici
derivace. Necht’ f ′(g(b)) · g′(b) neńı neurčitý výraz a (an) ⊂M \{b} je libovolná
posloupnost s lim an = b. Pak podle předpokladu lim g(an) = g(b). Posloupnost
(an) rozlož́ıme na dvě podposloupnosti (bn) a (cn), které mohou být konečné
i prázdné, tak, že vždy je g(bn) = g(b) a g(cn) 6= g(b). Ukážeme, že pro (xn) =
(bn) i pro (xn) = (cn), když (xn) je nekonečná, máme tutéž limitu

limn→∞
f(g)(xn)−f(g)(b)

xn−b = f ′(g(b)) · g′(b) .

Pak i lim f(g)(an)−f(g)(b)
an−b = f ′(g(b)) · g′(b) a podle Heineho definice derivace se

f(g)′(b) = f ′(g(b)) · g′(b).
Necht’ (bn) je nekonečná. Pak lim bn = b a podle Heineho definice derivace

je g′(b) = lim g(bn)−g(b)
bn−b = lim g(b)−g(b)

bn−b = 0. Tedy

lim f(g)(bn)−f(g)(b)
bn−b = lim f(g(b))−f(g(b))

bn−b = 0 = f ′(g(b)) · g′(b) .

Necht’ (cn) je nekonečná. Pak lim cn = b, lim g(cn) = g(b) a podle věty 5.3.3

a Heineho definice derivace se opět lim f(g)(cn)−f(g)(b)
cn−b = lim f(g(cn))−f(g(b))

cn−b
rovná

lim
( f(g(cn))−f(g(b))

g(cn)−g(b) · g(cn)−g(b)
cn−b

)
= lim f(g(cn))−f(g(b))

g(cn)−g(b) · lim g(cn)−g(b)
cn−b ,

což podle Heineho definice derivace je f ′(g(b)) · g′(b).
2. Necht’ h ≡ (f ′(g)·g′) |L(M) a c ∈M(h). Pak c ∈M(f ′(g))∩D(g)∩L(M),

g je spojitá v c, protože g′(c) ∈ R, a podle prvńı části je (f(g))′(c) = f ′(g(c)) ·
g′(c) = h(c). 2

Inkluze M((f ′(g) · g′) |L(M)) ⊂M(f(g)′) opět může být ostrá.

Úloha 7.4.2 Bez spojitosti funkce g v b prvńı část věty nemuśı platit.
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• Inverz. Bodově i globálně zderivujeme inverz, dva vzorce ale rozděĺıme mezi
větu a jej́ı d̊usledek. Funkce f ∈ F(M) roste, resp. klesá, v bodě b ∈M , existuje-
li δ, že pro každé x a x′ s b − δ < x < b < x′ < b + δ je f(x) < f(b) < f(x′),
resp. f(x) > f(b) > f(x′).

Věta 7.4.3 (inverz) Necht’ f ∈ F(M) je prostá funkce, existuje derivace f ′(b)
(∈ R∗) a inverz f−1 je spojitý v bodě c ≡ f(b). Pak plat́ı následuj́ıćı.

1. Když f ′(b) ∈ R \ {0}, pak
(
f−1

)′
(c) = 1/f ′(b) = 1/f ′(f−1(c)).

2. Když f ′(b) = 0 a funkce f v bodě b roste, resp. klesá, pak
(
f−1

)′
(c) = +∞,

resp. −∞.
3. Když f ′(b) = ±∞ a c ∈ L(f [M ]), pak

(
f−1

)′
(c) = 0.

Důkaz. Necht’ f , M , b a c jsou, jak uvedeno. Opět použijeme Heineho definici
derivace. Pro libovolnou posloupnost (bn) ⊂ f [M ] \ {c} s lim bn = c označ́ıme
an = f−1(bn). Tedy (an) ⊂M \ {b} a podle předpokladu lim an = b.

1. Necht’ f ′(b) ∈ R \ {0}. Pak c ∈ L(f [M ]) podle tvrzeńı 7.1.13. Podle
věty 5.3.3 a Heineho definice derivace je

lim f−1(bn)−f−1(c)
bn−c = lim 1

f(an)−f(b)
an−b

= 1

lim
f(an)−f(b)

an−b

= 1
f ′(b) .

Podle Heineho definice derivace se (f−1)′(c) = 1/f ′(b).
2. Necht’ f ′(b) = 0. Pak c ∈ L(f [M ]) podle úlohy 7.1.15. Necht’ f klesá

(resp. roste) v b. Pak existuje n0, že n ≥ n0 ⇒ f(an)−f(b)
an−b < 0 (resp. · · · > 0).

Předešlý výpočet a část 5 tvrzeńı 3.1.4 ukazuj́ı, že (f−1)′(b) = 1
0− = −∞ (resp.

· · · = +∞).
3. Necht’ f ′(b) = ±∞ a c ∈ L(f [M ]). Potom máme (f−1)′(c) = 1

±∞ = 0
podle části 1. 2

Úloha 7.4.4 Co se stane, když se vynechá předpoklad spojitosti inverzu v c?

Důsledek 7.4.5 (globálně) Necht’ f ∈ R je prostá a M ≡ {x ∈ f [M(f)] :
f−1 je spojitá v x}. Pak funkce (k1/f

′(f−1)) |M je restrikce funkce (f−1)′.

Důkaz. Necht’ h ≡ (k1/f
′(f−1)) |M a c ∈ M(h). Pak c ∈ M(f ′(f−1)) ∩M \

Z(f ′(f−1)), f−1 je spojitá v c, protože c ∈M , a podle prvńı části věty 7.4.3 je
(f−1)′(c) = 1/f ′(f−1(c)) = h(c). 2

Inkluze M((k1/f
′(f−1)) |M) ⊂M((f−1)′) opět může být ostrá.

7.5 Derivace Základńıch elementárńıch funkćı

Zderivujeme funkce ve tř́ıdě ZEF zavedené definićı 4.3.1.

• Exponenciála, sinus a kosinus. Pro zderivováńı těchto funkćı potřebujeme
umět zderivovat mocninné řady.
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Věta 7.5.1 (derivace MŘ) Necht’ posloupnost (a0, a1, . . . ) ⊂ R splňuje, že
lim |an|1/n = 0. Pak pro každé č́ıslo x ∈ R je S(x) =

∑∞
n=0 anx

n abskon řada
a S′(x) =

∑∞
n=0(n+ 1)an+1x

n ≡ T (x) ∈ F(R).

Důkaz. Necht’ an, S a T jsou, jak uvedeno, a x, c ∈ R s c 6= 0. Z věty 6.6.3 v́ıme,
že S, T ∈ F(R) (lim(n+1)1/n = 1). Odhadneme U =

∣∣ 1
c (S(x+c)−S(x))−T (x)

∣∣:
U ≤

∑∞
n=1 |an+1| · |

∑n
j=0(x+ c)jxn−j − (n+ 1)xn|, což s y = |c|+ |x| je

≤ |c|
∑∞
n=1 |an+1| ·

∑n
j=1

∑j
i=1

(
j
i

)
yi−1yn−i

≤ |c|
∑∞
n=1 |an+1| · yn−1 ·

∑n
j=1 2j ≤ |c| ·

∑∞
n=1 |an+1| · (2y)n+1 .

Pro c→ 0 to jde k 0. Tedy S′(x) = limc→0
S(x+c)−S(x)

c =
∑∞
n=0(n+1)an+1x

n =
T (x). 2

Úloha 7.5.2 Zd̊uvodněte odhady veličiny U v d̊ukazu.

Důsledek 7.5.3 (expx, cosx a sinx) Je (expx)′ = expx, (cosx)′ = − sinx a
(sinx)′ = cosx.

Důkaz. Podle předešlé věty máme, že

(expx)′ =
(∑

n≥0 x
n/n!

)′
=
∑
n≥0

(n+1)xn

(n+1)! = expx ,

(cosx)′ =
(∑

n≥0(−1)n x2n

(2n)!

)′
=
∑
n≥0(−1)n+1 (2n+2)x2n+1

(2n+2)! = − sinx a

(sinx)′ =
(∑

n≥1(−1)n−1 x2n−1

(2n−1)!

)′
=
∑
n≥0(−1)n (2n+1)x2n

(2n+1)! = cosx .

2

Odvod́ıme derivace ostatńıch funkćı v ZEF. Ohledně konstant je jasné (nakonec
i z úlohy 7.1.17), že pro každé c ∈ R je k′c = k0.

• Logaritmus. Dokážeme, že (log x)′ = 1
x | (0,+∞). Podle d̊usledku 7.4.5, užitého

s f = expx a M = M(log x) = (0,+∞), je funkce

1
exp′(log x)

∣∣M = 1
exp(log x)

∣∣M =
(

1
x | (0,+∞)

) ∣∣M = 1
x | (0,+∞)

restrikćı funkce (log x)′. Ale M((log x)′) ⊂M(log x) = (0,+∞), takže (log x)′ =
1
x | (0,+∞). Odtud také vid́ıme, že (log |x|)′ = 1

x (∈ F(R \ {0})).

• Reálná mocnina.

Úloha 7.5.4 Odvod’te následuj́ıćı derivace. 1. Pro a > 0 se (ax)′ = ax · log a.
2. Pro b 6= 1 se (xb)′ = bxb−1. 3. Pro b = 1 se (xb)′ = k1 | [0,+∞). 4. (0x)′ =
k0 | (0,+∞). 5. Pro m ∈ Z s m 6= 0 se (xm)′ = mxm−1. 6. Pro m = 0 se
(xm)′ = k0.

• Tangens a kotangens.
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Úloha 7.5.5 Odvod’te derivace (tanx)′ = 1/ cos2 x a (cotx)′ = −1/ sin2 x.

• Inverzńı trigonometrické funkce.

Úloha 7.5.6 Odvod’te derivace (arcsinx)′ = 1√
1−x2

, (arccosx)′ = − 1√
1−x2

,

(arctanx)′ = 1
1+x2 a (arccotx)′ = − 1

1+x2 .

• Vzorce pro derivace funkćı v ZEF shrneme podle definičńıch obor̊u.

1. Obor R. Zde se (expx)′ = expx, (sinx)′ = cosx, (cosx)′ = − sinx,
(arctanx)′ = 1

1+x2 a (arccotx)′ = − 1
1+x2 . Pro m ∈ N se (xm)′ = mxm−1,

pro m = 0 se (xm)′ = k0 a pro c ∈ R se (kc(x))′ = k0(x).

2. Obor R \ {0}. Zde se pro m ∈ Z, m < 0, derivace (xm)′ = mxm−1

a (log |x|)′ = 1
x .

3. Obor [0,+∞). Zde se pro b > 1 derivace (xb)′ = bxb−1 a pro b = 1 se

(xb)′ = k1 | [0,+∞).

4. Obor (0,+∞). Zde se pro b < 1 derivace (xb)′ = bxb−1 a (log x)′ =
1
x | (0,+∞).

5. Obor R \ {kπ + π/2 : k ∈ Z}. Zde se (tanx)′ = 1/(cosx)2.

6. Obor R \ {kπ : k ∈ Z}. Zde se (cotx)′ = −1/(sinx)2.

7. Obor (−1, 1). Zde se (arcsinx)′ = 1√
1−x2

a (arccosx)′ = − 1√
1−x2

(zde se
√
x ≡ x1/2).

Přednášku zakonč́ıme druhým př́ıkladem nespojité derivace, která tentokrát
bude všude definovaná. Prvńı př́ıklad jsme uvedli v tvrzeńı 7.1.20.

Úloha 7.5.7 f ∈ F(R) bud’ dána jako f = x2 sin(1/x) ∪ {(0, 0)}. Řečeno po-
staru, f(0) = 0 a f(x) = x2 sin(1/x) pro x 6= 0. Dokažte, že D(f) = R, ale že
f ′ 6∈ C.

Zde tedy f = idR · idR · sin(k1/idR) ∪ {(0, 0)}.
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Př́ıloha A

Řešeńı úloh

Otazńık mı́sto návodu k řešeńı znamená, že řešeńı neńı autorovi učebnice známo.

Úloha 1.1.1 Necht’ (ai,j)
∞
i,j=1 má položky ai,j ≥ 0. Ukážeme, že celkový součet po

řádćıch R =
∑∞
i=1

∑∞
j=1 ai,j se rovná supremu

A = sup
(
{
∑

(i,j)∈I ai,j | I ⊂ N2 je konečná}
)
,

branému v (R∗, <). Tato rovnost plat́ı stejně pro celkový součet po sloupćıch. Zřejmě
A ≤ R. Necht’ c < R je libovolné. Pak existuje m, že c <

∑m
i=1

∑∞
j=1 ai,j . Podobně

nahlédneme, že pak existuj́ı n1, . . . , nm v N, že stále c <
∑m
i=1

∑ni
j=1 ai,j . Tedy R ≤ A

a R = A.

Úloha 1.2.1 alfa, beta, velká gama, gama, velká delta, delta, epsilon, zéta, éta, velká
théta, théta, varthéta, ióta, kappa, velká lambda, lambda, mı́, ný, velké kśı, kśı, omi-
kron, velké ṕı, ṕı, ró, velké sigma, sigma, tau, velké ypsilon, ypsilon, velké f́ı, f́ı, varf́ı,
ch́ı, velké pśı, pśı, velká omega, omega. Neuvedené kapitálky se shoduj́ı s latinkou,
např. A pro α, H pro η apod.

Úloha 1.2.2 Nalevo je N, právě když ϕ je P, ale ψ je N. Což je totéž, jako že ¬ψ je
P a ¬ϕ je N, což je ekvivalentńı neplatnosti pravé strany.

Úloha 1.2.3 Když neexistuje individuum a v oboru formy ϕ(x), aby platil výrok ϕ(a),
znamená to, že pro každé individuum a z tohoto oboru výrok ϕ(a) neplat́ı a plat́ı výrok
¬ϕ(a). Podobně se dokáže druhá tautologie.

Úloha 1.2.5 Odpověd’ zálež́ı na tom, jaké rovnosti mezi prvky této množiny nastávaj́ı.
Jsou-li všechny r̊uzné, má M pět r̊uzných prvk̊u. Pokud a = b = 2 = {∅, {∅}} a pokud
a 6= {a}, což axiom fundovanosti zaručuje, má M jen dva r̊uzné prvky.

Úloha 1.2.7 Prázdné množině ∅.

Úloha 1.2.9 P = {n ∈ N : n > 1 ∧ ∀ l,m ∈ N
(
lm = n⇒ (l = 1 ∨m = 1)

)
}.

Úloha 1.2.10 Pokud M ∈M , pak M 6∈M . Pokud M 6∈M , pak M ∈M .

Úloha 1.2.11 (ϕ⇒ ψ) ∧ (ψ ⇒ ϕ) ⇐⇒ (ϕ ⇐⇒ ψ) je tautologie.

Úloha 1.2.12 To hned plyne z axiomu extenzionality. A a B jsou podle definice
disjunktńı, právě když nemaj́ı společný prvek, tedy právě když je jejich pr̊unik prázdná
množina.
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Úloha 1.2.13 Pr̊unik prázdné množiny A neńı definovaný. ∀ b ∈ A
(
x ∈ b

)
vlastně

znamená ∀ b
(
b ∈ A⇒ x ∈ b

)
. Pro prázdnou množinu A tato implikace plat́ı vždy, pro

libovolné x, protože jej́ı předpoklad neńı nikdy splněn. Pr̊unik prázdné množiny by
tedy měla být množina všech množin. Vı́me, že tento koncept vede ke sporu.

Úloha 1.2.14 Ne, tato rovnost rozhodně vždy neplat́ı. Jsou-li např́ıklad A a B dis-
junktńı, pak |A \B| = |A|.

Úloha 1.2.15 P(∅) = {∅} a |P({1, 2, . . . , n})| = 2n.

Úloha 1.2.17 Plat́ı-li pravá strana ekvivalence, plat́ı i levá d́ıky axiomu extenzionality.
Necht’ X = (A,B) = (C,D). Podle definice dvojice je X bud’ jednoprvková množina,
jej́ıž jediný prvek je jednoprvková množina {Y } (složky dvojice se rovnaj́ı), anebo X
je dvouprvková množina, jej́ıž jeden prvek je jednoprvková množina {Y } a druhý je
dvouprvková množina {Y,Z} (složky dvojice jsou r̊uzné). Použijeme opakovaně axiom
extenzionality. V prvńım př́ıpadu se Y = A = B = C = D. Ve druhém se Y = A = C,
tud́ıž se Z = B = D.

Úloha 1.2.19 Plyne to z axiomu extenzionality, z předešlé úlohy a z toho, že každá
uspořádaná k-tice A má |A| = k prvk̊u.

Úloha 1.3.4 Implikace ⇐ je triviálńı. Necht’ jsou funkce (A,B, f) a (C,D, g) shodné,
takže f = g a f je funkcionálńı relace mezi A a B i mezi C a D. Pro libovolný prvek
a ∈ A pro nějaký b ∈ B je (a, b) ∈ f . Ovšem také (a, b) ∈ C×D, takže a ∈ C a A ⊂ C.
Úplně stejně je C ⊂ A a A = C.

Úloha 1.3.5 Ani jedna rovnost obecně neplat́ı.

Úloha 1.3.6 Právě když X = Y .

Úloha 1.3.7 Pro prostotu, konstantnost a identičnost to je pravda, pro surjektivitu
a bijektivnost ne.

Úloha 1.3.8 Obě značeńı se mohou objevit současně, jen když funkce f je injekce,
a pak souhlaśı.

Úloha 1.3.9 Protože f−1 : f [X] → X je bijekce, máme (f−1)−1 : X → f [X], takže
pro f [X] 6= Y se (f−1)−1 a f množinově lǐśı. Jsou ale vždy shodné. Ovšem plat́ı, že
((f−1)−1)−1 : f [X]→ X, takže ((f−1)−1)−1 a f−1 se množinově rovnaj́ı.

Úloha 1.3.10 Je to pravda.

Úloha 1.3.11 Necht’ f a g jsou injekce a f(g)(x) = f(g)(y). Tedy f(g(x)) = f(g(y))
a g(x) = g(y). Tedy x = y a f(g) je injekce. Necht’ g : X → Y a f : Y → B jsou
surjekce a b ∈ B. Protože f je surjekce, existuje y ∈ Y , že f(y) = b. Protože g je
surjekce, existuje x ∈ X, že g(x) = y. Tedy f(g)(x) = f(g(x)) = f(y) = b a f(g) je
surjekce. Jsou-li g : X → Y a f : A → B neprázdné surjekce a, např́ıklad, Y ∩ A = ∅,
pak f(g) : ∅ → B neńı surjekce.

Úloha 1.3.12 Obor hodnot funkce f(g(h)) vlevo i funkce f(g)(h) vpravo se rovná
oboru hodnot Y funkce f . Stač́ı tedy dokázat, že f(g(h)) = f(g)(h) jako množiny.
Což plat́ı, obě množiny se rovnaj́ı množině těch dvojic (x, y) ∈ M(h)× Y , že existuj́ı
a ∈M(g) & b ∈M(f), že h(x) = a, g(a) = b a f(b) = y.

Úloha 1.3.13 Vezmeme Y = h[X], g(x) = h(x) a f = idY .
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Úloha 1.3.14 Když f je bijekce, pak inverz g = f−1 má požadované vlastnosti. Necht’

naopak zobrazeńı g : Y → X je, jak uvedeno. Protože g(f)(x) = x, funkce f je prostá.
Protože M(f(g)) = Y , funkce f je na.

Úloha 1.3.15 Právě když definičńı obor je prázdná nebo jednoprvková množina.

Úloha 1.3.18 Necht’ R je relace ekvivalence na A 6= ∅ (pro prázdnou A vše plat́ı
triviálně) a [a]R je blok ekvivalence. Patrně a ∈ [a]R, takže prvky v A/R jsou neprázdné
a
⋃
A/R = A. Necht’ a, b ∈ A, [a]R ∩ [b]R 6= ∅ a c ∈ [a]R. Existuje tedy prvek

d ∈ [a]R ∩ [b]R. Z cRa, aRd a dRb tranzitivitou R plyne, že cRb a tedy c ∈ [b]R. Takže
[a]R ⊂ [b]R. Opačná inkluze se ukáže stejně, takže [a]R = [b]R. Prvky v A/R jsou tedy
vzájemně disjunktńı.

Pokud b, c ∈ [a]R, pak bRa a cRa, takže (R je relace ekvivalence) i bRc. Pokud
bRc, b ∈ [a]R a c ∈ [a′]R, pak bRa, cRa′, takže aRa′. Tedy [a]R = [a′]R a b, c lež́ı ve
společném bloku.

Úloha 1.3.19 Necht’ X je rozklad množiny Y 6= ∅ a R = Y/X. Pro y ∈ Y vezmeme
blok Z ∈ X s y ∈ Z. Tedy yRy a R je reflexivńı. Pro y, y′ ∈ Y s yRy′ existuje blok
Z ∈ X, že y, y′ ∈ Z. Tedy i y′Ry a R je symetrická. Necht’ y, y′, y′′ ∈ Y s yRy′ a y′Ry′′.
Existuj́ı tedy bloky Z,Z′ ∈ X, že y, y′ ∈ Z a y′, y′′ ∈ Z′. Pak ale Z ∩ Z′ 6= ∅ a tedy
Z = Z′. Takže i yRy′′ a R je tranzitivńı.

Podle definice je jasné, že x, y ∈ Z ∈ X, právě když x(Y/X)y.

Úloha 1.3.20 Necht’ R, A 6= ∅ a B jsou, jak je uvedeno. Dokážeme prvńı rovnost.
Vı́me, že C = A/R je rozklad množiny A, tedy S = A/C je relace ekvivalence na A.
Ukážeme, že S = R. Necht’ a, b ∈ A. Pak aSb, právě když existuje blok D ∈ C, že
a, b ∈ D. Jak v́ıme z úlohy 1.3.18, a, b lež́ı ve společném bloku rozkladu C, právě když
aRb. Tedy S = R.

Dokážeme druhou rovnost. Vı́me, že S = A/B je relace ekvivalence na A, tedy
C = A/S je rozklad množiny A. Ukážeme, že C = B. Opět a, b ∈ A lež́ı společně
v nějakém jeho bloku, právě když aSc. Což ale nastává, právě když a, b lež́ı společně
v nějakém bloku rozkladu B. Tedy C = B.

Úloha 1.4.2 Vždy a ≤ a, protože a = a. Tranzitivita ≤ plyne z tranzitivity < a totéž
plat́ı pro trichotomii.

Úloha 1.4.3 Současně neplat́ı ani a < b a a = b, ani b < a a a = b, protože <
je ireflexivńı. Nelze ani a < b a b < a, protože pak tranzitivita < dává opět spor
s ireflexivitou.

Úloha 1.4.4. Když m a n jsou dvě maxima množiny B, je n ≤ m i m ≤ n, takže
m = n. Podobně pro minima.

Úloha 1.4.5 Necht’ (A,<) je lineárńı uspořádáńı a B = {b1, . . . , bn} ⊂ A, n ∈ N,
je neprázdná konečná množina. Pro i = 1, 2, . . . , n prvek bi postupně porovnáváme
v < pomoćı trichotomie s předchoźımi prvky b1, . . . , bi−1. Dostaneme tak nějakou
permutaci π množiny [n], v ńıž bπ(1) < bπ(2) < · · · < bπ(n). Pak bπ(1) = min(B)
a bπ(n) = max(B).

Úloha 1.4.7 Plyne to hned z jednoznačnosti maxim a minim.

Úloha 1.4.8 Necht’ c = sup(B). Pak c je horńı mez B. Necht’ a < c. Protože c je
nejmenš́ı horńı mez B, prvek a už neńı horńı mez B a existuje uvedené b. Naopak
mějme c uvedenými vlastnostmi. Ř́ıkaj́ı vlastně, že c je nejmenš́ı horńı mez množiny
B, takže c = sup(B).
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Podobně se dokáže ekvivalence, že c ∈ A je infimum množiny B, právě když c ≤ b
pro každé b ∈ B a pro každé a ∈ A s c < a existuje b ∈ B, že b < a.

Úloha 1.5.1 Reflexivita i symetrie jsou jasné. Dokážeme tranzitivitu. Necht’ a/b ∼ c/d
a c/d ∼ e/f . Tedy ad = bc a cf = de. Pak ale adf = bcf = bde, tedy adf = bde.
Nenulové d lze zkrátit (Z je obor integrity) a af = be, tedy a/b ∼ e/f .

Úloha 1.5.3 Necht’ α ∈ Q. Protozlomek pα ∈ α dostaneme zkráceńım libovolného
protozlomku m

n
∈ α do základńıho tvaru. Tato funkce α 7→ pα je hledaná bijekce. Je

jednoznačná, protože dva r̊uzné prvky v Zz jsou neekvivalentńı v relaci ∼. Dokážeme
to. Když k

l
, m
n
∈ Zz jsou v základńım tvaru a k

l
∼ m

n
, pak kn = ml. Každá mocnina

prvoč́ısla děĺıćı k tedy děĺı m a naopak. Podle Základńı věty aritmetiky se k = m
a tedy i l = n.

Úloha 1.5.5 Když 0X a 0′X jsou dva aditivńı neutrálńı prvky, pak d́ıky komutativitě
sč́ıtáńı je 0X = 0X + 0′X = 0′X + 0X = 0′X . Podobně pro násobeńı. Když α + β = 0X
a α + γ = 0X , pak d́ıky asociativitě a komutativitě sč́ıtáńı se γ = (α + β) + γ =
(α+ γ) + β = β. Podobně pro multiplikativńı inverzy.

Úloha 1.5.6 Vezmeme sč́ıtáńı a násobeńı v Z modulo 2: 0 + 0 = 1 + 1 = 0, 0 + 1 =
1 + 0 = 1, 1 · 1 = 1 a 0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0. Je to konečný obor integrity, takže těleso.

Úloha 1.5.8 V každém okruhu RO plat́ı rovnost 0Rx = 0R. Plyne přičteńım −(0Rx)
k rovnosti 0Rx = (0R + 0R)x = 0Rx + 0Rx źıskané distributivitou a neutralitou 0R.
Tud́ıž −x = (−1R)x. Polož́ıme x − y = x + (−y). Pak (x + y)(x − y) = (x + y)(x +
(−1R)y) = x2 + (−1R)xy + xy + (−1R)y2 = x2 − y2. Tedy (−x)2 = x2, protože
0R = (x + (−x))(x − (−x)) = x2 − (−x)2. Kdyby v uspořádaném tělese TUT bylo
1T < 0T , přičteńım −1T dostaneme 0T < −1T . Druhý axiom uspořádáńı pak dává
0T < (−1T )2 = 12

T = 1T . Tedy vždy 0T < 1T . Přič́ıtáńım 1T dostáváme, že 0T <
1T < 1T + 1T < 1T + 1T + 1T < . . . . Tedy T je nekonečné.

Úloha 1.5.10 0 · 1 6= 1 · 1.

Úloha 1.5.12 Necht’ (A,<) je lineárńı uspořádáńı. Pak sup(∅) = min(H(∅)) =
min(A), když toto minimum existuje. Pro shora neomezenou podmnožinu B neńı
sup(B) definováno, protože H(B) = ∅.

Úloha 1.5.13 Funkce a 7→ −a převád́ı infima na suprema.

Úloha 1.5.14 TUT bud’ úplné uspořádané těleso. Uváž́ıme podmnožinu NT = {1T +
1T + · · ·+ 1T | n ∈ N sč́ıtanc̊u}. Stač́ı ukázat, že NT neńı shora omezená. Kdyby byla,
polož́ıme s = sup(NT ). Podle definice suprema existuje x ∈ NT , že s − 1T < x ≤ s.
Pak ale s < x+ 1T ∈ NT , což je spor.

Úloha 1.5.17 Z b ≥ a by vynásobeńım č́ıslem 2b plynulo, že 2b2 ≥ 2ba > a2, ve sporu
s rovnost́ı a2 = 2b2. Když a ∈ N je sudé (resp. liché), pak a = 2c (resp. a = 2c − 1)
pro nějaké c ∈ N a a2 = (2c)2 = 2 · 2c2 (resp. a2 = (2c− 1)2 = 2 · (2c2 − 2c+ 1)− 1)
je sudé (resp. liché). Když a ∈ Z a b ∈ Z \ {0} splňuj́ı rovnost a2 = 2b2, pak i a 6= 0
a (±a)2 = 2(±b)2.

Úloha 1.5.19 Pro zlomky s, r > 0 s s2 > 2 nerovnost (s − r)2 > 2 plat́ı, pokud
s2 − 2 > 2sr − r2, tedy např. pro každé kladné r < (s2 − 2)/2s. Pro zlomky r, s
s s2 < 2, s > 0 a r ∈ (0, 1) (pak r2 < r) nerovnost (s + r)2 < 2 plat́ı, pokud
2sr + r2 < 2− s2, tedy např. pro každé kladné r < min(1, (2− s2)/(2s+ 1)).
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Úloha 1.6.1 Reflexivita a symetrie relace ∼ jsou triviálńı. Tranzitivita snadno plyne
pomoćı trojúhelńıkové nerovnosti.

Úloha 1.6.2 Stač́ı dokázat, že když posloupnosti (an) a (bn) v C jsou shodné podle
definice, pak splňuj́ı i tuto formálně silněǰśı podmı́nku. Necht’ tedy |an − bn| ≤ 1/2k
pro každé velké n. Protože (an) je Cauchyova, pro každé velké m a n plat́ı, že |am −
an| ≤ 1/2k. Podle trojúhelńıkové nerovnosti pro každé velké m a n je |am − bn| ≤
|am − an|+ |an − bn| ≤ 1/2k + 1/2k = 1/k.

Úloha 1.6.10 Snadno se ověř́ı, že pro každé dva zlomky a a b plat́ı, že f(a − b) =
f(a)− f(b), f(a · b) = f(a) · f(b) a že a < b, právě když f(a) < f(b).

Úloha 1.6.11 Pro z = 0 nerovnost x < y přejde v rovnost xz = 0 = 0 = yz.

Úloha 1.6.13 Když a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ b jsou zlomky, pak (an) je Cauchyova posloup-
nost. Důkaz je stejný.

Úloha 1.7.2 Necht’ X je neprázdná konečná množina (pro prázdnou to plat́ı triviálně
s prázdným zobrazeńım f). Axiomem výběru postupně vyb́ıráme prvky f(1) ∈ X,
f(2) ∈ X \ {f(1)}, f(3) ∈ X \ {f(1), f(2)}, . . . dokud to jde, to jest dokud zbývaj́ıćı
množina je neprázdná. Protože X je konečná množina, nepodař́ı se nám v f sestrojit
injekci z N do X. V jistém kroku m ∈ N vyčerpáme prvky v X a dostaneme bijekci
f : [m]→ X. Hodnoty f(n) ∈ X pro n > m doplńıme libovolně.

Úloha 1.7.3 Tuto bijekci jsme nalezli v předešlém d̊ukazu.

Úloha 1.7.6 Funkce f : N → Z daná jako f(1) = 0, f(2) = 1, f(3) = −1, f(4) = 2,
f(5) = −2, f(6) = 3, . . . je bijekce.

Úloha 1.7.8 Y = ∅.

Úloha 1.7.9 Necht’ f : P(X)→ X je injekce. Pak máme inverz f−1 : f [P(X)]→ P(X)
a definujeme množinu Y = {x ∈ f [P(X)] | x 6∈ f−1(x)} (⊂ X). Pro prvek y = f(Y )

dostaneme z y
?
∈ Y známý spor.

Úloha 1.7.12 Je to celkem jasné.

Úloha 1.7.15 Tyto dvojice (r̊uzné od kladné a záporné nuly) jsou jednoznačně určené
ciframi před maximálńım úsekem dev́ıtek.

Úloha 1.7.18 Hodnoty funkce f mimo Y přesměrujeme do Y a t́ım dostaneme f0.
Bijekce g je jasná. Funkce h je surjekce, protože surjekce jsou všechny tři funkce f0,
F−1 a g a složenina na sebe navazuj́ıćıch surjekćı je surjekce (úloha 1.3.11).

Úloha 2.1.1 Existuje kladné reálné č́ıslo epsilon, že pro každé kladné reálné č́ıslo delta
existuj́ı taková dvě reálná č́ısla a a b z množiny M , že a a b jsou bĺıže než delta, ale
funkčńı hodnoty f(a) a f(b) jsou vzdálené alespoň epsilon.

Úloha 2.1.2 Nerovnost stač́ı dokázat pro n = 2, pro větš́ı n se použije indukce. Necht’

a, b ∈ R jsou libovolná reálná č́ısla. Maj́ı-li stejné znaménko nebo je-li alespoň jedno
z nich nula, pak |a+b| = |a|+|b|. Maj́ı-li r̊uzná znaménka, pak |a+b| ≤ max({|a|, |b|}) ≤
|a|+ |b|.

Úloha 2.1.5 +∞, −∞, −∞ a nedefinováno.

Úloha 2.1.6 (R, <) jsme rozš́ı̌rili přidáńım nekonečen tak, že −∞ 6< −∞ i +∞ 6<
+∞ a rozš́ı̌rená relace < je tedy ireflexivńı. Jej́ı tranzitivita je také jasná. Např́ıklad
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z −∞ < a a a < +∞ máme podle definice, že −∞ < +∞. Podobně ostatńı př́ıpady.
Trichotomie se v rozš́ı̌reńı také zachovala.

Úloha 2.1.8 Tyto množiny jsou ∅ a {−∞}.

Úloha 2.1.12 Okoĺı bod̊u a nekonečen jsou intervaly a tedy konvexńı množiny.

Úloha 2.1.13 Pro A,B ∈ R stač́ı vźıt ε < B−A
2

. Pokud A = −∞ a B = +∞, vezmeme
ε libovolně. Pokud A = −∞ a B ∈ R, vezmeme ε < 1

|B|+1
.

Úloha 2.1.14 To plyne hned z definic okoĺı.

Úloha 2.1.15 Opět to plyne hned z definic okoĺı.

Úloha 2.1.18 Kromě V4 jsou všechny ostatńı vlastnosti robustńı.

Úloha 2.1.20 Patrně

3√n−
√
n

4√n = n−1/6−1

n−1/4 → 0−1
0+

= −1
0+

= −∞

d́ıky kladnosti odmocniny n−1/4.

Úloha 2.2.2 Reflexivita plyne z volby mn = n. Tranzitivita je celkem jasná při použit́ı

”
vynechávaćıho“ pojet́ı podposloupnost́ı.

Úloha 2.2.3 Jsou to třeba posloupnosti (0, 1, 0, 1, . . . ) a (1, 0, 1, 0, . . . ).

Úloha 2.2.7 Necht’ (bn) a (an) jsou uvedené posloupnosti a je dáno ε. Existuje tedy
n0, že n ≥ n0 ⇒ an ∈ U(L, ε). Pak existuje n1, že n ≥ n1 ⇒ mn ≥ n0. Pak pro každé
n ≥ n1 je bn = amn ∈ U(L, ε) a lim bn = L.

Úloha 2.2.8 Lehce se vid́ı, že posloupnost (mn) ⊂ N dosvědčuj́ıćı, že (bn) �∗ (an),
má rostoućı podposloupnost.

Úloha 2.2.9 Koeficient u ajbn−j je roven počtu zp̊usob̊u, jak v součinu (a+ b)n zvolit
j činitel̊u, v nichž vybereme č́ıslo a. Ve zbylých n− j činiteĺıch vybereme č́ıslo b. Počet
j-prvkových podmnožin n-prvkové množiny je právě

(
n
j

)
.

Úloha 2.2.11 Plyne to negaćı limity n1/n → 1.

Úloha 2.3.1 Pokud takové c existuje, pro každé n je −c ≤ an ≤ c a (an) je omezená
zdola i shora, takže je omezená podle definice. Necht’ je naopak (an) omezená podle
definice, takže d ≤ an ≤ c pro každé n a nějaká č́ısla d a c. Potom |an| ≤ max({|d|, |c|})
pro každé n.

Úloha 2.3.2 Posledńıch pět týkaj́ıćıch se omezenosti.

Úloha 2.3.5. Pokud (an) např. neklesá od n = m a bn = an pro každé n ≥ n0, pak
(bn) neklesá od n = max({m,n0}).

Úloha 2.3.6 Pokud např. (an) neroste, pak pro každé n plat́ı implikace am > an ⇒
m < n, takže (an) kvazineroste. Podobně pro neklesaj́ıćı posloupnost.

Úloha 2.3.7 Je to např́ıklad posloupnost (1, 0, 2, 1, 3, 2, 4, 3, 5, . . . ). Kvazineklesá, ale
žádný koncový úsek neńı monotónńı.

Úloha 2.3.8 Posloupnost (an) ⊂ R je kvazimonotónńı, právě když

∀ l ∃m
(
n > m⇒ an ≥ al

)
∨ ∀ l ∃m

(
n > m⇒ an ≤ al

)
.
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Úloha 2.3.11 Pokud (an) např. kvazineklesá od n = m a bn = an pro každé n ≥ n0,
pak (bn) kvazineklesá od n = max({m,n0}).

Úloha 2.3.13 Zobecněńı ř́ıká, že pro každé (konečné či nekonečné) LU (X,<) každá
posloupnost (an) v X má monotónńı podposloupnost. Důkaz je téměř stejný.

Úloha 2.3.16 Lehce se vid́ı, že limita c této podposloupnosti splňuje nerovnosti a ≤
c ≤ b.

Úloha 2.3.18 Pokud v dané cauchyovské posloupnosti (an) nahrad́ıme členy a1 až
am hodnotami a′1 až a′m, vzniklá posloupnost (a′n) je stále cauchyovská, protože index
n0 lze vždy vźıt větš́ı než m.

Úloha 2.3.19 Necht’ (an) je Cauchyova. Pak existuje n0, že pro každé m,n ≥ n0 je
|am−an| ≤ 1. Podle ∆-ové nerovnosti pro každé n je |an| ≤ 1 + max({|a1|, . . . , |an0 |})
a posloupnost (an) je omezená.

Úloha 2.3.21 Je to např́ıklad posloupnost (1, 1.4, 1.41, 1.414, . . . ) konečných zkráceńı
desetinného rozvoje č́ısla

√
2.

Úloha 2.3.22 V d̊ukazu jsme použili B.–W. větu, jej́ıž d̊ukaz je založen na exis-
tenci vlastńı limity omezené monotónńı posloupnosti. A pro to potřebujeme existenci
suprema, resp. infima, př́ıslušné množiny reálných č́ısel.

Úloha 2.3.23 černý

Úloha 2.3.24 Tenkrát na Východě bylo pro př́ıslušný slovńık nutné navšt́ıvit knih-
kupectv́ı nebo knihovnu. Jiná možnost byla zeptat se někoho ze Slovenska.

Úloha 2.3.26 Ukážeme, že f(n) je superaditivńı funkce. Slova, která splňuj́ı obě
podmı́nky nazveme př́ıpustnými. Necht’ je m,n ∈ N, a1 . . . af(m) je př́ıpustné slovo
nad abecedou [m] s maximálńı délkou a b1 . . . bf(n) je př́ıpustné slovo nad abecedou
{m+ 1, . . . ,m+ n} s maximálńı délkou. Konkatenace

u = a1 . . . af(m)b1 . . . bf(n)

je př́ıpustné slovo nad abecedou [m+n], takže f(m) + f(n) ≤ f(m+n). Jak v́ıme, že
u neobsahuje abba? Dı́ky tomu, že se slovo abba nedá napsat jako konkatenace dvou
slov nad disjunktńımi abecedami.

Úloha 2.3.27 Argumentuje se jako v předešlé úloze. Kĺıčové opět je, že slovo abab
nelze napsat jako konkatenaci dvou slov nad disjunktńımi abecedami.

Úloha 2.3.28 Ovšem slovo aabb lze napsat jako konkatenaci dvou slov nad dis-
junktńımi abecedami, aabb = aa bb, a předešlý argument už́ıvaj́ıćı Feketeho lemma
nelze použ́ıt.

Úloha 2.3.29 Ukážeme, že pro každé pevné k je funkce rk(n) subaditivńı. Množinu
A ⊂ Z neobsahuj́ıćı AP délky k nazveme př́ıpustnou. Necht’ m,n ∈ N a A ⊂ [m + n]
je př́ıpustná množina maximálńı velikosti |A| = rk(m+ n). Lehce se vid́ı, že množiny

A′ = [m] ∩A a A′′ = {x ∈ [n] | x+m ∈ A}

jsou př́ıpustné (neobsahováńı AP délky k se děd́ı na podmnožiny a zachovává posu-
nem). Tedy rk(m+ n) = |A| = |A′|+ |A′′| ≤ rk(m) + rk(n).

Úloha 3.1.1 Na rovnosti a = (a + b) + (−b) & a = (a − b) + b použijeme obyčejnou
∆-ovou nerovnost a výsledky uprav́ıme.
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Úloha 3.1.3 1. Necht’ |an| ≤ d pro každé n, L = −∞ a je dáno c < 0. Patrně pro
každé velké n je bn ≤ c − d. Tedy pro každé velké n je an + bn ≤ d + c − d = c
a an + bn → −∞. Př́ıpad, že L = +∞ je podobný.

2. Necht’ |an| ≤ d pro každé n, bn → 0 a je dáno ε. Patrně pro každé velké n je
|bn| ≤ ε/d. Tedy pro každé velké n je |anbn| ≤ d(ε/d) = ε a anbn → 0.

3. Necht’ an, c, L = +∞ a bn jsou, jak uvedeno, a je dáno d > 0. Patrně pro každé
velké n je bn ≥ d/c. Tedy pro každé velké n je anbn ≥ c · (d/c) = d a anbn → +∞ = L.
Daľśı př́ıpady jsou podobné.

4. Necht’ |an| ≤ d pro každé n, bn → ±∞ a je dáno ε. Patrně pro každé velké n
je |bn| ≥ d/ε. Tedy pro každé velké n je |an/bn| = |an| · (1/|bn|) ≤ d(1/(d/ε)) = ε
a an/bn → 0.

5. Necht’ an, c a bn jsou, jak uvedeno, a je dáno d > 0. Patrně pro každé velké n je
0 < bn ≤ c/d. Tedy pro každé velké n je an/bn ≥ c/(c/d) = d a an/bn → +∞. Daľśı
př́ıpady jsou podobné.

6. Necht’ an, c, L = −∞ a bn jsou, jak uvedeno, a je dáno d < 0. Patrně pro každé
velké n je bn <≤ dc. Tedy pro každé velké n je bn/an ≤ (dc)/c = d a bn/an → −∞ = L.
Daľśı př́ıpady jsou podobné.

Úloha 3.1.5 1. Pro A ∈ R vezmeme an = n, bn = −n + A. Pro A = +∞ vezmeme
an = n, bn = −

√
n. Pro A = −∞ vezmeme an =

√
n, bn = −n.

2. Pro A ∈ R \ {0} vezmeme an = sgn(A)/n, bn = n|A|. Pro A = 0 vezmeme
an = 0, bn = n. Pro A = +∞ vezmeme an = 1/n, bn = n2. Pro A = −∞ vezmeme
an = −1/n, bn = n2.

3. Pro A ∈ R vezmeme an = A/n, bn = 1/n. Pro A = ±∞ vezmeme an = 1/n,
bn = ±1/n2 (shodná znaménka).

4. Pro A ∈ R \ {0} vezmeme an = An, bn = n. Pro A = 0 vezmeme an = n,
bn = n2. Pro A = ±∞ vezmeme an = ±n2, bn = n (shodná znaménka).

Úloha 3.2.1 Tato nerovnost je ekvivalentńı nerovnosti (
√
a−
√
b)2 ≥ 0.

Úloha 3.2.3 Plyne to z identity |an − 0| = ||an| − 0| (= |an|).

Úloha 3.3.1 Pro A,B ∈ R vezmeme libovolné ε < B−A
2

. Pro A = −∞ a B = +∞
vezmeme libovolné ε. Pro A = −∞ a B ∈ R vezmeme libovolné ε < min({1, 1

|B|+1
}).

Podobně pro A ∈ R a B = +∞.

Úloha 3.3.3 Množina dvojic posloupnost́ı
(
(an), (bn)

)
, pro něž existuje n0, že am < bn

pro každé m,n ≥ n0, je vlastńı podmnožinou množiny dvojic posloupnost́ı
(
(an), (bn)

)
,

pro něž existuje n0, že an < bn pro každé n ≥ n0.

Úloha 3.3.4. Např́ıklad (an) = ( 1
n

) a (bn) = (0, 0, . . . ).

Úloha 3.3.5. Necht’ (an), (bn), K a L jsou, jak uvedeno. Patrně můžeme vźıt takové
č́ıslo c, že K < c < L. Podle úlohy 2.1.12 existuje ε, že U(K, ε) < U(c, ε) < U(L, ε).
Pak stač́ı vźıt libovolná dvě č́ısla a, b ∈ U(c, ε) s a < b. Pro každé velké m a n je
am ∈ U(K, ε) a bn ∈ U(L, ε), takže am ≤ a a b ≤ bn.

Úloha 3.3.8 Ano, každá jednoprvková množina {a} je takovým intervalem.

Úloha 3.3.11 Necht’ lim an = −∞, bn ≤ an pro každé velké n a je dáno c < 0. Pak
pro každé velké n je bn ≤ an ≤ c, tedy bn ≤ c, a lim bn = −∞. Př́ıpad s limitou +∞
je podobný

Úloha 3.4.2 Podle části 1 věty 2.2.5 má každá posloupnost podposloupnost, jež má
limitu.
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Úloha 3.4.7 Části 3 a 4 lze zredukovat na části 1 a 2 pomoćı identity lim inf an =
− lim sup(−an).

Úloha 3.4.8 V m-tém kroku, m ∈ N, m-tý úsek posloupnosti (an) projde č́ısla −m,
−m+ 1/m, −m+ 2/m, . . . , m.

Úloha 3.4.9 Neexistuje, protože H(an) ∩ R je vždy uzavřená množina.

Úloha 3.4.10 H(an) = {0,+∞}.

Úloha 3.5.3 Necht’
∑
x∈X rx je konečná AK řada a Y = {x ∈ X : rx 6= 0}. Polož́ıme

c =
∑
x∈Y |rx|, což je konečný součet. Pro každou konečnou množinu Z ⊂ X pak jistě

plat́ı, že
∑
x∈Z |rx| =

∑
x∈Z∩Y |rx| ≤ c.

Úloha 3.5.5 Opět necht’ R =
∑
x∈X rx je konečná AK řada a Y = {x ∈ X :

rx 6= 0} (což je konečná množina). f : N → X bud’ bijekce. Je jasné, že posloupnost
(
∑n
i=1 r(f(i))) je eventuálně konstantńı s konstantou

∑
x∈Y rx, takže R má součet

rovný konečnému součtu
∑
x∈Y rx.

Úloha 3.5.9 Množiny Z′i jsou po dvou disjunktńı. Když x prob́ıhá bijektivně všechny
prvky množiny X0, prob́ıhá t́ım bijektivně postupně všechny prvky množin Z′1, . . . ,
Z′n−1, Z′′n .

Úloha 3.5.11 Necht’ horńı meze c a d dosvědčuj́ı, že R a S jsou AK řady a Z ⊂ X∪Y
je konečná množina. Pak |

∑
x∈Z rx| ≤ |

∑
x∈Z∩X rx| + |

∑
x∈Z∩Y rx| ≤ c + d a T

je AK řada. Necht’ f : N → X a g : N → Y jsou bijekce. Z nich definujeme tuto
bijekci h : N → X ∪ Y : h(2n − 1) = f(n) a h(2n) = g(n). Pak t = lim

∑n
i=1 th(i) =

lim
∑n
i=1 rf(i) + lim

∑n
i=1 sg(i) = r + s.

Úloha 4.1.1 Existenci ani neexistenci limity posloupnosti neovlivńı změna konečně
mnoha jej́ıch člen̊u.

Úloha 4.1.2 Necht’
∑
an a

∑
bn jsou konvergentńı řady, přičemž pro nějaké m plat́ı,

že bn = an pro n 6= m a bm = am + c, kde c 6= 0. Necht’ (sn) a (tn) jsou posloupnosti
částečných součt̊u. Pak zřejmě tn = sn pro n < m a tn = sn + c pro n ≥ m, takže pro
součty těchto řad plat́ı, že

∑
bn = lim tn = c+ lim sn = c+

∑
an.

Úloha 4.1.3 Částečné součty od jistého indexu neklesaj́ı, resp. nerostou.

Úloha 4.1.4 Zde sn = n, takže lim sn = +∞.

Úloha 4.1.7 Prvńı rovnost plyne z definice částečného součtu. Druhá z aritmetiky
limit posloupnost́ı. Třet́ı z předpokladu a z limity podposloupnosti. Čtvrtá je triviálńı.

Úloha 4.1.8 Vzhledem k monotonii posloupnost (an) má limitu L. Limitu L maj́ı
i všechny podposloupnosti, takže L = +∞.

Úloha 4.1.9 Necht’ (sn) a (tn) jsou částečné součty obou řad. Patrně existuje kon-
stanta c, že pro každé n ≥ n0 plat́ı nerovnost sn ≥ tn + c. Protože lim(tn + c) = +∞,
z věty o jednom strážńıkovi plyne, že i lim sn = +∞.

Úloha 4.1.12 Necht’ n ≥ 2. Z předpokladu, že 1+ 1
2

+· · ·+ 1
n

= m ∈ N, odvod́ıme spor.

Každý jmenovatel j = 1, 2, . . . , n naṕı̌seme podle návodu ve tvaru j = a(j) ·2b(j), kde
a(j) ∈ N je liché a b(j) ∈ N0. Pro j0 = 2k, kde k ∈ N je největš́ı č́ıslo s 2k ≤ n, je toto
vyjádřeńı tvaru j0 = 1 · 2k. Pro každé j ∈ [n] \ {j0} je b(j) < k. Tedy 1 + 1

2
+ · · ·+ 1

n
=

(a+b)/(a·2k), kde a := a(1)a(2) . . . a(n) ∈ N je liché č́ıslo a b ∈ N je sudé č́ıslo, protože
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je součtem n − 1 sudých č́ısel. Čitatel a + b je tedy liché č́ıslo a mocninu 2k ≥ 2 ve
jmenovateli nelze zkrátit. Rovnost (a+b)/(a·2k) = m je tak nemožná. Tento argument
vlastně dokazuje, že pro žádné n ≥ 2 neplat́ı rovnost hn = k

l
s lichým jmenovatelem l.

Úloha 4.1.13 ???

Úloha 4.1.15 Od řady
∑
an se přejde k řadě

∑
(−an).

Úloha 4.1.20 Je to speciálńı př́ıpad d̊usledku 3.5.7.

Úloha 4.1.23 Plyne to z rovnosti qm + qm+1 + · · · = qm · (1 + q + · · · ).

Úloha 4.1.24 Každá, která konverguje, takže právě a jen s kvocientem q ∈ (−1, 1).

Úloha 4.1.28 Vyplývá to z divergence harmonické řady.

Úloha 4.1.29 Právě pro s > 1, opět podle CKK.

Úloha 4.2.1 Necht’ M a A jsou, jak uvedeno, a necht’ plat́ı 1, takže A je limitńı bod M
podle uvedeně definice. Pro každé n vybereme č́ıslo an ∈ P (A, 1/n) ∩M a dostaneme
t́ım posloupnost (an) ⊂M \{A} s limitou A, takže plat́ı 2. Pak pro každé m existuje ε,
že a1, . . . , am 6∈ U(A, ε). Z (an) tak můžeme vybrat prostou podposloupnost a plat́ı 3.
Necht’ plat́ı 3 a (bn) ⊂ M je prostá posloupnost s limitou A. Pro dané n je bm ∈
U(A, 1/n) pro každé velké m a z těchto jen pro nejvýše jedno m se bm = A, takže jistě
P (A, 1/n) ∩M 6= ∅ a plat́ı 4. Je jasné, že 4⇒ 1.

Úloha 4.2.3 Necht’ ∅ 6= M ⊂ R je konečná množina a x ∈ R je libovolné č́ıslo.
Vezmeme ε menš́ı, než je nejmenš́ı vzdálenost mezi x a prvkem v M \ {x} (pokud
M \ {x} = ∅, klademe ε := 1). Pak P (x, ε)∩M = ∅ a x neńı limitńım bodem množiny
M . Dı́ky omezenosti M ani −∞ ani +∞ neńı jej́ım limitńım bodem.

Úloha 4.2.4. Necht’ M ⊂ R je nekonečná množina. Je-li neomezená, je −∞ nebo +∞
jej́ı limitńı bod. Necht’ M je omezená. Dı́ky nekonečnosti M pomoćı AC z M vybereme
prostou posloupnost (an) ⊂M . Z ńı pomoćı tvrzeńı 2.3.12 vybereme monotónńı pod-
posloupnost (bn). Podle omezenosti (bn) a věty o limitě monotónńı posloupnosti máme
vlastńı limitu lim bn = b. Protože (bn) ⊂ M a bn 6= b pro každé n, podle úlohy 4.2.1
vid́ıme, že b je limitńı bod množiny M .

Úloha 4.2.5 Plyne to hned z části 2 tvrzeńı 4.2.2.

Úloha 4.2.8. Už žádné.

Úloha 4.2.11 Třeba A = 0, M = {± 1
n
| n ∈ N}, X = { 1

n
| n ∈ N}, f = 0 na M \X

a f = 1 na X.

Úloha 4.2.13 Z každého prvku množiny {{x ∈ P (K, 1/n) ∩M : f(x) 6∈ U(L, ε)} :
n ∈ N} jsme vybrali prvek.

Úloha 4.2.14. 1. Dı́ky algebraické úpravě (x < 0, takže x = −|x|) x√
1+x2−1

=

1

−
√

1/x2+1−1/|x|
dostáváme pro x→ −∞ limitu 1

−
√

1/(+∞)+1−0
= −1.

2. Úprava 1√
1+x−

√
x

=
√

1 + x +
√
x dává pro x → +∞ limitu

√
1 + (+∞) +

√
+∞ = +∞.

3 a 4. Tyto limity jsou triviálńı, prvńı neexistuje a druhá se rovná 0.

Úloha 4.3.2 Tolik, jako reálných č́ısel, kc 7→ c je bijekce z množiny konstant do R.
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Úloha 4.3.3 Vezmeme m, že m ≥ 2|x|. Pak pro každé n ≥ m je |xn/n!| ≤ (|x|m/m!) ·
(1/2)n−m = (2|x|)m/m! · (1/2)n. Pak použijeme odhad založený na geometrické řadě.

Úloha 4.3.5 1. exp 0 = 1 je trivialita a zbytek plyne z exponenciálńı identity. 2. Pro
x < y je ey − ex = ex(ey−x − 1) > 0 podle exponenciálńı identity. 3. Pro x > n je
ex > n, takže limx→+∞ ex = +∞. Dále limx→−∞ ex = 1/ limx→+∞ ex = 1/(+∞) = 0.

Úloha 4.3.7 Pro spor necht’
∑
j≥0

1
j!

= n
m

s n,m ∈ N. Úpravou navrženou v návodu

dostaneme, že r :=
∑
j>m

m!
j!

= n · (m − 1)! − · · · ∈ N. To ale neńı možné, protože

0 < r ≤ 1
m+1

∑∞
j=0

1
(m+2)j

= m+2
(m+1)2

< 1.

Úloha 4.3.8 1. log 1 = 0 plyne z exp 0 = 1. Překlopeńım grafu podle př́ımky y =
x dostaneme z rostoućı funkce expx opět rostoućı funkci log x. Pro x, y > 0 d́ıky
exponenciálńı identitě máme rovnost exp(log x + log y) = x · y, takže log x + log y =
log(xy). 2. Tyto limity zase lehce vid́ıme ze vztahu graf̊u exponenciály a logaritmu
pomoćı překlopeńı podle př́ımky y = x. 3. To plyne z části 4 předchoźıho tvrzeńı.

Úloha 4.3.12 Začneme s ax, a > 0. Pro x = 0 je exp(x log a) = exp 0 = 1. Pro x ∈ N
je exp(x log a) = exp(log a + · · · + log a) s x sč́ıtanci log a, což se d́ıky exponenciálńı
identitě rovná exp(log a) · . . . · exp(log a) = a · . . . · a s x činiteli a. Pro každé x ∈ N je
d́ıky exponenciálńı identitě exp((−x) log a) = 1/ exp(x log a). Tedy ax souhlaśı s xm.
Pokračujeme s xb. Necht’ b ∈ N, x > 0. Pak opět exp(b log x) = exp(log x+· · ·+log x) =
exp(log x) · . . . · exp(log x) = x · . . . ·x s b činiteli x. Dále 0b = 0 = 0 · . . . · 0. Necht’ b = 0
a x > 0. Pak xb = 1. Necht’ b ∈ Z s b < 0 a x > 0. Pak opět pomoćı exponenciálńı
identity je xb = 1/x−b Tedy xb souhlaśı s xm. Konečně 0x = 0 pro x ∈ N také souhlaśı
s xm.

Úloha 4.3.13 Podle definice 4.3.10 se ex = exp(x log e). Ovšem d́ıky definici e = exp 1
vid́ıme, že se to rovná expx.

Úloha 4.3.15 S A = 1 + x, B = 1 + x+ x2, C = 1 + x3 a D = 1 + x2 + x4, pro něž se
podle návodu AD = BC = E, máme dokázat, že (Ay+By)x ·(Cx+Dx)y = (Ax+Bx)y ·
(Cy+Dy)x. Ekvivalentně, že Exy(1+(B

A
)y)x(1+(C

D
)x)y = Exy(1+(A

B
)x)y(1+(D

C
)y)x.

Což ale plat́ı, protože B
A

= D
C

a C
D

= A
B

a násobeńı je komutativńı.

Úloha 4.3.16 Pro A = 0 polož́ıme an = 1/nn a bn = 1/n. Pro 0 < A < 1 polož́ıme
an = An a bn = 1/n. Pro A = 1 polož́ıme an = bn = 1/n. Pro 1 < A < +∞ polož́ıme
an = 1/An a bn = −1/n. Pro A = +∞ polož́ıme an = 1/nn a bn = −1/n. Protože
ab < 0, jen když b ∈ Z \ {0}.

Úloha 4.3.17 Postupujte jako v úloze 4.3.3.

Úloha 4.3.19 1. Za čas 2π běžkyně oběhne jedno kolo a dostane se do stejné pozice.
2. Tak se chová y-ová souřadnice polohy běžkyně v prvńı čtvrtině jej́ıho oběhu kola. 3.
Plyne to ze symetrie dráhy podle y-ové osy a podle počátku souřadnic (0, 0). 4. Prvńı
vztah plyne z geometrického faktu, že otočeńı S kolem počátku o π/2 (v kladném
směru) je ekvivalentńı prohozeńı souřadných os. Druhý vztah prostě vyjadřuje, že
každý bod na S má od počátku euklidovskou vzdálenost 1. 5. Zkuste vyhledáváńı
obrázk̊u pro

”
geometric proof of summation formulae for sinus and cosinus“.

Úloha 4.3.21 Porovnejte mocninné řady pro exponenciálu, kosinus a sinus.

Úloha 4.3.22 Z vlastnost́ı kosinu a sinu v́ıme, jaké jsou jejich nulové body.
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Úloha 4.4.1 Plyne to z komutativity, asociativity a distributivity operaćı + a · na R
a z toho, že tyto vlastnosti má i množinový pr̊unik: M ∩N = N ∩M , (M ∩N)∩P =
M ∩ (N ∩ P ) a M ∩ (N ∩ P ) = (M ∩ N) ∩ (M ∩ P ). Č́ıslo 0, resp. 1, je samozřejmě
neutrálńı vzhledem ke sč́ıtáńı, resp. násobeńı, na R a také vždy R ∩M = M . Žádná
funkce f ∈ R s M(f) 6= R ale nemá ani aditivńı ani multiplikativńı inverz.

Úloha 4.4.3 Hodnoty funkćı f − g a f + f−1 · g se patrně shoduj́ı a stejně tak i jejich
definičńı obory: M(f) ∩M(g) = M(f) ∩ (R ∩M(g)).

Úloha 4.4.5 |x| = (x · x)1/2.

Úloha 4.4.6 Je to prázdná funkce ∅.

Úloha 4.4.7 Ano, podle předešlé úlohy. Ale třeba i x1/2 + (−x− 1)1/2 = ∅.

Úloha 4.4.8 g = k−1 · f .

Úloha 4.4.10 Např́ıklad f(x) =
√

sin(πx) +
√
− sin(πx) a g(x) = 1

sin(π/x)
, kde π je

kπ a x je idR.

Úloha 4.4.11 Pro a > 0 máme vyjádřeńı ax = exp(x log a). Pro b ∈ N máme vyjádřeńı
xb = x · x · . . . · x | [0,+∞) (s pomoćı tvrzeńı 4.4.9). Pro b = 0 máme vyjádřeńı
x0 = k1 | (0,+∞) (s pomoćı tvrzeńı 4.4.9). Pro b ∈ Z s b < 0 a x > 0 máme vyjádřeńı
xb = exp(b log x). Pro 0x máme vyjádřeńı 0x = k0 | (0,+∞). Pro funkce xm, m ∈ Z, je
jejich vyjádřeńı z ostatńıch ZEF jasné.

Úloha 4.4.15 Např́ıklad arcsinx, |x| nebo arcsin(sinx).

Úloha 4.5.3 Necht’ p 6= k0 má kanonický tvar
∑n
j=0 ajx

j . Indukćı podle deg p = n
dokážeme, že |Z(p)| ≤ n. Pro n = 0 to plat́ı, pak p = ka0 s a0 6= 0 a p nemá nulový bod.
Necht’ n > 0. Pokud p nemá nulový bod, nerovnost plat́ı. Necht’ p(a) = 0, a ∈ R. Pak p
(v kanonickém tvaru) vyděĺıme polynomem x− a = idR − ka se zbytkem a dostaneme
vyjádřeńı p = (x−a)q s nějakým polynomem q stupně n−1. Pro každé b 6= a s p(b) = 0
je q(b) = 0. Indukćı tak |Z(p)| = 1 + |Z(p) \ {a}| ≤ 1 + |Z(q)| ≤ 1 + (n− 1) = n.

Úloha 4.5.4 Dı́ky tvrzeńı 4.4.2 zbývá dokázat jen existenci aditivńıch inverz̊u a de-
finičńı vlastnost oboru integrity. Inverzy existuj́ı d́ıky úloze 4.4.8 a tomu, že každý
polynom má definičńı obor R. Nenulovost součinu dvou nenulových polynomů plyne
z vynásobeńı jejich kanonických tvar̊u.

Úloha 4.5.8 Reflexivita a symetrie relace∼ jsou zřejmé. Dokážeme tranzitivitu. Necht’

r ∼ s a s ∼ t. Uváž́ıme kanonické tvary těchto rac. funkćı: r = a
b
, s = c

d
a t = e

f
. Podle

předpokladu r = s na M(r) ∩M(s) = R \ Z(bd) a s = t na R \ Z(df). Takže r = t na
R \ (Z(bd)∪Z(df)) = (R \Z(bf)) \Z(d) = (M(r)∩M(t)) \Z(d). Dı́ky spojitosti r a t
v každém bodu x ∈M(r) ∩M(t) ∩ Z(d) se r a t rovnaj́ı i na M(r) ∩M(t) a r ∼ t.

Úloha 4.5.9 Necht’ r, s, t, r′, s′ ∈ RAC \ {∅}. Neńı těžké vidět (pomoćı spojitosti
rac. funkćı), že z r ∼ r′ a s ∼ s′ plyne i r + s ∼ r′ + s′ a r · s ∼ r′ · s′. Můžeme tak
mezi sebou sč́ıtat a násobit celé ekvivalenčńı bloky. Komutativita a asociativita sč́ıtáńı
a násobeńı a distributivńı zákon v R(x) plynou hned z aritmetiky v R. Pro existenci
inverz̊u potřebujeme právě ekvivalenčńı bloky. K [r]∼ = [p/q]∼ je aditivńım inverzem
[(−p)/q]∼, jejich součet je [k0/q]∼ = [k0]∼. Podobně k [r]∼ = [p/q]∼ 6= [k0]∼ (tedy
p 6= k0) je aditivńım inverzem [q/p]∼, jejich součin je [pq/qp]∼ = [k1]∼.

Úloha 4.5.11 Protože na RAC relace ∼ neńı relaćı ekvivalence.
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Úloha 5.1.1 Necht’ b ∈ L−(M). Z pr̊uniku P−(b, 1/n)∩M pro každé n ∈ N vybereme
bod an a dostaneme hledanou posloupnost (an). Když b 6∈ L−(M), pak pro nějaké ε
je P−(b, ε)∩M = ∅ a požadovaná posloupnost neexistuje. Pro L+(M) argumentujeme
podobně.

Úloha 5.1.2 Prvńı dvě implikace plynou z toho, že jednostranné prstencové okoĺı je
obsažené v oboustranném. Třet́ı implikaci dokážeme. Necht’ b je limitńı bod množiny
M . Existuje tedy taková posloupnost (an) ⊂ M \ {b}, že lim an = b. Ta má takovou
podposloupnost (amn), že amn > b pro každé n nebo amn < b pro každé n. Tedy b je
pravým nebo levým limitńım bodem množiny M . 4. Např. 0 je limitńı bod množiny
[0, 1), ale neńı jej́ım levým limitńım bodem.

Úloha 5.1.3 Je to např́ıklad množina N ⊂ R.

Úloha 5.1.4 Viz řešeńı úlohy 4.2.4.

Úloha 5.1.6 1. Zde je a limitńı bod množinyM , takže, jak v́ıme, je jej́ı levý nebo pravý
limitńı bod. 2. Toto plyne z inkluze P (a, δ) ⊂ P−(a, δ′)∪P+(a, δ′′), δ = min({δ′, δ′′}).
3. Kdyby limx→a f(x) = A, stač́ı vźıt tak malé ε, že U(A, ε) a U(K, ε), či U(A, ε)
a U(L, ε), jsou disjunktńı a dostaneme spor.

Úloha 5.1.8 Důkaz je podobný d̊ukazu tvrzeńı 4.2.9.

Úloha 5.1.10 Důkaz je podobný d̊ukazu věty 4.2.12.

Úloha 5.1.12 To plyne z rovnosti obraz̊u f [P±(b, δ)] = (f | I±(b))[P (b, δ)].

Úloha 5.2.2 Právě když existuje posloupnost (bn) ⊂M(f), že lim bn = b, ale lim f(bn)
neexistuje nebo se nerovná f(b). Nebo, podle úlohy 5.2.9, právě když existuje posloup-
nost (bn) ⊂M(f) s lim bn = b, která má limitu lǐśıćı se od f(b).

Úloha 5.2.3 Řešeńı nerovnosti |x − b| < δ, resp. |f(x) − f(b)| < ε, je právě U(b, δ),
resp. U(f(b), ε). Neostré nerovnosti jsou ekvivalentńı, stač́ı trochu zmenšit δ či ε.

Úloha 5.2.5 Pokud b ∈ M \ L(M), existuje δ, že U(b, δ) ∩ M(f) = {b}. Jediné
posloupnosti v M(f) limit́ıćı k b pak jsou eventuálně konstantńı posloupnosti (an)
s an = b pro n ≥ n0. Pak ale lim f(an) = f(b), což souhlaśı s t́ım, že f je (triviálně
nebo podle tvrzeńı 5.2.8) v takovém bodu b vždy spojitá.

Úloha 5.2.6 Když b ∈ M je izolovaný, neńı limitńı a existuje ε, že M ∩ P (b, ε) = ∅.
Pak M ∩ U(b, ε) = {b}. Když b ∈ M neńı izolovaný, je limitńı a pro každé ε je
M ∩ P (b, ε) 6= ∅. Tedy pro každé ε je M ∩ U(b, ε) 6= {b}.

Úloha 5.2.7 To hned plyne z definice izolovaného bodu.

Úloha 5.2.9 To plyne hned z Heineho definice spojitosti funkce v bodu a z části 3
věty 2.2.5.

Úloha 5.2.10 Necht’ f je spojitá v b ∈M(f) a je dáno ε. Pak existuje δ, že f [U(b, δ)] ⊂
U(f(b), ε). Tedy f [U−(b, δ)] ⊂ U(f(b), ε) i f [U+(b, δ)] ⊂ U(f(b), ε), protože U−(b, δ)
i U+(b, δ) je obsažené v U(b, δ). Takže f je spojitá v b zleva i zprava.

Necht’ f je spojitá v b ∈ M(f) zleva i zprava a je dáno ε. Pak existuj́ı δ′ a δ′′,
že f [U−(b, δ′)] ⊂ U(f(b), ε) a f [U+(b, δ′)] ⊂ U(f(b), ε). Polož́ıme δ = min({δ′, δ′′}).
Dostaneme, že f [U(b, δ)] ⊂ U(f(b), ε), protože U(b, δ) ⊂ U−(b, δ′) ∪ U+(b, δ′′). Takže
f je spojitá v b.
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Úloha 5.2.12 Každé č́ıslo v M je kladné, protože x je iracionálńı. V U(x, 1), což je
interval délky 2, lež́ı jen konečně mnoho zlomk̊u se shora omezeným jmenovatelem,
takže M je konečná množina. V U(x, 1) ale také lež́ı alespoň jedno celé č́ıslo, takže
M 6= ∅.

Úloha 5.3.2 Necht’ f ∈ F(M). Pro b ∈ L−(M) a f nerostoućı na P−(b, δ) nahrad́ıme
supremum infimem. Pro b ∈ L+(M) a f neklesaj́ıćı (resp. nerostoućı) na P+(b, δ)
vezmeme infimum (resp. supremum). Pro +∞ ∈ L(M) a f nerostoućı na U(+∞, δ)
nahrad́ıme supremum infimem. Pro −∞ ∈ L(M) a f neklesaj́ıćı (resp. nerostoućı) na
U(−∞, δ) vezmeme infimum (resp. supremum).

Úloha 5.3.4 M(f/g) = M(f) ∩M(g) \ Z(g) a existuje δ, že Z(g) ∩ U(A, δ) = ∅.

Úloha 5.3.5 Je to speciálńı př́ıpad třet́ı části věty s f = k1, kdy f/g = 1/g.

Úloha 5.3.8 1. Předešlý d̊ukaz věty se snadno uprav́ı, pro K < L existuje ε a reálná
č́ısla a, b, že U(K, ε) < {a} < {b} < U(L, ε). 2. Opět jen obměněná implikace.

Úloha 5.3.10 Jen se přidá jednostrannost limit. Důkazy jsou redukce pomoćı tvr-
zeńı 5.1.13 na obyčejné limity.

Úloha 5.4.3 Necht’ (an) ⊂M\{A}má lim an = A a je dáno ε. Podle předpoklad̊u exis-
tuje δ′, že f [P (K, δ′)] ⊂ U(L, ε), a existuje δ, že g[P (A, δ)] ⊂ U(K, δ′). Pak pro velké n
je g(an) ∈ U(K, δ). Plat́ı-li podmı́nka 1, pro stejné n je i f(g(an)) ∈ U(L, ε) — př́ıpadné
hodnoty g(an) = K funkce f pośılá na f(K) = L ∈ U(L, ε). Tedy lim f(g)(an) = L
a podle Heineho definice limity funkce se limx→A f(g)(x) = L. Plat́ı-li podmı́nka 2, pro
velké n je dokonce g(an) ∈ P (K, δ). Pro stejné n je i f(g)(an) ∈ U(L, ε) a podle He-
ineho definice limity funkce zase limx→A f(g)(x) = L. Př́ıpad, že ani jedna podmı́nka
neplat́ı jsme vyřešili pomoćı Heineho definice limity funkce už v p̊uvodńım d̊ukazu.

Úloha 5.4.6 Použijeme větu 5.4.1 s vněǰśı funkćı 1/x, vnitřńı funkćı g, A = A a K =
B. Ted’ je vzhledem ke spojitosti 1/x splněna prvńı podmı́nka.

Úloha 5.5.2 V [8] se (asi) N = {0, 1, 2, . . . }. Neńı těžké vidět, že g = O(f) podle této
definice, právě když g = O(f + 1) (na N0) podle definice 5.5.1.

Úloha 5.5.3 1. Ano. 2. Ne (problém u 0). 3. Ne (problém u ±∞). 4. Ano. 5. Ne
(problém u 0). 6. Ano.

Úloha 5.5.5 1. Ano. 2. Ano. 3. Ne. 4. Ne. 5. Ano. 6. Ano.

Úloha 5.5.6 Pro k ∈ N s k ≤ x se počet dvojic (m,n) ∈ N2 s mn = k rovná τ(k).

Úloha 5.5.7 Protože pro n = 1 se n logn = 0.

Úloha 6.1.2 Použijeme tvrzeńı 5.2.8, každý bod definičńıho oboru je izolovaný.

Úloha 6.1.3 Plyne to z toho, že pro každé x ∈ R, δ a ε je ka[U(x, δ)] = {a} ⊂
U(ka(x), ε) = U(a, ε).

Úloha 6.1.4 Zde pro každé a ∈ R a dané ε stač́ı vźıt δ = ε, protože x[U(a, δ)] =
U(a, δ).

Úloha 6.1.6 Necht’ N je hustá v M & a ∈ M . Pro každé n vezmeme bod bn v N ∩
U(a, 1/n) a dostaneme posloupnost (bn) ⊂ N s lim bn = a. Když (bn) ⊂ N má
lim bn = a ∈M , pak pro každé δ je bn ∈ U(a, δ) pro každé velké n.
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Úloha 6.1.7 Ukážeme, že pro každá dvě reálná č́ısla a < b interval (a, b) obsahuje
zlomek α i iracionálńı č́ıslo β. Vezmeme α = m

n
pro nějaké m ∈ Z a tak velké n ∈ N,

že 1
n
< b− a. Podobně vezmeme β = m

√
2

n
pro nějaké m ∈ Z \ {0} a tak velké n ∈ N,

že 2
√
2

n
< b− a.

Úloha 6.1.8 Necht’ 0 ≤ a < b ≤ 1 a n ∈ N je největš́ı č́ıslo, že 1
n
≥ a+b

2
. Pak netriviálńı

interval (max({a, 1
n+1
}), a+b

2
) je obsažený v (a, b) a je disjunktńı s N .

Úloha 6.2.2 Funkce s je na N, protože každé přirozené č́ıslo je součin lichého č́ısla
a mocniny dvou. Tato vyjádřeńı jsou jednoznačná: když (2k− 1)2l−1 = (2m− 1)2n−1,
pak l = n (jinak by 2 dělila liché č́ıslo), tedy i k = m a s je prostá.

Úloha 6.2.4 Podle úlohy 6.1.2 jsou konstanty spojité. Z ka = kb plyne, že a = b.

Úloha 6.2.5 Injekce z R do C(M) je opět dána konstantńımi funkcemi. Injekci z C(M)
do R definujeme jako pro M = R, pouze mı́sto Q vezmeme nějakou nejvýše spočetnou
množinu N ⊂ M hustou v M a obor hodnot N funkce r a prvńı složku N definičńıho
oboru funkce s př́ıpadně nahrad́ıme neprázdným konečným počátečńım úsekem N.

Úloha 6.3.2 Necht’ a < c < b s a, c ∈ f [I]. Pak podle věty je i c ∈ f [I]. Tedy f [I] je
interval.

Úloha 6.3.4 Stač́ı dokázat, že pro každé dvě spojité funkce f, g : [0, 1]→ R splňuj́ıćı
f(0) = g(1) = 0 a f(1) = g(0) = 1 existuje t ∈ (0, 1), že f(t) = g(t). Vezmeme spojitou
funkci h = f − g : [0, 1]→ R a použijeme větu o nabýváńı mezihodnot.

Úloha 6.4.2 Pro každé x ∈ [0, 1) a každé y ∈ (x, 1) plat́ı, že f(y) > f(x) a g(y) > g(x).

Úloha 6.4.4 Věta 6.4.3 ⇒ věta 6.4.1, jak hned uvid́ıme, kompaktńı množina je ome-
zená a uzavřená, takže má minimum i maximum.

Úloha 6.4.5 1. Zřejmé z definice. 2. Necht’ Aj ⊂ R, j ∈ J , jsou otevřené množiny a b
je v

⋃
j∈J Aj =: A. Pak existuje j0 ∈ J , že b ∈ Aj0 . Tedy existuje δ, že U(b, δ) ⊂ Aj0 .

Pak ale i U(b, δ) ⊂ A a A je otevřená množina. 3. Necht’ A1, . . . , An jsou otevřené
množiny a b ∈

⋂n
j=1Aj =: A. Podle předpokladu existuj́ı č́ısla δj , že U(b, δj) ⊂ Aj pro

každé j = 1, . . . , n. Pro δ := min({δ1, . . . , δn}) je U(b, δ) ⊂ A a A je otevřená množina.
4. To plyne pomoćı de Morganova vztahu, že pr̊unik doplňk̊u je doplněk sjednoceńı.
5. Opět pomoćı de Morganova vztahu.

Úloha 6.4.9 Je to uzavřená množina, protože je pr̊unikem uzavřených množin. Je
nespočetná, protože to je množina těch bod̊u z [0, 1], jejichž rozvoj se základem 3 má
cifry jenom 0 a 2. Má

”
délku“ 0, protože 1− 1

3
− 2

9
− 4

27
− · · · = 0.

Úloha 6.4.11 [a, b]\P (c, δ) = [a, b]∩(R\((c−δ, c)∪(c, c+δ))), takže jde o uzavřenou
a omezenou množinu.

Úloha 6.5.1 Necht’ f : M → R je stejnoměrně spojitá, c ∈M a je dáno ε. Pro toto ε
vezmeme δ zaručené stejnoměrnou spojitost́ı. Pak jistě f [U(c, δ)] ⊂ U(f(c), ε), takže
f je spojitá v c.

Úloha 6.5.3 Necht’ an := 1
n

a bn := 2
π(2n−1)

. Pak lim(an−an+1) = lim(bn−bn+1) = 0,

ale pro každé n se f(an+1)− f(an) = 1 a f(bn+1)− f(bn) = 2.

Úloha 6.6.2 Plyne to z aritmetiky spojitosti, z definice polynomů a racionálńıch
funkćı a ze spojitosti konstant a identity.
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Úloha 6.6.4 V rozd́ılu an(x+ c)n − anxn použijeme binomickou větu, zruš́ıme anx
n

a vytkneme c. Trojúhelńıková nerovnost dává, že |an
∑n
i=1

(
n
i

)
ci−1xn−i| je nejvýše

|an|
∑n
i=1

(
n
i

)
|c|i−1|x|n−i. Č́ısla |c| i |x| nahrad́ıme alespoň tak velkým č́ıslem |x|+ |c|.

V n− 1-té mocnině ho vytkneme a součet binomických koeficient̊u je ≤ 2n.

Úloha 6.6.5 Stač́ı dokázat, že pro každé c > 0 se lim cn/n! = 0. Pro velké n je
nezáporná posloupnost (cn/n!) klesaj́ıćı, takže má limitu d ≥ 0 a existuje m, že d =
inf({cn/n! | n ≥ m}). Necht’ pro spor d > 0. Pak pro dostatečně velké n ≥ m je
d · (n+ 1)/c > cn/n!. Tedy d > cn+1/(n+ 1)!, což je spor, a d = 0.

Úloha 6.6.10 Funkce f daná jako f(x) = x na (0, 1) a s hodnotou f(2) = 1 je
spojitá a rostoućı, ale jej́ı inverz f−1 : (0, 1]→ (0, 1) ∪ {2} neńı spojitý v 1. Funkce f
s hodnotami f(0) = 1, f(n) = 1 − 1

n
pro n ∈ N má uzavřený definičńı obor N0 ⊂ R

a je prostá a spojitá, ale jej́ı inverz f−1 : {1− 1
n
| n ∈ N} ∪ {1} → N0 neńı spojitý v 1.

Úloha 6.6.11 log x je spojitý podle každé z část́ı 2–4 věty, arccosx a arcsinx podle
každé z část́ı 1, 2 a 4 a arctanx a arccotx podle každé z část́ı 2–4.

Úloha 7.1.2 Pomoćı d̊usledku 5.4.4.

Úloha 7.1.4 Je to vlastně instance tvrzeńı 5.1.7.

Úloha 7.1.5 Necht’ f ∈ F(M) a b ∈M ∩L±(M). Pak plat́ı ekvivalence, že f ′±(b) = L
⇐⇒ (f | I±(b))′(b) = L (shodná znaménka). Je to vlastně instance tvrzeńı 5.1.13.

Úloha 7.1.6 Prvńı tvrzeńı je zřejmé z definic. Č́ıslo 0 je limitńım bodem intervalu
(0, 1), neńı ale jeho OLB.

Úloha 7.1.8 Neńı, konce intervalu [0, 1] nejsou jeho oboustrannými limitńımi body.

Úloha 7.1.11 Patrně se sgn′−(0) = limx→0−
−1−0
x−0

= +∞. Podobně sgn′+(0) = +∞.

Podle části 2 úlohy 7.1.4 se sgn′(0) = +∞.

Úloha 7.1.12 Patrně se (|x|)′−(0) = limx→0−
−x−0
x−0

= −1 a podobně pro derivaci
zprava.

Úloha 7.1.14 Např́ıklad funkce sgnx má sgn′(0) = +∞ a přitom 0 neńı limitńım
bodem jej́ıho obrazu {−1, 0, 1}.

Úloha 7.1.15 Plyne to z faktu, že f je spojitá v b.

Úloha 7.1.16 Jednostranná derivace (
√
x)′−(0) neńı definovaná, protože 0 neńı levý

limitńı bod definičńıho oboru [0,+∞) odmocniny. Ostatńı jednostranné derivace se
rovnaj́ı obyčejným derivaćım.

Úloha 7.1.17 Pro každé x 6= b se kc(x)−kc(b)
x−b = 0

x−b = 0. Tedy k′c = k0.

Úloha 7.1.19 To přesně ř́ıká tvrzeńı 7.1.10.

Úloha 7.1.21 To je právě předpoklad, že an − bn = o(bn) (n→∞).

Úloha 7.2.2 To vyplývá z limity limx→b
f(x)−f(b)

x−b = f ′(b).

Úloha 7.2.3 Pro a > 0 tato rovnice je y = x/2
√
a +
√
a/2. V a = 0 funkce

√
x neńı

diferencovatelná.

Úloha 7.2.4 Naopak zřejmě každá dvojice (s, t) určuje jednoznačnou nesvislou př́ımku
y = sx+ t a tyto dvě korespondence jsou vzájemně inverzńı.
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Úloha 7.2.6 Řešeńı soustavy sa+ t = b, sa′+ t = b′ s danými a, a′, b, b′ a neznámými
s, t je jednoznačné a jeho složka s má uvedené vyjádřeńı.

Úloha 7.2.8 Necht’ př́ımka ` daná rovnićı y = sx + t je limitńı tečna ke Gf v bodu
(b, f(b)). Vezmeme libovolnou posloupnost (bn) ⊂ M(f) \ {b}, že bn → b. Necht’ je
př́ımka κ(bn, f(bn), b, f(b)) dána rovnićı y = snx + tn. Pak sn → s, tn → t a vždy
snb+ tn = f(b). Tedy f(b) = snb+ tn → sb+ t, sb+ t = f(b) a (b, f(b)) ∈ `.

Úloha 7.2.12 Necht’ b, M a f jsou, jak uvedeno. Podle Heineho definice limity funkce
a věty 2.2.5 můžeme vźıt posloupnost (an), která limit́ı k b z jedné strany a má limitu
lim f(an) 6= f(b). Pak už stač́ı vźıt libovolnou posloupnost (bn), která limit́ı k b z druhé
strany a pro kterou existuje lim f(bn).

Úloha 7.2.13 Necht’ jsou `n a ` dány rovnicemi y = snx + tn a y = sx + t. Podle
předpokladu plat́ı, že lim sn = s a lim tn = t. Ale c = sb + t a cn = snb + tn, takže
lim cn = lim(snb+ tn) = · · · = sb+ t = c.

Úloha 7.2.14 Necht’ dn je infimum těch ε, že yn−c
xn−b ∈ U(A, ε). Patrně můžeme

předpokládat, že vždy yn 6= c nebo že A = 0. Pak neńı těžké induktivně definovat
rostoućı posloupnost (mn) ⊂ N, že vždy

yn−umn
xn−zmn

∈ U(A, dn + 1
n

). T́ım jsme hotovi,

protože lim dn = 0.

Úloha 7.2.15 Vezmeme b = 0, M = R, f(x) = x2 sin(1/x) pro x 6= 0, f(b) =
f(0) = 0, xn = 2

(4n−1)π
a yn = 2

(4n−3)π
(n ∈ N). Pak f ′(0) = 0, ale sklon sečny

κ(xn, f(xn), yn, f(yn)) je
y2n+x2n
yn−xn � n−2 · n2, tedy ≥ c > 0 pro každé n.

Úloha 7.3.2 (sgn(x)−
√
x)′(0) = limx→0

1−
√
x

x
= 1

0+
= +∞.

Úloha 7.3.4 Patrně fg = gf .

Úloha 7.3.5 Snadno se vid́ı, že f ′(0) = +∞, g′(0) = −∞, (fg)(x) = −1 pro x 6= 0
a že (fg)(0) = − 1

4
. Tedy (fg)′−(0) = +∞, (fg)′+(0) = −∞ a (fg)′(0) neexistuje.

Úloha 7.3.7 Jen změńıme hodnotu f v 0 na f(0) = 1
2
. Pak f ′(0)g(0)−f(0)g′(0)

g(0)2
=

((+∞) · 1
2
− 1

2
· (−∞))/ 1

4
= +∞, ale (f/g)(x) = −1 pro x 6= 0 a (f/g)(0) = 1. Derivace

(f/g)′(0) opět neexistuje.

Úloha 7.4.2 Bez spojitosti g v b nemuśı vzorec (f(g))′(b) = f ′(g(b)) · g′(b) platit
v tom smyslu, že pravá strana může být definovaná, ale levá ne. Vezmeme f(x) = x2,
g(x) je modifikované znaménko s hodnotou g(0) = 1

2
a b = 0 (M = L(M) = R). Pak

f ′(g(b)) = (2x)( 1
2
) = 1, g′(b) = +∞ a pravá strana je 1 · (+∞) = +∞, ale f(g)(x) = 1

pro každé x 6= 0 a f(g)(0) = 1
4
, takže (f(g))′(b) neexistuje.

Úloha 7.4.4 Pak vzorec (f−1)′(c) = 1/f ′(f−1(c)) nemuśı platit, v tom smyslu, že
pravá strana může být definovaná, ale levá ne. Např́ıklad pro f(x) = x−1 na (−∞, 0),
f(0) = 0 a f(x) = x + 1 na (0,+∞), což je zproštěné znaménko, a c = 0, se pravá
strana rovná 1/f ′(f−1(c)) = 1/f ′(0) = 1/(+∞) = 0, ale levá neńı definovaná, protože
0 6∈ L(M(f−1)) = L((−∞,−1) ∪ {0} ∪ (1,+∞)).

Úloha 7.5.2 V prvńı nerovnost použijeme úpravu, že pro n = 0 se 1
c
(an(x+c)n−anxn)

rovná 0 a pro n ≥ 1 je an
∑n−1
j=0 (x+c)jxn−1−j . Pak n nahrad́ıme n+1. Ve druhé nerov-

nosti použijeme úpravu, že
∑n
j=0(x+ c)jxn−j − (n+ 1)xn = c

∑n
j=1

∑j
i=1

(
j
i

)
ci−1xn−i
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(Binomická věta), přičemž n ≥ 1. Pak použijeme ∆-ovou nerovnost a |c| i |x| na-
hrad́ıme alespoň tak velkou veličinou y = |c|+ |x|. Ve třet́ı nerovnosti vytkneme yn−1

a součet binomických koeficient̊u je ≤ 2j . Ve čtvrté nerovnosti je
∑n
j=1 2j ≤ 2n+1.

Úloha 7.5.4 1. Derivace (ax)′ = (exp((x log a))′ = · · · = ax · log a plyne z druhé části
věty 7.4.1, z d̊usledku 7.5.3 a z derivace (kc · idR)′ = kc. 2. Uvedená derivace plyne
pro b < 1 a x > 0 (nebot’ (xb)′(0) = +∞) zderivováńım funkce exp(b log x) s použit́ım
druhé části věty 7.4.1, d̊usledku 7.5.3, druhé části tvrzeńı 7.3.1, derivace logaritmu
a definice funkce xb. Když b > 1, ještě se snadno ověř́ı z definice, že (xb)′(0) = 0.
3. Toto plyne hned z definice funkce xb. 4. Toto plyne hned z definice funkce 0x. 5.
Použije se Leibniz̊uv vzorec, definice funkce xm a derivace id′R = k1. 6. Použije se
derivace k′1 = k0.

Úloha 7.5.5 Derivace funkce tanx = sin x
cos x

plyne z derivaćı (sinx)′ = cosx a (cosx)′ =
− sinx, z identity sin2 x+ cos2 x = k1 a z druhé části věty 7.3.6. Podobně pro cotx.

Úloha 7.5.6 Derivace funkce arkus sinus plyne z derivace (sinx)′ = cosx, ze vztahu
cos | (−π

2
, π
2

) =
√

1− (sin | (−π
2
, π
2

))2 a z d̊usledku 7.4.5. Podobně pro zbylé tři deri-
vace.

Úloha 7.5.7 Patrně f ′(x) = (2x sin(1/x)−cos(1/x))∪{(0, 0)} 6∈ C. Hodnota f ′(0) = 0
se dokáže z definice derivace.
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Rejstř́ık

Č́ısla stran ve skloněném fontu odkazuj́ı na výskyt definice pojmu, na d̊uležitou pasáž
a na větu s d̊ukazem.

AK řada, 46
konečná, 46
podřada, 46
součet, 46

Archimédés ze Syrakus, 13
aritmetická posloupnost, 37
aritmetika reálných č́ısel

jednička, 15
násobeńı, 15
nula, 15
sč́ıtáńı, 15
uspořádáńı, 15

arkus kosinus, 62
arkus kotangens, 62
arkus sinus, 62
arkus tangens, 62
axiom

extenzionality, 5
fundovanosti, 106
indukce, 13
výběru, 81

Bernstein, Felix, 81
Binomická věta, 31
Blumberg, Henry, 81
Bolzano, Bernard, 19

Cantor, Georg, 14
Cantorovo diskontinuum, 86
Cauchy, Augustin-Louis, 14, 35
celá část č́ısla

dolńı, 29
horńı, 29

celé č́ıslo, 11
č́ıslo π, 61

Dedekind, Richard, 14
≡, definičńı rovnost, 2
derivace funkce

D(f), 96
diferencovatelnost, 93
jako funkce, 96
v bodu, 93

zleva, 93
zprava, 93

Dirichlet, Peter L., 78
disjunkce, 2

ekvivalence, 2
Elementárńı funkce, EF, 63, 64, 62–64
Euler, Leonhard, 56
Eulerova konstanta (γ), 52
Eulerovo č́ıslo, e = 2.71 . . . , 59
exponenciála, expx, 58
extremálńı kombinatorika, 36

Fekete, Michael, 36
funkce, 7

argument, 7
bod maxima, 84
bod minima, 84
C, 80
C(M), 80
definičńı obor, 7
F(M), 56
hodnota, 7
identická, 8
inverzńı, 8
klesaj́ıćı, 83
klesaj́ıćı v bodě, 103
konstantńı, 8
M(f), 7
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monotónńı, 72
na (surjekce), 8
neklesaj́ıćı, 72
nerostoućı, 72
obor hodnot, 7
obraz množiny, 7
operace, 7
posloupnost, 7
prostá (injekce), 8
R, 56

identická, 63
pod́ıl, 62
rozd́ıl, 62
složenina, 62
součet, 62
součin, 62

restrikce
jiné funkce, 9
na množinu, 9

rostoućı, 83
rostoućı v bodě, 103
rozš́ı̌reńı, 9
shodnost, 7
slovo, 7
složená, 8
spojitá na množině, 80

jádro, 80
UC, 86
UC(M), 86
unárńı operace, 8
vněǰśı, 8
vnitřńı, 8
vzor množiny, 7
Z(f), 56

graf funkce, Gf , 96
sečna, 97

Hadamard, Jacques, 78
Hardy, Godfrey H., 34
harmonické č́ıslo (hn), 52
Harvey, David, 78
Heine, Eduard, 57
van der Hoeven, Joris, 78
hromadný bod posloupnosti, 44
Huxley, Martin N., 78

implikace, 2
infimum množiny, 11
interval, 28

I(a, b), 43
netriviálńı, 43
otevřený, 85

izolovaný bod množiny, 71

jednotková kružnice, 61

Karacuba, Anatolij A., 78
kartézský součin množin, 6
kompaktnost, 84
konjunkce, 2
konstanty, kc(x), 58
konvexńı množina v R, 43
kosinus, 61
kotangens, 62
Kuratowski, Kazimierz, 5
kvantifikátor

existenčńı, 3
obecný, 3

Leibniz, Gottfried W., 100
Leibniz̊uv vzorec, 100
liminf a limsup, 44
limita funkce, 56

a uspořádáńı, 74
aritmetika, 73
jednostranná, 69
jednoznačnost, 57
monotónńı, 73
složené, 75–76

limita posloupnosti, 29
aritmetika, 38–40
n
√
n→ 1, 32

netriviálńı, 31
nevlastńı, 29
rekurentńı, 41
3
√
n−
√
n→ −∞, 30

triviálńı, 31
uspořádáńı, 42
vlastńı, 29

limitńı bod, 56
levý, 68
L(M), 56
L±(M), 69
L−(M), 69
L+(M), 69
OLB, 69
pravý, 68

lineárńı uspořádáńı, 10
logaritmus, 59
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Matoušek, Jǐŕı, iv
maximum funkce

globálńı, 84
lokálńı, 84
ostré, 84

maximum množiny, 10
minimum funkce

globálńı, 84
lokálńı, 84
ostré, 84

minimum množiny, 10
množina

dědičně konečná, 4
hustá, 80
kompaktńı, 84
konečná, 20
nejvýše spočetná, 20
nekonečná, 20
nespočetná, 20
omezená, 86
otevřená, 84
počet prvk̊u, 5
prázdná, 3
prvek (∈, 6∈), 3
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pravé, 68
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racionálńı č́ıslo (zlomek), 11
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reálné č́ıslo (Cantorovo), 15
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obměna, 38
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věta
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dva strážńıci, 43
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