1. prfednaska 11. Fijna 2007.

Budu prednéset podle knihy D. A. Marcus, Number Fields, Springer 1977. Pro-
bereme zhruba prvnich 5 kapitol (Ch. 1: A special case of Fermat’s conjecture,
Ch. 2: Number fields and number rings, Ch. 3: Prime decomposition in number
rings, Ch. 4: Galois theory applied to prime decomposition, Ch. 5: The ideal
class group and the unit group).

2. prednaska 18. Fijna 2007. Opakovani komutativni algebry podle
apendixu 1.

okruh: komutativni s 1, téleso: rovnéz komutativni, obor (integrity): okruh bez
déliteld nuly (ab=0=a=0Vb=0).

I C R je idedl v okruhu R: aditivni podgrupa uzaviena na vsechny nasobky
(a,beI,r € R=a—b,ra €I). Proidedl I mame faktorokruh R/I na t¥idach
kongruence a =bmod I < a—bel.

SEéitani a nasobeni idealt: pro idedly I a J seidedl I+J = {a+b|a € I,be€ J},
resp. idedl IJ = {a1b1 +asba + ...+ agbi | a; € I,b; € J} nazyva souctem, resp.
soucinem idedlt I a J. Podobné pro vice ideali.

Druhy idedlt I: trividlni (I = {0} a I = R), hlavni (I = (a) = {ra | r € R},
tj. I je generovany jedinym prvkem a € R), mazimdlni (I # Ral C J= J=
IV J=R)a prvoidedly (abe I =acIVbel).

e [ je maximalni <= R/I je téleso.
e ] je prvoidedl <= R/I je obor integrity.

Kazdy maximalni ideél je tedy prvoideal. Jak uvidime, v oborech hlavnich idedl
to plati i naopak. Kazdy ideal rizny od R je obsazeny v maximalnim idedlu
(podle Zornova lemmatu, tj. axiomu vybéru, protoze sjednoceni fetézce ideal
je ideal).

Idealy I a J jsou nesoudélné, kdyz I+ J = R. Lehce se ukaze, Ze pro nesoudélné
idedly I a J mame I NJ = IJ a totéz plati pro vice po dvou nesoudélnych
idedlt. Cinskd véta o zbytku v okruhu Z ¥ka, Ze pro m = mimsy...my, kde
m; € N jsou po dvou nesoud€lna ¢isla, je zobrazeni

a mod m +— (a mod my,...,a mod myg)

izomorfismem okruht Z,, a Z,,, X ... X Z,,, (hlavni vysledek je surjektivita,
ostatni je jasné). Pro obecny okruh R méme néasledujici zobecnéni.

o Cinskd véta o zbytku pro idedly: Jsou-li I, ..., I} po dvou nesoudélné ide-
aly vokruhu Ra J=6L1s... Iy =1 N1aN...N I, je zobrazeni

amod J — (amod I,...,a mod I})

izomorfismem okruhit R/J a R/I; X ... x R/I}.



Ukazme surjektivitu v pripadé k = 2. Protoze I; + I, = R, mame a1 + as = 1
pro néjaké a; € I;. Pro dané r1,ro € R pak prvek r = rjas + rea; spliuje
r=rymod; ar = ry; mod Is. Pro k > 2 se postupuje indukci zalozenou na
tom, ze kdyz je I nesoudé€lny s kazdym idedlem Ji,...,J,, pak je I nesoudélny
ileﬂJgﬂ...ﬁJk.

Rekneme, Ze obor R je obor hlavnich idedli (OHI), kdyz je kazdy ideal v R
hlavni.

e V OHI je kazdy prvoideal maximalni.

Vskutku, kdyz I C J a I je prvoidedl, mdme I = (a) a J = (b) pro né&jaké
a,b € R. Tedy a = bc pro néjaké c € Rabe IVce I Prvni pfipad dava I = J
a druhy ¢ = ad pro néjaké d € R. Pak a = bad a 1 = bd (jsme v oboru integrity,
miZzeme kratit), b je jednotka a J = R. Je$té jednoduseji se ukaze, ze

e V OHI je kazdy idedl generovany ireducibilnim prvkem maximalni a tedy
prvoideal.

Déli-li tedy ireducibilni prvek souc¢in nékolika prvkt, musi délit jeden z nich.
Konecné

e Kazdy OHI je noetherovsky, tj. kazdy fetézec idedld Iy C I C I3 C ... se
od néjakého indexu j dal stabilizuje, I; = [;41 = ---.

Staci se podivat na sjednoceni I = I; Uy U.. ., coz je idedl generovany néjakym
prvkem a. Protoze a € I; pro néjaké j, od indexu j dél se idedly I; rovnaji I.

Rekneme, Ze obor R je obor s jednoznacnymi (ireducibilnimi) rozklady (OJR),
kdyz kazdy prvek a v R, ktery neni jednotka, mé rozklad na soucin ireducibilnich
prvki a jsou-li

a:blbg...bk = C1C2...(C]

dva takové rozklady na soucin ireducibilnich prvki, potom k& =1 a pro néjakou
permutaci 7 ¢isel 1,2,...,k pro kazdé i = 1,2,...,k mame rovnost b;e; =
Cr(i), kde e; je jednotka. (Pfipomenime si, ze jednotky, tj. invertibilni prvky v
R, tvori multiplikativni podgrupu a ze a € R je ireducibilni, kdyz v kazdém
multiplikativnim rozkladu a = be je b nebo ¢ jednotka.)

e Rje OHI = R je OJR.

Dokazme nejprve existenci a pak jednoznacnost ireducibilnich rozklada v R.
Kdyby prvek a nemél rozklad na soucin ireducibilnich prvka, mohli bychom
sestrojit takovou nekone¢nou posloupnost prvkt a; = a,asg,as, .. ., ze vzdy a;41
déli a;, ale ne naopak. Idealy I; = (a;) by pak tvofily ostfe rostouci fetézec I ;
Iy ; I3 g ..., ktery ale neexistuje, protoze R je noetherovsky (viz vyse), spor.
Necht @ = b1by...by, = cica... ¢ jsou dva rozklady na souciny ireducibilnich
prvki. Protoze by déli soucin cics...c¢, musi b; délit néjaky prvek Cr(1) (viz
vyse) a mame bie; = cr(1), kde e; je jednotka. Prvky bie; a cr(1) z rovnosti
zkratime a podobné pokracujeme dale. Po k krocich dostaneme rovnost 1 = 1.



Tudiz b;e; = cq(;) pro kazdé ¢ = 1,2,...,k = | pro n&jakou permutaci 7 a
jednotky e;.

Rekneme, Ze obor R je euklidovsky, kdy# existuje takové zobrazeni n : R — Ny,
ze pro kazdé dva prvky a,b € R, b # 0 existuji prvky ¢,d € R tak, ze a = bc+ d
a d = 0 nebo n(d) < n(b).

e R je euklidovsky = R je OHI a tedy i OJR.

Sta¢i uvazit b € I s nejmensi hodnotou n(b). Prvek b musi délit kazdy prvek a v
I a I = (b). Pfiklady euklidovskych obori jsou okruhy Z, F[z| (kde F je téleso)
a Z[i].

Jednoduché postacujici podminka existence ireducibilnich rozkladu je tato.

o Necht existuje zobrazenin : R\{0} — N, které je multiplikativni (n(ab) =
n(a)n(b)) a splituje implikaci n(a) = 1 = a je jednotka (opa¢nd implikace
plyne z multiplikativity). Pak kazdy prvek v oboru R, ktery neni jednotka,
ma rozklad na soucin ireducibilnich prvki.

Dokéaze se to lehce indukci podle hodnoty n(a). Piikladem takovych R jsou
obory R = Z[\/d], kde d € Z neni ¢tverec. Polozime

n(a +bvVd) = |(a + bVd)(a — bVd)| = |a® — db?|.

Zobrazeni n(-) ma patrné obé vlastnosti, takze v kazdém oboru Z[v/d] existuj
ireducibilni rozklady. Klasicky piiklad 6 = 2-3 = (1++/=5)(1—+v/=5) v Z[v/—5]
ale ukazuje, ze vzdy nejsou jednozna¢né. Pomoci zobrazeni n(a + by/—5) =
a® + 5b? se snadno ukaze, Ze prvky 2,3,1+ /=5 a 1 — /=5 jsou ireducibilni v
Z[V/-5], ale 2 se z 1 + /=5 ani z 1 — /=5 nedostane vynasobenim jednotkou
(a totéz plati pro 3). Prvek 6 ma v Z[\/—5] dva podstatné odligné ireducibilni
rozklady. Okruh Z[/=5] tedy neni OJR a tim spie neni OHI a ani euklidovsky.

Necht F' C G jsou télesa a o € G je algebraicky nad F' (tj. p(a) = 0 pro né&jaky
nenulovy polynom p € F[z]).

e Pak okruh Fla] = {q(a) | ¢ € Flz]} C G je t&leso, to jest Fla] = F(a) =
{¢(a) | g € F(z)} CG.

Méame totiz izomorfismus F[a] = F[z]/I, kde I je ideal polynomt v F[z] anu-
lujicich se na «. I je zfejmé prvoidedl a tedy je maximdlni (F[z] je euklidovsky
obor a tedy OHI). Takze Fx]/I je téleso.

Fisensteinovo kritérium pravi, ze celociselny polynom, jehoz vSechny koeficienty
kromé vedouciho jsou délitelné néjakym prvocislem, jehoz ¢tverec ale nedéli kon-
stantni koeficient, je nutné ireducibilni v Z[z]. V okruzich mame toto zobecnéni.

e FEisensteinovo kritérium pro polynomy v R[z]. Necht M je maxim&ln{ idedl
v okruhu R a koeficienty polynomu p(x) = anz™ + ... + a12 + ag z R[z]
spliwji, Ze a,, € M, a; € M proi <n a ag ¢ M? = MM. Potom je p(z)
ireducibilni v R]x].



3. prednaska 25. Fijna 2007. Opakovani Galoisovy teorie podtéles C
podle apendixu 2.

K otazkam z minulé prednasky. Okruh mocninnych fad

Cllz]] = {2050 anz™ | an € C}

je OJR a noetherovsky (S. Lang, Algebra, Springer 2002, 3. vydani, Véty 9.3 a
9.4 v kapitole IV). Okruh ,polynomi“ s racionalnimi exponenty

Clz?, ¢ € Q,q>0]

nemé ireducibilni rozklady (a neni tedy noetherovsky): je v ném nekoneény
fetézec vlastnich délitelnosti z/2|z, z/3|x/2, /4|23, atd.

Pro télesa K a L znaceni K C L znamend, ze K je podtéleso L, mluvime o
rozsirent téles. Rozsiteni téles K C L je konecné, kdyz ma L jako vektorovy
prostor nad K kone¢nou dimenzi. Tuto dimenzi oznac¢ujeme [L : K] a nazyvame
stupens L nad K. Rozsiteni K C L je algebraicke, kdyz je kazdy prvek L alge-
braicky nad K. Konecné rozsifeni je algebraické a rozsifeni K C KJa], kde o
je algebraicky nad K, je kone¢né. Pro podtélesa K C C dokézeme, ze kazdé
kone¢né rozsifeni K je tvaru K|[a]. Pro fetézce rozsifeni mame multiplikativni
vztah mezi jednotlivymi stupni:

e KCLCM=[M:K]=[M:L|[L: K], jakmile je jedna strana rovnice
definovand (tj. rozsiteni K C M je konetné nebo obé rozsifeni K C L a
L C M jsou konec¢nd).

Snadno se totiz ovéri, ze baze B pro L nad K a baze C pro M nad L davaji bazi
{bc | b€ B,c € C} pro M nad K. Diky této rovnici odvodime, ze algebraické
prvky tvori podtéleso.

e Pro prvky «, B z L algebraické nad K, kde K C L, jsouiprvky a+j3, a0 a
a/ [ algebraické nad K. Prvky L algebraické nad K tvoii podtéleso télesa
L.

Skute¢ns, K C K[a] a K[a] C (K[o])[0] = K|«, 0] jsou kone¢nd rozsifeni, takze
i rozsifeni K C K|, (] je konecné a tedy algebraické. (Algebrai¢nost podilu 1/5
se pro algebraicky prvek 8 # 0 dokéze p¥imo.)

Pokud K C L a prvek a z L je algebraicky nad K, médme K|o] & K[z]/I, kde
I je idedl polynomi z K|[z]| anulujicich se na «. Protoze K[x] je euklidovsky a
tedy OHI, je I generovany jedinym monickym polynomem p(x), ktery se nazyva
minimdlni polynom a nad K.

e Ekvivalentni definice: p € K[z] je minimalni polynom o nad K <= p
je monicky polynom s nejmensim stupném splitujici p(a) = 0 <= p je
monicky ireducibilni polynom spliiujici p(«) = 0.



Minimalni polynom je uréeny jednoznac¢né. Posledni definice ukazuje, Ze p je mi-
nimalni polynom kazdého svého korene. Ma-li K nulovou charakteristiku, ma mi-
nimélni polynom jakoZzto ireducibilni polynom pouze jednoduché koteny. (Necht
mé p z K[z] ndsobny kofen «. Derivace p’ je nenulovy polynom se stupném o
1 mensim neZ p—to pro nenulovou charakteristiku mize selhat—a p'(a) = 0.
Minimalni polynom « ma tedy mensi stupeii nez polynom p a déli ho, takze p
je reducibilni.) Necht je o algebraicky nad K, pak jeho stuperi nad K, degy («),
je stupen jeho minimalniho polynomu nad K. Nasledujici rovnost je jasna.

e Kdyz je « algebraicky nad K, pak degy (o) = [Ko] : K].

V dalsim pracujeme pro jednoduchost jen s télesy obsaZenymi v télese komplex-
nich cisel C.

Tedy Q C K C C pro kazdé uvazované téleso K, které je proto nekonecné
a mé nulovou charakteristiku. Kazdy minimélni polynom ma také jednoduché
kofeny. Pokud K C L je kone¢né rozsifeni (L C C) a @ € L ma nad K minim4ln{
polynom p(x), nazveme kofeny p(x) (lezi v C) pruky konjugovanymi s o neboli
konjugdty a nad K. Jak vime, p(x) je minimélni polynom kazdého svého kofene,
takZe jeho kofeny jsou vzajemné konjugované.

Vnotenitélesa K do C je injektivni homomorfismus téles 7 : K — C. Pt¥ikladem
vnofeni je kazdé identické zobrazeni (mame K C C), komplexni konjugace a +
bi — a — bi na K = Q[i] nebo zobrazeni 7 : K = Q[2Y/3] — C definované
pomoci

a+b2Y3 4 223 5 a + bw2? + w23 abce Q, w= exp(2mi/3).

Vnofeni 7 tedy nahrazuje prvek 2'/3 konjugitem w2'/?, minimalni polynom
2173 nad Q je 2% — 2 = (z — 2V/3)(z — w2'/3)(x — W?2'/3). Viimnéte si, ze v
prvnich dvou pfikladech jde o automorfismy, K se zobrazuje na K. Ve tfetim
piikladu 7 automorfismem neni, K C R ale 7(K) ¢ R.

e Necht K C L je konecné rozsiteni. Pak kazdé vnoreni K do C m4& presné
n = [L : K] rtznych rozsifeni na vnofeni L do C. Specidlng, (i) L ma
presné n vnofeni do C, kterd jsou identickd na K, a (ii) kdyz [K : Q] = n,
pak ma K presné n vnoreni do C.

Dusledek (i) je jasny, (ii) plyne z toho, Ze kazdé vnofeni do C je nutné identické
na Q. Dukaz postupuje indukci podle stupné n. Staci se omezit na ptipad L =
K[a], kde « je algebraicky nad K stupné n. Necht p € Klz] je minimdlni
polynom « nad K, o0 : K — C je dané vnofeni a 7: L — C je jeho rozsifeni.
Aplikace 7 na identitu p(«) = 0 ukazuje, Zze 8 = 7(«) je kofenem polynomu
q(z) = op(x) € o(K)[z], ktery vznikne aplikaci o na koeficienty p. Polynom ¢
ma stupenl n a je ireducibilni, mé tedy n rtznych jednoduchych kotent. Pro 7
tak mame piesné n moznosti, protoze 7 je jednoznacné urcéeno hodnotami na
K, jez se shoduji se o, a hodnotou na «, coz je jeden z n kofenti polynomu gq.

Konjugaty a vnofeni spolu tzce souviseji:



e Uvazme konecné rozsiteni K C L = K|[«]. Konjugéty prvku « nad K jsou
pfesné jeho obrazy o(a) ve vnofenich o : L — C bodové fixujicich K.

Vskutku, kdyZ o aplikujeme na identitu p(a) = 0, kde p € K[z] je minimalni
polynom «, dostaneme identitu p(o(a)) = 0, takze o(a) je konjugat prvku a.
Naopak, necht § je konjugét «. Zobrazeni o : K[a] — C definované pomoci
r(a) — r(8), kde r € K]x], je injektivni homomorfismus, ktery je identicky
na K a posild « na . Korektnost definice homomorfismu o (prvky K[a] maji
mnoho vyjadfen{ ve tvaru r(a)) a jeho injektivita plynou z faktu, ze pro kazdé
dva polynomy r,s z K|z] plati r(a) = s(a) <= r(8) = s(8), nebot idedly
polynomt v K[x] anulujicich se na «, resp. na [, splyvaji, jsou oba generované
minimalnim polynomem a.

Nyni dokazeme, Ze kazdé konecéné rozsifeni podtélesa C vznikne adjunkci jedi-
ného prvku. Plati to obecnéji pro télesa s nulovou charakteristikou.

e Kazdé kone¢né rozsifeni K C L podtéles C je tvaru L = K|[a] pro vhodny
prvek a z L. Téleso L mé tedy nad K bazi {1,a,a?,...,a" 1}, kde n =
[L: K].

Opét indukce podle stupné n. Stadi se omezit na piipad L = (Klo])[f] =
Kla, B]. UkdZeme, 7e pro skoro vsechna ¢ z K, s moznou vyjimkou n? — n
hodnot, mame L = Ko + ¢f] (vyuzivame, Ze téleso K je nekoneéné). Necht
Kla+ qf) # L, tj. K[+ ¢f] je vlastni podtéleso télesa L. Uvazme n vnofeni
L do C, ktera jsou identickd na K. Jejich ziZeni na K[a + ¢f] nemohou byt
vzdjemné rtznd, protoze [K[a + ¢f] : K] < n. Madme tedy dvé rtiznd vnofeni
L do C, feknéme o a 7, kterd jsou na K identickd a na K[a + ¢f] se rovnaji,
tj. o(a + ¢f) = (o + ¢B). Odtud (o) — 7(a) = q(o(8) — 7(8)). Rovnosti
o(a) = 7(a) a o(8) = 7(B) nemohou souéasné nastat, to by se o a 7 rovnaly na
celém L = K|a, ]. Ve vyjadieni

tak nedé€lime nulou. Zjistili jsme, ze

g€ K, Kla+qBl# L=qeM={%5=153 | 0,7 € S,0(8) # 7(8)},

kde S je n-prvkova mnozina vnofeni L do C, jez jsou identickad na K. Zifejmé
M| <n(n—1)=n?—n.

4. prednaska 1. listopadu 2007.

K C L je normdlni rozsivent, kdyz kazdé z n = [L : K] vnofeni 0 : L — C
fixujicich bodové K zobrazuje L do L, tj. o(L) C L. Protoze [o(L) : K] = [L:
K] = n, mdme pak nutné o(L) = L a vSechna tato vnofeni jsou automorfismy

L fixujici bodové K.



e Rozsifeni téles K C L je normdlni <= téleso L m4é pfesné [L : K]
automorfismt fixujicich bodové K <= vSechny konjugity prvkia z L
(vzhledem ke K) lezi opét v L.

Prvni ekvivalenci jsme pravé dokdzali. Druh4 je vidét z vyjadieni L = K[a| =
{r(a) | r € K[z]} pro n&jaky prvek a z L. Konjugét prvku 8 = r(a) z L je tedy
o(B) = o(r(a)) = r(o(a)), kde o je vnofeni L do C bodové fixujici K, a lezi v
Klo(a)] = o(L). Je-li K C L normalni, lezi vSechny o(8) v o(L) = L. Lezi-li
vSechny o((8) v L, plati to specialné pro § = « a méme o(L) = o(K|a]) =
Klo(a)] C L pro kazdé o.

V rozsiteni K C L, jez neni norméalni, nemizeme vnofeni L do C bodové fixujici
K sklddat, coz je nevyhoda: pro x v L nemé o(7(x)) vzdy smysl, protoze (x)
vzdy nelezi v L. Nicméné lze L konec¢né rozsifit na normalni rozsiteni K.

e Pro kazdé konecné rozsifeni K C L existuje takové kone¢né rozsifeni L C
M, ze K C M iL C M jsou normalni rozsifeni.

M definujeme jako M = Koy, as, . .., a,], kde «; jsou vSechny konjugaty prvku
a, jehoz adjunkci vzniklo L, L = Kla] a [L : K] = n. Aplikace vnofeni o : M —
C, jez je identické na K, na prvek 8 = r(ay,...,a,) z M, kder € K[z1,...,z,],
zpisobi jen permutaci konjugdtt «;: o(r(aq,...,an)) = s(ag,...,an), kde s
vznikne z polynomu 7 odpovidajici permutaci proménngch. Takze o () je v M
a M je normalni rozsifeni K. Podle definice je pak automaticky i normalnim
rozsifenim L.

Galoisova grupa koneéného rozsifeni K C L je mnozina G = Gal(L/K) vSech
automorfismi o : L — L, které bodové fixuji K, spolu s operaci o skladani
zobrazeni. (G,o) je zjevné grupa. Je-li K C L normdlni, mdme |G| = [L :
K] = n, ¥4d grupy je roven stupni L nad K. Pro podmnozinu H C G (typicky
podgrupu) uvazme mnozinu

F=Fix(H)={a € L|o(a)=apro kazdé c € H}.

F' je zfejmé podtélesem L a nadtélesem K, K C F C L, a nazyva se fiznim
telesem mnoziny H.

e Necht K C L je normélni rozsifeni a G = Gal(L/K). Potom Fix(G) = K
a pro kazdou vlastni podgrupu H grupy G je Fix(H) vlastni nadtéleso
télesa K.

Vskutku, kdyby Fix(G) bylo vlastni nadtéleso K, méli bychom p#ili§ mnoho
vnofeni L do C bodové fixujicich Fix(G), totiz |G| = [L : K] > [L : Fix(G)].
Necht H je vlastni podgrupa grupy G a, pro spor, Fix(H) = K. Vezmeme a € L
tak, ze L = K[a] a uvdZime polynom

p(@) = [] (@ = o(a)):
ocH

Patrné p(a) = 0 a p € K|[z] (koeficienty p jsou symetrické funkce hodnot o(«),
o € H, které jsou aplikaci libovolného 7 z H jen permutovany, takze kazdé T



koeficienty fixuje a ty tak lezi ve Fix(H) = K). Stupeni p je ale ptili§ maly na
to, aby « mohlo byt jeho kofenem: deg(p) = |H| < |G| = [L : K].

Odtud se dokéze nasledujici tvrzeni, pro podrobnosti odkazujeme do Mar-
cusovy knihy.

e Galoisova korespondence. Necht K C L je normdlni rozsifeni a G =
Gal(L/K). Zobrazeni F — Gal(L/F) a H — Fix(H) mezi

{F|KCFcCL} a {H|H je podgrupa G}

jsou vzajemné inverzni a predstavuji bijekci mezi obéma mnozinami. Kdyz
je K C F normalni, odpovida v ni mezitélesu F normalni podgrupa H =
Gal(L/F) grupy G a mame izomorfismus grup G/H = Gal(F/K), ktery
je zprostfedkovany zazenim prislusnych automorfismi L na F.

Ciselna té&lesa.

Ciselngm télesem K rozumime koneéné rozsiteni télesa racionalnich éisel. Takze
Q C K C C a stupeii [K : Q] = n je kone¢ny. Specidlné je K nekoneéné, ma
charakteristiku nula, K = Qo] pro jediné a € C a kazdy prvek K je algebraicky
nad Q. Komplexni ¢isla algebraickd nad Q jsou strucné algebraickd cisla. Jak
vime, tvori podtéleso télesa C. Kazdé ciselné téleso je tedy podtélesem télesa
algebraickych cisel.

Dva dtlezité typy ciselnych téles jsou kvadraticka télesa a kruhova télesa.
Kuvadratické téleso je rozsiteni stupné dvé, K = Q[V/d], kde d € Z je bezétvercové
celé ¢islo rtizné od 1. Pro d < 0 mame imaginarni kvadraticka télesa a pro d > 0
redlnd. Kruhové téleso je rozsifeni K = Q[w], kde w = exp(2mi/m) je primitivni
m-t4 odmocnina z jedné a m € N. Pozdéji dokdzeme, ze [K : Q] = p(m), kde
hodnota Eulerovy funkce ¢(m) je pocet ¢isel v [m] = {1,2, ..., m} nesoudélnych
s m.

Obor celych cisel ciselného télesa. V Q sedi obor integrity celych éisel Z (ktery
je euklidovsky, tedy OHI a OJR). Jakou mé obdobu v ¢iselném télese K7 Jak
se to v ni mé s ireducibilnimi rozklady? To jsou klicové otazky této prednasky.

Mame K = Qo] pro né&jaké algebraické ¢islo « a lze tipovat, ze by obdoba Z
v K mohl byt obor integrity Z[a]. To je ale pravda jen nékdy. Uvedeme pfesnou
definici. Uvazme mnozinu celych algebraickych cisel, ¢i strucnéji celistvych cisel

A ={a € C | p(a) =0 pro nenulovy monicky polynom p € Z[z]}.

Celistva cisla jsou tedy kofeny monickych nenulovych celo¢iselnych polynom,
tvoti podmnozinu algebraickych éisel. Naptiklad zlaty fez 8 = (14-1/5)/2 (kofen
2?2 — 2 — 1) je celistvé ¢&islo. Pro ¢iselné téleso K definujeme obor celych cisel

Ok télesa K jako prunik
Ok =ANK.

Ok, spravna analogie Z v K, tedy sestava z celistvych cisel lezicich v K.

Celistva ¢isla tvoii podokruh C, takZe kazdy obor Ok je podokruhem (samo-
zfejmé podoborem integrity) svého ¢iselného télesa K.



e Necht o, 3 € C jsou celistva ¢isla. Pak a = 8 a af jsou rovnéz celistva
Cisla.

DokéZeme to pomoci oboru Z[«, 5]. Mizeme predpokladat, ze o8 # 0. Protoze
a a [ je celistvé, mame vyjadreni

A" =apm_10™ L aiatag a BP=bp 18"+ ...+ b8+ b,

kde a;,b; € Z a m,n € N. Opakovanym nahrazovinim " a (" uvedenymi
vyrazy vyjadiime kazdy prvek Z[a, 8] ve tvaru

mn
ZCJ'(S]‘, Cj € Z,
Jj=1

kde 61,09, ...,0mn je libovolné pevné poradi mn prvkd of87,0 < i < m,0 <
j < n. Polozime v = a + @ (argument pro v = af je stejny). Pro kazdé ; je
~¥d; € Z|a, B], takze pro i = 1,2,..., mn mame vyjadieni

mn

’Y(Si = Zci,jdj, Ci,j € Z.

j=1

Zapsano maticové,
v = Av,

kde A = (¢;;) € Zm™*™" je &tvercova matice a v = (0;) € C™" sloupcovy
vektor. To upravime na
(rYI - A)U = 07

kde I je jednotkova matice tvaru mn x mn a 0 sloupec mn nul. Ale v neni nulovy
vektor, takZze matice v/ — A musi byt singuldrni a

det(yI — A) = 0.

Matice v/ — A ma na diagondle prvky v — ¢;; a mimo ni celd ¢isla —¢; ;. V
rozvoji determinantu dostaneme jeding &len Y™™ a ostatni ve tvaru dy’ s d € Z
a 0 < i < mn. Vidime, Ze 7 je kofenem monického celociselného polynomu
stupné mn a je tedy celistvé.

e Kazdé celistvé ¢islo ma celociselny miniméalni polynom.

To hned vyplyva z tzv. Gaussova lemmatu: Jsou-li p(x) a ¢(x) raciondlni monické
polynomy a r(z) celo¢iselny monicky polynom, pficemz p(z)q(z) = r(z), pak
p(x) a g(x) museji byt celoéiselné polynomy. Pro jeho dikaz viz Marcusovu
knihu.

Odtud plyne, Ze pro K = Q je Ok = Z, jak by ¢lovék ¢ekal (jediné monické
celociselné polynomy stupné 1 jsou z +a s a € Z). Jako cviceni si dokazte, ze
pro kvadratické téleso K = Q[v/d] je

Ok = Z[Vd| pro d#1 (mod 4)



Ok = Z[%,\/&} pro d =1 (mod 4).

Pro kruhové téleso K = Q[w] je vzdy O = Z[w], ale dokdzat to neni snadné,
snad se k tomu dostaneme.

5. prednaska 8. listopadu 2007. Stopa, norma, diskriminant.

V dalsim je K c¢iselné téleso stupné n, Ok je obor celych ¢isel v K a 01,...,0p,
jsou vnofeni K do C (jedno o; je identita). Vime, ze K je vektorovy prostor
dimenze n nad Q. Kazdy prvek K tak lze vyjadrit jako racionalni linedrni kom-
binaci ¢y + -+ - + cpn, ¢; € Q, v néjaké bazi {1, ..., a,} (a takovych bazi je
spousta). Diky nésledujicimu pozorovani existuji baze lezici v O.

e Pro kazdé algebraické ¢islo o z C existuje prirozené c¢islo m tak, ze ma je
celistvé ¢éislo. Kazdé algebraické éislo « lze tedy vyjadiit jako o = 3/m,
kde [ je celistvé a jmenovatel m je z N.

Rovnost a” + a,_10" 1 + -+ ag = 0, kde o; jsou z Q, staci vynasobit m™,
kde m je spoleény nasobek jmenovatell koeficientd a;, a dostaneme rovnost
(ma)™ + may,—1(ma)"~ + -+« + m"ag = 0 ukazujici celistvost ma.

Je-li ag,...,q, koneény seznam algebraickych ¢isel a m;a; je celistvé pro
m; z N, pak je ma; = (mima...m;)a; celistvé pro kazdé ¢ = 1,...,r. Tak
dostaneme béazi vektorového prostoru K spliujici {a1,...,a,} C Ok. Pak

{cra1+ -4 chan ;€ Q=K a {cia1+-- +cpan | ¢; € Z} C Ok.

Cilem dnesni pfednasky je dokazat existenci tzv. celistvé bdze, pro niz misto
posledni inkluze nastavd rovnost a kazdé ¢islo v Ok je celodiselnou linearni
kombinaci jejich prvki.

Za tim tucelem zavedeme dvé dulezitd zobrazeni T, N : K — C, stopu a normu,
definovana jako

T(a) =o1(a) + og(a) + -+ on(a) a N(a)=o1(a)oz(a)...on(a).
Napiiklad pro kvadratické t&leso K = Q[v/d] méme
T(a+bVd) =2a a N(a+bVd) = a® — db>.

Hned uvidime, Ze stopa a norma jsou racionalni ¢isla, a na O jsou jejich hod-
noty celoc¢iselné. Z definice plyne, Ze stopa je linearni zobrazeni a norma je
multiplikativni:

T(ra+s8) =rT(a)+sT(B) a N(af)=N(a)N(B), r,s € Q.

Déle, pro r v Q méame T'(r) = nr a N(r) = r™.
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e Necht o z K mé stupeti d (nutné délitel stupné n = [K : Q]) a minim&lni
polynom p(x) = 2 + ag_12%" 1 +--- + ap, a; € Q. Potom

T(a) = (n/d)t(a) = —(n/d)az_r a N(a)=n(a)/" = a2/",
kde t(a) je soucet a n(«) soucin konjugath a.
Hodnoty o;(a) pro i = 1,2,...,n totiz probihaji vSech d konjugatt « a kazdy
z nich n/d krat (Q[a] mé d vnofeni do C a kazdé z nich ma n/d rozsifeni na
vnofeni K do C). Soucet (resp. souéin) konjugat «, coz jsou kofeny p(x), je
podle Vietovych vztahti mezi kofeny a koeficienty polynomu roven —aq_1 (resp.
ao).
e Proaz K lezi T(a) a N(a) v Q a pro a z Ok lezi T'(a) a N(a) v Z.
To hned plyne z pfedchozi formule pro stopu a normu.
Pomoci normy lze nalézt jednotky v Ok a dokazovat ireducibilitu.

e Necht « je z Ok a p z N je prvoéislo. Pak

« je jednotka < N(a) ==+1 a N(a)=+p = « je ireducibilni.

Z apf =1, B € Ok, aplikaci normy mame, ze N(a)N(8) = N(1) = 1, a
vzhledem k celociselnosti obé hodnoty normy museji byt +1. Naopak, z +1 =
N(a) = aos(a)...on(a,) mame, Ze a je jednotka, nebot oa(a)...on(ay) je
soudin konjugdt « (s moznymi opakovanimi), které jsou v Ok a jejich soudin
rovnéz. Pokud o ma normu +p a a = By v Ok, aplikace normy dava rozklad
+p = N(B)N(v) v Z, a tak N(8) nebo N(v) je £1 a 8 nebo v je jednotka.

Takze tteba prvek 9 + /10 je ireducibilni v Z[v/10] (O pro K = Q[/10]),
nebof mé prvoéiselnou normu 92 — 10 - 12 = 71. Jako dal$i piiklad se podivame
na jednotky v oborech celych ¢isel kvadratickych téles K = Q[v/d]. Pro d =
1mod 4 je Ox = Z[(l—i—\/&)/?] a jinak Oy = Z[\/&] Norma prvku (a—i—b\/a)/Z,
resp. a + bV/d, je (a® — db®)/4, resp. a® — db®. Pro d < 0 je diofantické rovnice
N((a +bVd)/2) = £1, resp. N(a + bv/d) = %1, s neznamymi a,b € Z trivialni,
jen s koneéné mnoha fesenimi. Reseni ukazuji, ze pro d # —1, —3 jsou jen dvé
jednotky +1, pro d = —1 ¢tyfi jednotky i, —i,—1,1 (¢tvrté odmocniny z 1) a
pro d = —3 Sest jednotek +1 a (414 /—3)/2 (Sesté odmocniny z 1). A d > 0?
Diofantické rovnice N(«) = £1 je pak netrividlni a teorie Pellovy rovnice pravi,
ze pro kazdé bezcétvercové d z N je nekone¢né mnoho feseni. Pro d > 0 je proto
grupa jednotek v O nekoneéna. Napiiklad pro d = 2 jsou jednotkami v Z[v/2]
piesné &isla +ay, + byv/2, kde ay + bpv/2 = (1 + v/2)* a k probiha Ny.

Relativni stopa TIL{ a relativni norma N }L< se pro konecné rozsireni K C L definuji
jako

TE(a) = o1(a) + oo(a) + - +on(a) a NE(a)=o1(a)os(a)...on(a),

kde o; jsou ted vnofeni L do C bodové fixujici K. Vlastnosti relativni stopy a
normy jsou analogické vlastnostem standardni stopy a normy. Totiz T% je K-
linedrni zobrazeni; NZ je multiplikativni; pro r z K je T(r) = nr a N(r) =",

11



kde n = [L : K|; TE(a) = —(n/d)ag—1 a NE(a) = ag/d, kde d = [K[a] : K] a

aq—1 a ag jsou prislusné koeficienty minimélniho polynomu « vzhledem ke K;
TE(a) a NE(a) lezi v K apro a v Of lezi v Ok.

o V fetézci rozsiteni K C L C M relativni stopa a norma splituji rovnosti
TM () = TE(TM(a)) a NM(a) = NL(NM()) (tranzitivita).

Dikaz je v Marcusové knize.

Diskriminant n-tice ay, s, . .., o, prvki z K (pfipomindme, ze n = [K : Q]) je
&tverec determinantu matice viech n? konjugat prvka o

disc(ag, ag, ..., ) = det2((0i(aj))zj:1).

Diky ¢tverci nezavisi hodnota diskriminantu na pofadi prvki «; a vnofeni o;.
Matice konjugatti ma polozky v C a diskriminant by tak mohl byt komplexni
¢islo, ale ve skutecnosti je raciondlni a pro a; z Ok je diskriminant celé ¢islo.
To je vidét z alternativni formule

o disc(ay, az,. .., a,) = det((T(iy))7 1)
Polozime-li totiz d = disc(a1,az,...,an) a M = (0i(y))};—1, méme d =
det?(M) = det(M) det(M) = det(M?)det(M) = det(M*M). Na misté i, j ma-
tice M*M je prvek
o1(ai)or(ay) + oa(ai)oa(a;) + -+ - + on(ai)on(ay),
coz je praveé o1 (a;a) +- - -+ on(ai05) = T(e). Odtud, vzhledem k hodnotam
stopy,

e hodnota diskriminantu lezi v Q a jsou-li jeho argumenty z O, lezi v Z.

Ukazeme, ze n-tice prvkt z K ma nulovy diskriminant, pravé kdyz je linedrné
zévisld nad Q. Necht w je sloupcovy vektor (31, .., 3,)t a v je sloupcovy vektor
(a1,...,0a,)t kde B; a a; jsou z K, a plati

w= Nv, kde N = (c;;);;—; € Q"""

Jinak feceno, kazdé f3; je linearni kombinaci prvka ag,...,a, s racionalnimi
koeficienty.

e Potom mame vztah

disc(B1, Ba, . . ., Bn) = det*(N) - disc(aq, g, . . . , Q).

Skutecné, aplikace o; na rovnost 3; = ¢; 101 + -+ + ¢y pap, ¢ € Q, davé tu-
téz rovnost pro j-té konjugéaty: o;(8;) = ¢i105(0q) + -+ + ¢ noj(ay,). Takze i
oj(w) = Noj(v). Celkem pro transponované matice konjugati My = (0i(c;))7 ;-1
a Mg = (0i(53)))i' j=1 mame vztah M} = NM;. Aplikaci determinantu a umoc-
nénim na druhou dostavame vztah mezi diskriminanty obou n-tic.

Abychom dokézali, Ze nulovost diskriminantu je ekvivalentni s linearni zavis-
losti nad Q, potfebujeme jesté nalézt bazi vektorového prostoru K s nenulovym
diskriminantem.
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e Necht K = Q[a], takze {1,,a?,...,a" !} je Q-baze K. Pak

disc(1,a,0?,...,a" 1) = H (r —as)? = £N (7' () # 0,

1<r<s<n

kde «; jsou konjugity a (které jsou vzajemné rtzné), p(z) je minimalni
polynom « a znaménko je +, pravé kdyz n = 0,1 mod 4.

Prvni rovnost se dostane aplikaci formule pro van der Monduv determinant

1oy 23 .0 a2t
1 xo 23 ... ap!
det | . . . : = ] @ —x)
: : : : 1<r<s<n
1 x, 1}% - x:i_l

dosazenim «; = 0;(a) za x; a umocnénim na druhou. Druh4 rovnost. Zderivo-
vanim p(z) = (x —oq)(x — a2) ... (¥ — o) podle z podle Leibnizova pravidla a
dosazenim «; za x dostavame n rovnosti

p’(ai) = (Cki — al) e (O[i — ai,l)(ai — Oél'+1) e (Oél' — Oén),
jejichz vynasobenim méame

Np'@)= I (w-a)

1<r#s<n

(pouzili jsme, Ze o;(r(a)) = r(oi(a)) pro r z Q[z]). Tento soucin n(n—1) ¢initela
je pfesné roven hofejsimu soucinu n(n—1)/2 étverct, kdyz n(n—1)/2 = 0 mod 2,
a jinak mé opacné znaménko—dostavame podminku na n modulo 4.

Disledek:

e prvky ai,...,a, z K jsou nad Q linedrné nezavislé, pravé kdyz mame
disc(aq,...,an) #0.

Jsou-li totiz nad Q linedrné zavislé, mame stejnou zavislost i pro jejich i-té
konjugaty a tedy i pro fadky matice konjugatii M, a pak disc(aq,...,ap) =
det?(M) = 0. Naopak, jsou-li nad Q linearné nezavislé, jejich sloupcovy vek-
tor w vznikne linearni transformaci w = Nv ze sloupcového vektoru v baze
{1,a,02,...,a" 1} prostiednictvim vhodné matice N € Q"*" s nenulovym
determinantem. Tedy disc(ay, ..., a,) = det?(N) - disc(1, a, a2, ..., a" 1) £ 0,
protoze oba ¢initelé jsou nenulovi.

Nyni dokaZeme existenci celistvé baze Ok .

e Obor celych ¢isel Ok ciselného télesa K ma celistvou bazi, to jest, existuje
n-tice prvkl ay,...,a, (v Ok) tak, ze Og = {cra1 4+ - +epan | ¢; € Z}.

Uvazime n-tice prvki z Ok s nenulovym diskriminantem. Néjaké existuji, pro-
toze K ma nad Q baze lezici v Ok, a ty, jak jsme pravé ukazali, maji nenulovy
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diskriminant. Hodnoty téchto diskriminantt jsou nenulové celé ¢isla, takze mi-
zeme vzit n-tici aq,...,a, z Ok, kterd mé |disc(aq,...,a,)] > 0 nejmensi.
Ukazeme, Ze je hledanou celistvou bazi. Je jisté bazi K nad Q. Predpokladejme
pro spor, ze néjaké v z Og ma ve vyjadfenl v = cia1 + -+ 4+ cpan, ¢ € Q,
néktery koeficient, napiiklad c;, neceloCiselny. Pak lze psat ¢; = dy + 6, kde d;
jeze Z a 0 < 0 < 1. Uvazime novou n-tici 81, ..., B,

B1=0a1+coan+ -+ cpo, =7 —dion, Br=0, ..., Bn=an.

Opét B; € Ok pro kazdé i. Protoze nova n-tice vznikla ze staré linearni trans-
formaci

51 0 co ... cp o
52 0 1 ... 0 (65)

podle pravidla o transformaci diskriminanti
disc(By, ..., Bn) = det?(N) - disc(aq, ..., ) = 03disc(aq, ..., an).

Takze
O < ‘disc(617 st aﬁ’n)| < |diSC(O¢1, st 7a7l)|?

coz je spor s minimalitou |disc(ay, ..., ay)|.

6. prednaska 15. listopadu 2007. Tt¥i diofantické rovnice.

7. prednaska 22. listopadu 2007.
Prednéska odpadla.

8. prednaska 29. listopadu 2007. Zakladni véta aritmetiky v
Dedekindovych oborech.

Cilem této prednasky je dokazat nasledujici vétu.

e Kazdy nenulovy ideal I oboru celych ¢isel Ok ¢iselného télesa K ma az
na poradi ¢initelt jednoznacné vyjadieni I = P;Ps ... P jako soudin pr-
voideald.

Prvoideély oboru R rozumime netrividlni prooidedly, tedy P # (0), R. Prazdnym
soucinem prvoideali rozumime trivialni idedl R. R je tedy soucinem prvoidealu,
prazdnym. Tuto zékladni vétu dokazeme abstraktnéji pro obecnéjsi tiidu obori
nez jsou Ok, pro Dedekindovy obory.

Dedekinduv obor je obor R spliujici tyto tfi podminky:

14



1. R je noetherovsky.
2. Kazdy prvoideal v R je maximalni ideal.

3. R je celistvé uzavieny ve svém podilovém télese K: kazdy prvek z K, ktery
je kofenem monického polynomu s koeficienty v R, lezi v R.

Prvni podminka znamend, ze kazdy idedl v R je konec¢né generovany. Ekviva-
lentné, v R nejsou nekoneéné ostie rostouci fetézce ideald a jesté jinak feceno,
kazda neprazdnd mnozina idealdt ma maximalni prvek vzhledem k C.

Nejprve dokazeme, ze
e kazdy obor celych ¢isel Ok ¢iselného télesa je Dedekinduv.

Podminka 1. Cely Ok je kone¢né generovany, protoze Ox ma celistvou bazi s
n = [K : Q] prvky. Ok je tedy (vzhledem ke séitédni) volnd Abelova grupa s n
generatory. Ideal I je jeji podgrupa. Neni tézké ukazat, Ze tim padem je I volnou
Abelovou grupou s nejvyse n generatory a je kone¢né generovany (dokonce nad
Z, stagilo by nad Og).

Podminka 2. Necht I je nenulovy idedl v Ok . UkdZeme, ze Ok /I je koneény
okruh. Tim budeme s druhou podminkou hotovi, protoze pro prvoideal P v Og
dostaneme koneény obor integrity Ok /P a ten diky koneénosti musi byt téleso,
takze P je maximalni idedl. (Pro kazdy obor integrity S a nenulovy prvek a z S
je zobrazeni x — ax z S do S injektivni. Pro kone¢ny S musi byt i surjektivni,
takze v S existuje b spliujici ab = 1. Kazdy nenulovy prvek S méa inverz a S
je tedy téleso.) Koneénost Ok /I plyne z vyjadieni O pomoci celistvé baze
at,. .., jako linedrnich kombinaci Y 7 a;q;, a; € Z, a z faktu, Ze I obsahuje
néjaké prirozené cislo m. Pak (m) C I a |Og/I| < |Og/(m)| = m™. Pro¢
maji I a N neprazdny prinik? Necht « je nenulovy prvek z I. Je to celistvé
dslo, takze o + ap_10® 1+ ...+ ay =0 pro néjaké cela cisla a;, pricemz
miizeme diky nenulovosti o pfedpoklddat, Ze i ag # 0. Pak ale m = |ag| =
+(—aja—... —ag_1a* 1 —ak)jev IivN.

Podminka 3. Podobné jako jsme dokézali, Ze celistva ¢isla (kofeny monickych
polynomt s celoéiselnymi koeficienty) tvoii okruh, d4 se dokézat, Ze kofeny
monickych polynomu s celistvymi koeficienty jsou opét celistva ¢isla. Podilové
téleso Ok je K (kazdé a z K je tvaru 3/m pro B v Ox a m v N). Pokud je tedy
a v K a je kofenem monického polynomu s koeficienty v Og, jsou koeficienty
celistva cisla a « je tedy rovnéz celistvé, takze v Ok.

Prejdeme k obecnému Dedekindovu oboru R s podilovym télesem K. K dikazu
existence a jednoznacnosti rozkladt idealt v R na souliny prvoidealu potfebu-
jeme nasledujici zakladni vysledek.

e Pro kazdy idedl I v Dedekindové oboru existuje ideal J tak, ze IJ je hlavni
ideal.

Ditikaz. Vezmeme nenulovy prvek a z I a uvazime prvky

J={BeR|BIC(a)}
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Patrné je J idedl a « € J, takze J # (0). Je jasné, ze IJ C (o). Dokdzeme, Ze
plati rovnost I.J = («). K tomu potfebujeme dvé lemmata.

e Prvni lemma. V Dedekindové oboru kazdy nenulovy ideal obsahuje soucin
prvoidealt.

Pokud je mnozina nenulovych ideali R neobsahujicich zadny soucin prvoidedalt
neprazdnd, vezmeme jeji maximalni prvek I (diky noetherovosti R) a dostaneme
nésledujici spor. Patrné I # R (samotny R je prazdym sou¢inem prvoidedld) a
I neni prvoideal. Takze existuji dva prvky «, 8 v R\I, Ze af je v I. V inkluzi
jsou idedly I + («) a I 4 (/) ostte vétsi nez I, a tak [ + (o) D Py Py...Ps a
I+(8) D Q1Q2 ... Q: pro néjaké prvoidedly P; a Q;. Pakale Py ... PsQ1...Q: C
(I+ (a))(I + (8)) C 1, coz je spor.

e Druhé lemma. Pro kazdy vlastni idedl I v Dedekindové oboru R s podilo-
vym télesem K existuje prvek v v K\ R spliujici vI C R.

Vezmeme libovolné nenulové b z I. Podle prvniho lemmatu (b) D Py Ps ... P, pro
néjaké prvoidedly P;. Vybereme souéin s nejmensim r (patrné r > 1, protoze
T je vlastni). Vlastni idedl I je obsazeny v néjakém maximdalnim idedlu P, jenz
je nutné prvoidedl. Protoze P1P,...P. C (b) C I C P, plati P, C P a tedy
P, = P pro néjaké i (prvoideély v Dedekindové oboru jsou maximalni idedly),
feknéme P = P;. (Kdyby P; ¢ P pro kazdé i, vybereme z kazdého prvoidedlu
P; prvek lezici mimo P. Souéin téchto prvki je v P, tudiz i jeden z nich, spor.
Takze P; C P pro né&jaké i.) Mame

PP,...P.Cc(b)cICPh.

Diky minimalité r mZeme zvolit prvek a v Py ... P.\(b). Prvek v = a/b mé obé
pozadované vlastnosti: patrné a/b € K a nelze a/b € R nebot a neni v (b), dale
al CPy...P,ICP,...P.P, C (b), takze (a/b)I C R.

Dokoné¢ime ditkaz toho, ze I.J = («), kde I, , J jsou zavedeny vyse. Polozime
A = 11J. Protoze IJ C (a), je A C R. Déle je A idedl. Predpokladejme pro
spor, Ze A je vlastni, to jest, A # R (¢ili IJ # («)). Podle druhého lemmatu
vezmeme v v K\R, 7e YA C R. Pak

(YNNI =~IJ =vyaA = ayA C aR = (a)

a podle definice J to znamena, ze vJ C J. Idedl J je konecné generovany,
J = {B1,...,05:). Necht je v sloupcovy vektor generatorti ;. Vztah ~vJ C J
znamena, ze

yv = Mwv

pro né&jakou matici M v R***. Nyni postupujeme opét stejné, jako pii dikazu
toho, Ze celistva ¢isla tvofi okruh (ve ¢tvrté predndsce). Protoze v neni nulovy
vektor (J # (0)), mame rovnost det(vE; — M) = 0, kde E; je jednotkova matice.
Tato rovnost déva pro v polynomialni rovnici 4¢ + ... = 0 s koeficienty v R.
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Podle treti vlastnosti Dedekindova oboru lezi v v R, coz je spor. Tedy A =R a
1J = ().

Nez pro Dedekindovy obory dokédzeme ZVA, odvodime dva dusledky. A, B,C
oznacuji idealy v Dedekindové oboru.

o (kraceni idealt) Z AB = AC plyne B =C.

o (délitelnost idealt) Pro dané A a B existuje C tak, ze A = BC, pravé
kdyz A C B.

Vezmeme ideal J tak, ze AJ = («) je hlavni. Pak (a)B = JAB = JAC = (a)C
a v (a)B = (a)C uz lze hlavni idedl (o) zkrétit na B = C. Necht A = BC.
Protoze BC € BN C, médme A C B. Naopak, necht A C B. Vezmeme idedl J
tak, ze BJ = (a), a polozime C = éJA. Patrné C C éJB = R a C je ideal.
Déle BC = 1BJA=RA=A.

e Kazdy nenulovy ideal I v Dedekindové oboru ma az na pofadi ¢initeli
jednoznacné vyjadieni I = Py Py ... Py jako soudin prvoideali. Specidlné
to plati pro obory celych ¢isel Ok ¢iselnych téles K.

Existence rozkladu. Pro spor necht existuje nenulovy ideél, ktery neni soué¢inem
prvoideéli. Vezmeme maximalni takovy idedl M vzhledem k inkluzi (noethe-
rovost). Patrné M # R (R je totiz prazdnym soudinem prvoidealdt). P bud
maximalni ideal, tedy prvoideal, obsahujici M. Podle druhého dtsledku mame
M = PI pro néjaky idedl I. Kdyby I = M, kracenim mame P = R, coz je spor.
Inkluze M C I je proto ostré a I je soucinem prvoidedlt. Takze i M = PI je
souc¢inem prvoidedlt, coz je spor.

Jednoznacnost rozkladu plyne hned z kraceni idedlt: pokud P P ... P, =
Q1Q2 ... Qs pro néjaké prvoidedly FP; a @Q;, pak P; déli soucin Q1Q2...Q; a
musime tedy nastat P; = Q;, (viz dikaz druhého lemmatu vyse). Prvoideély
Py a @, na obou stranach rovnosti zkratime a pokracujeme stejné dal. Nakonec
skonéime u rovnosti R = R. Takze r = s a s-tice Q1,Q2,...,Qs je permutaci
r-tice Py, Pa, ..., P,.

9. prednaska 6. prosince 2007.
Prednaska odpadla.
10. prednaska 13. prosince 2007. Rozklady prvoidealu v rozsifenich.

Necht K C L je rozsifeni ¢iselnych téles a R = O C S = Op je rozsifeni
jejich obortu celych ¢isel. Pro prvoidedl P v. R—piipomindme, Ze prvoidedlem
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rozumime netrividlni prvoidedl, rizny od (0) a R—uvéazime rozklad jim genero-
vaného idedlu SP v S na prvoidedly Q; v S (Q; jsou vzéjemné riizné a exponenty
e; jsou v N):

SP=Q7'Q52...Q:.
(SP je nejmensi idedl v S obsahujici P a skldda se z koneénych souétt typu
s$1p1+ ...+ Skpk, si € Sap; € P.)

e () bud prvoidedl v S, jeden z prvoidedl@ @Q;. Rekneme, 7e Q je nad P,
popfipadé, ze P je pod Q.

Budeme zkoumat vlastnosti téchto rozkladi P na prvoidedly Sirsitho oboru S.
Dokézeme o nich pét zdkladnich vysledki. Nejprve ale ekvivalentni formulace
relace , byt nad“, resp. , byt pod“.

e () bud prvoidedl v S a P prvoidedl v R. Pak: Q jenad P <= @ dé&li SP
< PSCQ < PC(Q < QNK =P < QNR=P.

Tyto ekvivalence ponechavame jako cviceni.

Uvedeme ctyii ze slibenych zakladnich vysledki o rozkladech

— €1 €2 €
SP=Q7'Q5...Q:,
paty az na pristi pfednasce. Neni-li feceno jinak, K, L, R, S jsou jako vyse. Pro
prvoidedl P v R ozna¢ime Mp mnozinu vSech nad nim lezicich prvoidealu v S.

e Prvni vysledek. Mnoziny Mp jsou konecné, neprazdné a disjunktni a tvori
rozklad mnoziny vSech prvoideald v S, takze kazdy prvoideal v S lezi praveé
v jedné z nich.

Konec¢nost Mp je ziejmé. Necht pro spor Mp = (), to jest SP = S, ekvivalentnd
1 € SP. Podle druhého lemmatu na predchozi prednasce ale existuje takovy
prvek v v K\R, Ze vP C R. Pak v € yPS C RS = S, takze v je celistvé ¢islo a
lezi (nebot je v K) iv R, spor. Je-li Q v Mp, mame (podle hofejsich ekvivalenci)
QNR = P, takze @) nemize lezet v jiné mnoziné Mp/. Zbyva ukazat, ze libovolny
prvoidedl @ v S lezi v néjaké mnoziné Mp. Polozime P = Q N R. Je jasné, ze
P je prvoidedl, ale je nutné ukazat, ze P # R, (0). OvSem P # R, nebot 1 & P,
protoze 1 € Q. Pro dikaz, ze P # (0), vezmeme nenulové « z @ (coz lze diky
Q # (0)) a ukazeme, 7e jeho relativni norma v = NE(«) je nenulovy prvek P.

Méme
v = Ha(a) =« H o(a) = af,
o o#id

kde o probih& vsechna vnoreni L do C bodové fixujici K. Zfejmé vy # 0avyjev R
(podle vlastnosti relativni normy). Déle je 3 celistvé &islo (je souc¢inem celistvych
Cisel) a lezi v L, protoze 8 = v/«. Takze S lezi v S ay = af € QS = Q. Tedy
yeEQNR=Pa~y#0.

Pro druhy vysledek uvdzime pro P pod @ faktorokruhy R/P a S/Q. Jsou to
koneén4 télesa (P a @ jsou prvoidealy, takze v Dedekindové oboru maximélni
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idedly, a kone¢nost jsme ukézali minule). Déle je téleso R/P prostfednictvim
homomorfismu r + P — r 4+ S injektivné vnofeno do télesa S/Q (jadro je podle
hotejsich ekvivalenci (RN Q) + P = P+ P = P), a tak ho mtzeme brat jako
podtéleso. Mdme tak konecné rozsiteni koneénych téles R/P C S/Q stupné

f=71@QIP):=1[5/Q: R/P].
Tomuto ¢islu se fika stupern setrvacnosti QQ nad P.

e Druhy vysledek. Necht SP = Q'Q5%...Q¢% je rozklad prvoidedlu na
prvoidedly lezici nad nim, f; = f(Q;|P) jsou stupné setrvacnosti a n =
[L : K]. Potom plati identita

n=eifr +eafo+...+efr
Dokéazeme ji doufejme na pristi prednésce.

o Tieti vysledek. Je-li rozsifeni K C L normalni, jsouv SP = Q7'Q5? ... Q¢
vSechny exponenty e; = e stejné a taktéz i stupné setrvacnosti f; =

F(Q:|P) = f. Pak SP = (Q1Q3...Q,)¢ a [L : K| = ref.

Uvézime n = [L : K] automorfismti o télesa L bodové fixujicich K a ukizeme,
Ze tranzitivné operuji na mnoziné Mp (prvoidealtt nad P). Pak pro libovolné
dva prvoidedly @ a Q' nad P existuje takové o, ze 0(Q) = Q'. Protoze o(S) = S
a o(P) = P, aplikaci o na rozklad SP = Q7'Q%5? ... Q¢ méme

SP=0a(S)a(P) =a(SP) =a(Q1'Qy" ... Q) = 0(Q1)0(Q2)™ ... a(Qr) .

Vzhledem k jednoznacnosti rozkladu SP na prvoidedly v .S mame e(Q'|P) =
e(o(Q)|P) = e(Q|P). Automorfismus o pak zprostfedkuje i izomorfismus téles
S/Q a S/Q. Tedy i F(QIP) = [S/Q: B/P) = [S/@ : R/P] = f(Q'IP).

Zbyvé dokéazat existenci o posilajiciho ) na Q’. Pfedpoklddejme pro spor, Ze
Q' # o(Q) pro kazdé o. Diky ¢inské vété o zbytku potom existuje o z Q', které
neni ani v jednom prvoidedlu o(Q) (« vezmeme jako FeSeni soustavy kongruenci
a=0mod @, @ =1 mod 0(Q)). Hodnota relativni normy

7= NE(a) = [[o(@) = a [] o(@)

o#id

lezi v P, protoze v je v Riv Q' (« ndsobime prvkem S). OvSem pro kazdé o je
adgo(Q), tedyio Ha) € Qao(a)€Q (kdyZ o probihd Gal(L/K), probihé4
jiio~1). Pak ale, protoze Q je prvoideal,

y=]]o(®¢Q,

cozjesporsy € P=QNR.

Rekneme, Ze (K, L,R,S jsou opét jako vySe) prvoidedl P v R se stépi v S
(nebo v L), pokud pro néjaky prvoidedl @ nad P mame e(Q|P) > 2. Jinak
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feceno, rozklad SP na prvoidedly v S neni bezétvercovy. Jak uvidime, existuje
jen konefné mnoho prvoidealt v R Stépicich se v S a staci to dokazat pro
K = Q. Skoro vsechny prvoidedly v R tedy maji v S bezétvercovy rozklad

SP=Q1Q2...Q,.

o Ctvrty vysledek. Uvazme rozsifeni ¢iselnjch téles Q C K a jejich oborti
celych ¢isel Z C R = Og. Pak pro prvocisla p v Z mame implikaci

pZ se $tépi v R = p déli disc(R).

Necht se pZ stépi v R, takZze (po pfipadném pieéislovani prvoideédli nad pZ)
mame rozklad pR = P{*Py? ... P¢" s e; > 2. Vezmeme prvek

a € PPTIPy? L PS\P{ Pst L Pfr = PP L P \pR.

Prvek « lezi v kazdém P; nad pZ, ale ne v pR. Vyjadiime ho jako linearni
kombinaci @ = miay + moag + ... + mpay,, m; € Z, prvki celistvé baze oboru
R (zde n = [K : Q]). Protoze « ¢ pR, ne vSechny m; jsou nasobky p, napf.
m1 neni délitelné p. Podle transformac¢niho vzorce pro diskriminanty n-tic pak
mame

disc(a, g, . . ., ) = m? - disc(ay, ag, . . ., o) = m3 - disc(R).
Protoze p nedéli my, staci ukazat, ze p déli celé ¢islo disc(a, ag, . . ., ay).

Toto celé ¢islo je ctverec determinantu n x n matice M = (04(5;))7 1, kde
01,-..,0p jsou vSechna vnoreni K do C a 1 = «, 3 = g, ..., O, = ay. Mame
det(M) = > 03, (a)oi, (02) ... 0, (an),
kde scitame pies vSech n! permutaci iy,...,4, ¢isel 1,...,n. Kdyz Q C K neni

normalni rozsifeni, octnou se nékteré hodnoty o;(4;) mimo K a z hlediska K
a idedlt P; o nich nelze nic fici. Pfejdeme proto k dal$imu rozsifeni Q C K C
L, kde Q C L je normélni (viz vysledek na 4. pfednasce). Kazdé vnofeni o;
rozsifime na automorfismus L.

Necht @ je néjaky pevny prvoidedl v S = Oy, lezici nad pZ. Kdyz ukdZzeme,
ze 0;(a) je v Q pro kazdé i, budeme hotovi. Kazdy souéin o;,(as)...0;, (an) je
v S (je to celistvé ¢islo lezici v L), a tak je kazdy s¢itanec det(M) i det(M) sdm
a det(M)? v Q. Pak

disc(a, g, ..., ap) = det(M)? € QN Z = pZ

a p déli disc(a, ag, ..., a,) a tedy i disc(R).

Oviem o;(a) € Q je ekvivalentni s a € o '(Q). Zobrazeni o; ! je auto-
morfismus z Gal(L/Q) (o; " ale miZe byt riizné od viech o;), takze o; ' (Q) je
prvoidedl v S lezici nad pZ. Prinik o, (@) N R je prvoideél v R lezici nad pZ,
takze o; '(Q) N R = P; pro ngjaké j. Tedy a € o; *(Q) N R, protoze a je ve
vSech prvoidedlech P;. Dtkaz je Gplny.

Ze ¢tvrtého vysledku plyne hned toto.
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e Necht R C S jsou obory celych ¢isel ¢iselnych téles K C L. Jen koneéné
mnoho prvoideali v R se Stépi v S.

Necht se tedy P stépi v S, Q je prvoidedl v S s e(Q|P) > 2 a p je (jednoznacné
uréené) prvocislo v Z lezici pod P. Pak e(Q|pZ) = e(Q|P)e(P|pZ) > 2. Takze
se pZ $tépi v S a podle ¢tvrtého vysledku p déli disc(S). Mame tak jen koneéné
mnoho prvodisel p (totiz prvocinitele disc(S)) lezicich pod prvoidedly v R sté-
picimi se v S. Nad kazdym z nich ale lezi jen kone¢né mnoho prvoidedla v R,
takZe mnozina prvoidealt R Stépicich se v S je konecna.

11. prednaska 20. prosince 2007. Rozklady prvoideala v rozsifenich.

Diikaz druhého vysledku. Dokazeme n-e-f identitu
n=efitefot+...+efr,

kde n = [L : K] a ¢; = e(Q;|P), fi = f(Q;|P) jsou indexy Stépeni a stupné
setrvacnosti prvoideali v S lezicich nad prvoidedlem P v R, tedy

PS=QQ%...QF

a f; = [S/Qi : R/P], pfitemz R C S jsou obory celych &isel éiselnych téles
K cCL.

Tuto identitu budeme dokazovat soucasné s nasledujicimi tfemi vlastnostmi
normy idealu.

e Pro nenulovy idedl I v R = Ok definujeme ||I|| := |R/I| (jak vime, tento
faktorokruh je kone¢ny, protoze I NN # (). Pak

1. ILJ|| = ||| - || J]| pro kazdé dva takové idedly,
2. |1 IS]| = |1 I||" (prvni norma je v S, drubd v R) a
3. pro kazdy nenulovy prvek a v R mame ||aR|| = |N(a)| = |Ng(oz)|.

Multiplikativita normy idedlu 1. Pro nesoudélné idedly I a J, tedy [ +J =R a
INJ =1J, plyne hned z ¢inské véty o zbytku, podle niz R/IJ = R/I x R/J.
Pro obecny pripad staci jesté dokazat, ze

127 = 1P

pro kazdy prvoidedl P v R. Pro libovolny nenulovy ideal I v R a jeho rozklad
na prvoidedly I = P/ Py? ... P* pak mame

I = ([P Py PEM (L= ([Pl ([Pl - (LB

coz (spolu s jednozna¢nosti rozkladu na prvoidedly) déva multiplikativitu || - ||
pro kazdé dva idealy.
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Pro idedly I C J C R méme izomorfismus R/I = R/J x J/I. Tedy
|P™|| = |R/P™| = |R/P|-|P/P?|....|P""}/P™|.

Protoze || P|| = |R/P|, sta¢i dokazat, ze |P*/P*+1| = |R/P| pro kazdé k. Do-
kizeme izomorfismus R/P = P¥/P**!. Vezmeme o € P*¥\P**! pak a + P
aa + aP je izomorfismus mezi R/P = aR/aP (zde stadi, ze o # 0). Protoze
aR C P*, zobrazeni a + a + P**! je homomorfismus mezi aR a P¥/PF+1,
s jadrem aR N P**! = aP a obrazem (aR + P*+1)/PF+l = pF/Pk+1 (prvni
je NSN a druhé NSD idealt aR a P**1, a nejvyssi mocnina P délici aR je
Pk). Podle véty o homomorfismu méme aR/aP = Pk¥/P*1 Slozenim obou
izomorfism@ mdme R/P = P¥/P**! Tim je dokdzana multiplikativita normy
idealu.

Diikaz druhého vysledku pro K = Q. Pak P = pZ pro néjaké prvocislo p
v N. Vime, zZe ||pS|| = p™ (protoze S mé celistvou bazi o n prvcich). Aplikaci
normy na rozklad pS = Q7" ... Q¢ diky multiplikativité mame

T

P = |pS| = H 1Qillc = H(pf'i)ei — p61f1+---+57‘f7‘
i=1 i=1

(1Q:ll = |S/Q:l, S/Q; obsahuje R/P = Z/pZ jako podtéleso, pfitemz f; =
[S/Qi :Z/pZ], a |Z/pZ| =p). Takze n =e1f1 + ... + e fr.

Viastnost normy idedlu 2. Rovnost ||I.5]] = ||I]|™ staci dokazat pro prvoideél
I = P, obecné plyne rozkladem na prvoidealy. Okruh S/PS obsahuje R/P
jako podtéleso (prostfednictvim monomorfismu a + P +— a + PS) a S/PS je
vektorovy prostor nad R/P. UkdZzeme, ze mé dimenzi n = [L : K].

Nejprve ukazeme, ze S/PS ma nad R/P dimenzi nejvyse n.

12. prednaska 3. ledna 2008. Grupa t¥id idealua.

K je ciselné téleso stupné n nad Q a R = Ok jeho obor celych ¢isel.

e Mnozina t¥id ekvivalence (nenulovych) idedli podle relace
I ~J <= al =bJ, pro néjaké a,b € R*,
je vzhledem k operaci nasobeni idedlt konecna Abelova grupa.

Nejprve ovérime, ze ~ je relace ekvivalence. Reflexivita a symetrie jsou ziejmé,
tranzitivita viceméné téz: al = bJ a ¢J = dK déavaji acl = bcJ = bdK. Déle je
~ kongruence vzhledem k nésobeni idedlt: al = bJ a cK = dL déavaji acIK =
(al)(cK) = (bJ)(dL) = bdJL. Asociativita a komutativita nasobeni idealu a
tedy i jejich tfid jsou zifejmé. Ukdzeme, Zze mnozina vSech hlavnich ideadlt v R
je tfida ekvivalence a Ze je v grupé tiid neutralnim prvkem. To druhé je jasné:
(a)I = al, takze (a)I ~ I. Dale (a) ~ (b) pro kazdé dva prvky a,b v R*,
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protoze b(a) = (ab) = a(b). Zbyva ukdzat, ze idedl ekvivalentni hlavnimu idedlu
je hlavni. Z al = bR pro nenulové a,b v R mame, ze b = ac pro néjaké c v I. Pro
kazdé = v I tak ax = by = acy pro néjaké y v R a vidime, ze z = cy a I = (¢).
Konecné, jak uz jsme driive ukazali, pro kazdy nenulovy idedl I v R existuje
ideal J, ze IJ je hlavni idedl. Kazda tfida idedlti ma tedy inverzni prvek.

Nyni dokazeme, ze tato grupa je konecnd, protoze v kazdém R existuje jen
kone¢né mnoho t¥id idedlt. DokéZeme to ve tfech krocich.

e 1. Existuje konstanta A > 0 (zavisejici jen na K) tak, ze kazdy nenulovy
idedl I v R obsahuje nenulovy prvek a spliujici

[N ()] < All]].

2. Pro tutéz konstantu A > 0 plati, ze kazd4 tfida idealt C' obsahuje ideal
J splijici || J|| < A.
3. Pocet ttid idealt je konecny.

1. Necht a1, ..., a, je celistvd baze R a o1,...,0, jsou vnofeni K do C. Ukéa-

zeme, ze za A\ lze vzit
n n
A=TID" loi(ay)
i=1j=1

Bud dén idedl I # (0). Vezmeme (jednoznaéné uréené) m v N tak, ze m™ <
| I]] < m"™*L. ProtoZe je v mnoziné

{miog + ...+ mpay | m; € Z,0 < m; <m}

m"™*t > ||I|| = |R/I| (po dvou riiznych) prvki, nékteré dva z nich jsou kongru-
entni modulo I. Jejich ode¢tenim dostaneme nenulovy prvek

a=miay + ...+ mpay, m; € Z,|m;| <m

lezici v I. Pro jeho normu mame
IN(a)| = [o1(a)].. . [on(a HZ my| - |oi(og)| < m™A < A1

2. Bud déna tiida ide4lt C. Vezmeme inverzni t¥idu C !, v ni libovolny ide4l
I a v ném, podle bodu 1, nenulovy prvek « spliujci |[N(a)| < A||I]|. Protoze
(o) C I, idedl I déli hlavni idedl («) a mame rovnost («) = IJ pro néjaky ideal
J. Odtud plyne (vzhledem k I € C~1), ze J € C. Multiplikativita normy idealt
déva

AT = IN(e)] = l[(@)ll = I - ([ 7]l takze [[J]| <A,

3. Podle bodu 2 z kazdé tiidy idedli C' muzeme vybrat reprezentanta J s
malou normou, ||J|| < A. Uvidime, Ze pro kazdou konstantu ¢ > 0 jen koneé¢né
mnoho ideald ma normu nejvyse c¢. Tim bude konec¢nost poctu t¥id dokazana.
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Vzhledem k jednozna¢nému rozkladu ideali na prvoidealy staci dokazat, Zze jen
kone¢né mnoho prvoidedld P mé normu nejvyse ¢ (v rozkladu I = P* ... Per
multiplikativita normy dava pro ||I]| < c odhady ||P;|| < c ae; < log, ¢, takZe na

vybér je jen koneéné mnoho mnozin {Py, ..., P.} a exponenti ¢;). OvSem kazdy
prvoidedl P v R lezi nad jednozna¢né uréenym prvocislem p v Z, PN Z = pZ,
az |P| < cplyneip <c (protoze |[P|| = |R/P| = |Z/pZ|) = p/ > p, kde f je
stupeii setrva¢nosti P nad p). Prvoéisel nepfesahujicich ¢ je jen koneéné mnoho
a nad kazdym z nich lezi jen koneéné mnoho prvoidedli P, takze P s ||P]| < ¢
je koneéné mnoho a stejné tak vSech idedla I s ||| < c.

Grupu tfid idealt vyuzijeme pfi nalezeni celociselnych feseni jedné diofan-
tické rovnice.

e Rovnice 22 + 5 = 4% nem4 v oboru celych ¢isel zadné feseni.

13. prednaska 10. ledna 2008. Grupa jednotek.

V posledni prednésce ur¢ime grupu jednotek oboru celych c¢isel ¢iselného télesa.

e Dirichletova véta o jednotkdch. Necht K je ¢iselné téleso s r redlnymi a
2s neredlnymi vnofenimi do C. Grupa jednotek (U, -) oboru celych éisel
R = Ok télesa K je izomorfni souc¢inu W x V', kde W je kone¢na cyklicka
grupa a V = Z"7*7! je volna Abelova grupa ranku r + s — 1. Podrobnéji,
v U existuje (r + s — 1)-tice tzv. fundamentdinich jednotek uy,usg, ..., us,
t =1+ s — 1, generujicich U:

U={Cui'uz®...ui* | (€ JNK,a; € Z},

kde J je mnozina vSech komplexnich odmocnin z 1. Korespondence U «
(JNK)xZ', u+ (¢, a1,...,a;) je navic bijekce.

Dikaz véty vyuzivd multiplikativné-aditivni homomorfismus
Log: K* - R""*
definovany jako
Log(a) = (log|o1(a)l,...,log|o.(a)|,log|m(a)?...,..., log|ms(a)?),

kde 01,...,0, jsouredlna a 71,71, ..., Ts, 7s nerealna vnoreni K do C. Zobrazeni
Log ma tyto tfi vlastnosti:

e 1. Pro a,b € K* mame Log(ab) = Log(a) + Log(b), takze
Log: (K*,-) — (R""*,4)

je homomorfismus grup.
2. Obraz jednotek Log(U) je obsazeny v nadroving

H={zeR " |z +20+... + 2,1, =0}
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3. Kazd4 omezena podmnozina X C R"™* m4 v R kone¢ny vzor: mnoZzina
Log ' (X) N R je kone¢na.

Vlastnost 1 je disledkem identit log(zy) = logx + logy pro =,y > 0, o(ab) =
o(a)o(b) a|r|*> = 77 proa,bv K a o, 7 vnoteni K do C. Vlastnost 2 plyne opét z
definice Log a toho, ze |N(a)| = |o1(a)] ... |7s(a)|? = 1 pro kazdou jednotku a v
U. Vlastnost 3 plyne z toho, ze [Log™*(X)NR| = |YNAg|, kde Y ¢ R* = R"+?*
je vzor X C R"** v zobrazeni

(xlax% cee ,il'n) = (log |x1|’ ceey IOg ‘xr|’ IOg(xz—l-l + x$’+2)7 ce 710g(x121—1 + 1’%))

a Ar = F(R) je mfizka v R"™ odpovidajici R. X je omezend, omezend je tedy i
Y a prinik Y N Ag je koneény, v disledku nésledujici charakterizace m¥izek v
feci topologickych grup.

e MnozZina A v R" je mfizka, pravé kdyz je A diskrétni podgrupa aditivni
grupy (R",+): z —y € A pro kazdé dva prvky z,y € A a existuje takové
>0,z An{x e R"| ||z| <6} ={(0,0,...,0)}.

Posledni podminka diskrétnosti A ekvivalentné znamena, Ze pro kazdou omeze-
nou mnozinu X v R" je prunik AN X konec¢ny. Dikaz pfenechdvame posluchaci
jako cvicCeni.

Vezmeme zuzeni Log na U, které oznacime Log;:

Log,: U— HCR'®
je opét multiplikativné-aditivni homomorfismus. Mame
UWXV a Ux2W XV,

kde W = Log;;' ({(0,0,...,0)}) je jadro a V = Log,(U) obraz homomorfismu
Log;;. Podivame se na W. Podle vlastnosti 3 to je konecna multiplikativni pod-
grupa U. Odtud uz snadno plyne, ze W se sklada z odmocnin z 1 lezicich v K
a ze W je cyklickd. (Kazdy prvek ve W mé koneény ¥ad, je to tedy odmocnina
z 1. Naopak kazda odmocnina z 1 lezici v K lezi i ve W. Dale je W generovana
prvkem w € W\{1} s nejmensim argumentem arg(w) > 0.) Podivame se na
obraz V. Je to diskrétni podgrupa (R"™% +) (V je jisté podgrupa (R"*S, +),
dokonce (H,+), a podle vlastnosti 3 je pro kazdou omezenou X C R"** priinik
Log; (U) N X koneény.) Podle hofejsi charakterizace miizek je tedy V mfizka v
R a
Logy(U) =V = {ajv1 + ...+ arvr | a; € Z}

pro né&jakych k vektort vy, ...,v; z R™* linedrné nezavislych nad R. Protoze
V C H, kde H je nadrovina, mame k < r + s — 1. Zbyva dokazat, ze V ma
nejvyssi moznou dimenzi r + s — 1. Ukdzeme, ze v U lezi t = r + s — 1 jednotek
U1, .. ., U, které jsou muliplikativné nezavislé—uj*us? . .. uy* =1, a; € Z, pouze
pro vsechny a; rovné nule. Dokazeme vice: v U nalezneme r + s — 1 jednotek u;,
jejichZ obrazy Log(u;) v R™* jsou linedrné nezavislé nad R. Tim bude dtikaz
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Dirichletovy véty hotov (bijektivnost korespondence u < ({,a1,...,a:) plyne z
mupliplikativni nezavislosti fundamentélnich jednotek).

Tyto muliplikativné nezavislé jednotky nalezneme ve tfech krocich.

e 1. Existuje konstanta ¢ > 0 zavisejici pouze na télese K, Ze pro kazdé o v
R* akazdé kv N, 1 < k <r+s, existuje v R*, Ze

IN(B)| < ¢ a Log(p) < Log()

v kazdé souradnici, s moznou vyjimkou k-té.
2. Pro kazdé k v N, 1 < k < r + s, existuje takova jednotka u v U, zZe

Log(u) < (0,0,...,0)

v kazdé soufadnici, az na k-tou (kterd je nutné kladnd).
3. VU existuje t = r + s — 1 jednotek uj,us,...,us, jejichz logaritmické
soufadnice Log(u;) jsou linedrné nezavislé nad R.

1. Budte dany k a « € R*. Necht Log(a) = (a1, as, ..., ar1s). Fixujeme kladné
konstanty ci1,ca,...,cr4s tak, ze 0 < ¢; < €* pro kazdé i rizné od k a c, > 0
je dostatecné velké. V R"™ vezmeme konvexni mnozinu F danou nerovnostmi

2 2 2 2
|z <eryonsfae] <ea xp ) F 2o S g1, T g 1+ Tpyos < Crys.

E je soumérnd podle pod¢atku a ma objem vol(E) = 2"n%cycy . . . ¢4 5. Vezmeme
cr > 0 tak velké, ze

vol(E) > 2"vol(Ag) = 2" °%+/|disc(R)|,
kde Arp C R™ je mrizka odpovidajici R. Konstantu c; > 0 staci tedy zvolit tak,
ze
€1Cg ... Crys = (2/m)%+/|disc(R)|.

Podle Minkowského véty pak v Ag existuje nenulovy vektor v lezici i v E. Necht
0 je prvek R odpovidajici v. Patrné 5 # 0,

Log(B) < (logeq, ..., logcrys) < (a1, .., arys) = Log(a)
v kazdé souradnici kromé snad k-té, a

[N (B)] 1) - low(B)] - [T (B)* - - 7 ()]

Cl...Crysg
= (2/n)*/|disc(R)|.

Jako vychozi konstantu lze tedy zvolit

¢ = (2/m)%+/|disc(R)].

2. Pro dané k a libovolny vychozi prvek a; € R* podle bodu 1 sestro-
jime takovou posloupnost oy, as,... v R*, Ze pro kazdé i plati |[N(a;)| < c a

IN
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Log(a;+1) < Log(e;) v kazdé soufadnici kromé k-té. Vime, Ze ||(c;)|| = |N ()|
a e v R je jen kone¢né mnoho idealti s normou mensi nez pevna konstanta.
Proto existuji indexy j < k tak, ze (o) = (ag), to jest a; = uag, kde u je
jednotka v U. Jeji logaritmické soufadnice jsou

Log(u) = Log(c;) — Log(ax) < (0,0,...,0)

az na k-tou.

3. Podle bodu 2 vezmeme v U takové jednotky ui, uz, ..., Urts, ze Log(u;) <
(0,0,...,0) v kazdé soutadnici az na i-tou, ktera je nutné kladnd, protoze soucet
v8ech soufadnic je nulovy. Uvidime, Ze (r 4+ s) x (r + s) matice

A = (Log(ui))iZy = (aij)i 2,

mé hodnost r + s — 1, protoze jejich prvnich r + s — 1 sloupct je lineadrné
nezavislych. Pfipominame, Ze A mé na hlavni diagonéle kladna ¢isla, mimo ni
zaporna Cisla a fadkové soucty jsou nulové. Pro spor vezmeme linedrni kombinaci
prvnich r 4+ s — 1 sloupct s koeficienty dy, ..., d,4+s—1, ne vSemi nulovymi, ktera
je nulovy vektor. Vynasobenim této kombinace vhodnym ¢islem dosdhneme, ze
|d;] <1 pro kazdé i a dp = 1 pro néjaké k, 1 <k <r+s— 1. V k-tém fadku
linearni kombinace pak ale méame spor:

r+s—1 r+s—1 r4+s

0= Z djag,; > Z ak,j > Zak,j =0.
k=1 k=1 k=1

Prvnich r + s — 1 sloupci matice A je tedy linedrné nezavislych a seznam
U1, U2, ..., Ur4s Obsahuje r + s — 1 jednotek s linearné nezavislymi logaritmic-
kymi souradnicemi. Nalezli jsme fundamentalni jednotky a dikaz Dirichletovy
véty je hotovy.
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