Prednaska 9, 17. dubna 2013

Za situace popsané v predchozi vété je Jacobiho matice slozeného zobra-
zeni h = g o f v bodé€ a rovna sou¢inu Jacobiho matice zobrazeni g v bodé
b= f(a) a Jacobiho matice zobrazeni f v bodé a:
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Specidlné pro k = 1, kdy funkce h = h(zy,zs,...,2,,) 0 m proménnych je
sloZeninou

h:g(f17f27---7fn)

funkce ¢ = g(x1,29,...,2,) o n proménnych s n funkcemi f; =
fi(z1, e, ..., ), dostavame fetizkové pravidlo pro parcidlni derivaci slozené
funkce:

Oh s, 0
G = g SR
= (Vy(f(a)),0if(a)),
kde 7 = 1, 2, cee, M, f = (fl,fg, e ,fn) a 82]0 = (&L»fl,aifg, e ,8an)

Geometrie parcialnich derivaci. Zobecnime pojem te¢ny ke grafu funkce
jedné proménné na (nad)rovinu te¢nou ke grafu funkce vice proménnych. Pro
jednoduchost znaceni se omezime na pfipad tecné roviny a dvou proménnych;
obecna te¢na nadrovina ke grafu funkce m proménnych se zavadi analogicky.

Necht (g, o) € U C R? kde U je oteviend mnoZina v roving, a f : U —
R je funkce. Jeji graf

Gr={(z,y,2) R’ | (z,y) €U,z = f(z,y)}

je plocha v tfirozmérném euklidovském prostoru. Na G lezi bod (o, yo, 20),
kde zo = f(wo, o). Necht je funkce f v bodé (xg, yo) diferencovatelnd. Potom
mezi vSemi afinnimi funkcemi dvou proménnych L(z,y) (tj. L(z,y) = a +
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Bx + vy), jejichz graf obsahuje bod (zg, o, 20), je pouze jedina spliujici pro
(x,y) — (z0,y0) aproximaci

Flx,y) = Lz,y) + o(v/(z = 20)* + (y — 10)?) .

totiz funkce

0 0
T(z,y) =2+ 8_£<x0’y0) (z —@0) + a—z(xowo) (¥ — o) -

To plyne z existence a jednoznacnosti diferencidlu, protoze ziejmé T'(z,y) =
20 + D f(zo, yo)(x — o,y — yo). Graf funkce T'(z,y)

GT = {(ZL’,y,Z) € R3 | (ZE,y) € R2,Z = T(C(],y)}

se nazyva tecnou rovinou ke grafu funkce f v bodé (xg, Yo, 20)-
Rovnici te¢né roviny z = T'(z,y) prepiSeme ve tvaru

%(950,?/0) (T —20) + %(ﬂﬁo,yo) (y—y) = (2—2) =

0,
neboli (V,(x — xo,y — v0,2 — 20)) = 0

Y

kde V € R3 je vektor

0 0
V= (a—i(l‘o’yo)a 8_£<x07y0)7 —1> .

Oznacime-li X = (z,y,2) a Xy = (%9, Y0, 20), miZeme tecnou rovinu G
zapsat i jako

Gr={X eR* | (V,X — X,) =0} .
Tvori ji tedy pravé ty body, jejichz smérové vektory k bodu Xg jsou kolmé

na V. Vektor V' se nazyva normdlovym vektorem ke grafu funkce f v bodé
Xo.

Parcialni derivace vyssich fadt. Pokud mé funkce f : U — R definovana
na okoli U C R™ bodu a v kazdém bodé U parcialni derivaci F' = 0;f a
tato funkce F' : U — R ma v bodé a parcialni derivaci 0;F(a) = 0;0;f(a),
fekneme, Ze f ma v bodé a parcidlni derivaci druhého tadu podle promeénnijch
x; a z; a jeji hodnotu znacime
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Podobné definujeme parcialni derivace vyssich fadia: méli f =
fzy,x9,. .., xp) v kazdém bodé x € U parcidlni derivaci (iy, ia,...,ik-1,J €
{1,2,...,m})
6k—1f
= om, om0 )
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a F' ma v bodé a € U parcialni derivaci 0;F(a), fekneme, ze f ma v bodé
a parcidalni deriwaci k-tého Tddu podle promeénnych x;,, ..., x;, _,,x; a jeji
hodnotu znacime
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Na potadi proménnych pii parcidlnim derivovani obecné zalezi: jako cviceni
dokazte, ze funkce f: R? — R,

zy(x2—y2
’ 0 pro 22 +9y* =0,

ma v pocatku obé smisené parcialni derivace druhého fadu s rtiznymi hod-
notami
0 f o0 f
0x 0y Oyox

Pti spojitych parcialnich derivacich vsak na pofadi proménnych nezalezi.

0,0)=1 a

(0,0) = —1.

Tvrzeni (obvykle 0,0,f = 0,0, f). Necht funkce f: U — R md na okoli
U C R™ bodu a parcialni derivace druhého vddu 0;0;,f a 0;0;f, i # j, a ty
jsou v a spojité. Pak

@@f(a) = Olﬁjf(a) .

Diikaz. Necht m =2 a a =0 = (0,0), obecny piipad je velmi podobny. Diky
spojitosti obou parcidlnich derivaci v poc¢atku staci nalézt pro kazdé (dosti
malé) h > 0 ve &tverci [0, h]? dva body o a 7, v nichz 9,0, f(0) = 9,0, f(7).
Pro h — 0% pak totiz o, 7 — 0 a limitni pfechod a spojitost obou parcialnich
derivaci v 0 davaji, ze 9,0, f(0) = 9,0, f(0).

Vrcholy ¢étverce oznacime a = (0,0), b = (0,h), ¢ = (h,0), d = (h,h) a
uvazime ¢islo f(d) — f(b) — f(c) + f(a). Lze ho dvéma zptisoby napsat jako
rozdil rozdilt:

fld) = f(b) = f(e) + fla) = (f{d) = f(b)) = (f(c) = f(a)) = ¥ (h) = ¥(0)

(h) —¢(0) ,

< =



kde

P(t) = f(h,t) = £(0,1) a ¢(t) = f(t,h) — f(t,0) .
Mame ¢'(t) = 0, f(h,t)—0,f(0,t) a ¢'(t) = 0. f (¢, h)— 0, f(t,0). Lagrangeova
véta o stredni hodnoté dava dvé vyjadieni

f(d) = f(b) = fle) + fla) = ¥'(to)h = (0yf(h,to) — Oy f(0,t0))In
= ¢/(30)h = (axf(sm h) - axf(soa 0)h

......

alnich derivaci f a mame

f(d) = f(b) = f(c)+ fla) = 0:0, f(s1,t0)h® = 0,0, f (S0, t1)h?, s1,t1 € (0,h) .

Body o = (s1,t0) a T = (so,t1) lezi ve ¢tverci [0, h]* a mame 9,0, f(0)
0,0, f(7) (protoze obé hodnoty se rovnaji témuz ¢islu (f(d) — f(b) — f(c)

f(a))/h?).

Rovnost hodnot obou derivaci Ize dokézat i za slabsich predpokladii: existuje-
i 0,0,f v okoli bodu a a je v ném spojitd, potom existuje 9,0, f(a) a
00y f(a) = 0,0, f(a).

Pro otevienou mnozinu U C R™ ozna¢ime symbolem C*(U) mnoZinu
funkci f: U — R, jejichz vSechny parcialni derivace do fadu k vcetné jsou
na U definované a spojité.

o+ |

Dusledek. Pro kaZdou funkci f = f(x1, 22, ..., 2m) 2 C¥(U) hodnoty jejich
parcidlnich derivact aZ do vadu k nezavisi na poradi proménnych—pro | < k
aa €U plati
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jakmile se posloupnosti (i1, ...,4) a (j1,...,71) lsi jen poradim élend.

Diikaz. Kdyz je posloupnost v = (j1,...,J;) pouze permutaci posloupnosti
u = (i1,...,14), dokdZzeme u proménit ve v prohazovanim dvojic ¢lent v u,
dokonce staci prohazovat sousedni ¢leny: v u nalezneme ¢len j; a nechame
ho ,,propadnout® az dolil na prvni misto, pak nechame propadnout na druhé
misto jo atd. Rovnost hodnot parcialnich derivaci tak plyne z ptfedchoziho
tvrzeni. a



V pripadé spojitych parcialnich derivaci tak zalezi jen na multimnoziné pro-
meénnych, podle kterych se derivuje, ale ne na jejich potadi. Misto 0,0, piSeme
struénéji 0z? apod. Napiiklad, pro f z C*(U) na U mame

>f B O f I Y
Oy 0x Oy Oy 0z  Oy2 0x 0z 0y  Ox 0z 0y3 0z Oy3 Oz

Diilezitym néstrojem pfi studiu funkci je Tayloriiv polynom, jenz nyni
zobecnime pro vice proménnych. Na prikladu vysvétlime, jak rozumét pou-
Zitému symbolickému zapisu mocniny diferencidlniho operatoru. Nechf f =
f(x,y,2) je funkce z C3(U) a a € R3, o, 8 € R jsou konstanty. Napiiklad
zapisem

(ad, + B0:)*f(a)

se rozumi

(@®(8y,)* + 3a°B(8,)?0, + 3aB°0,(0,)* + 8%(0.)°) f(a)
0 I 0°f

_ 307 2 39S
- oy3 (a) +3a ﬁ@y%’z Oy0z? () + 8 023 (a).

Podobné pro jiné mocniny.

Véta (zobecnéni Taylorova polynomu). Necht U C R™ je okoli bodu a
a f: U—R je funkce z C"(U). Potom pro kazdy bod h = (hy,hg, ..., hy),
Ze a+ h € U, mame Tayloriv rozvoj

n

1 .
fla+h) = Y (1100 + o + -+ + hinn)' f(a) + e(h)
i=0
1 8i1+i2+---+imf

- Z iig! . ! 0x 0z ... Oxim
= fla)+ > Oufl@hi+ > 00 fla)hih; +
i=1

1<i<j<m

(a) - K h2 ... him + e(h)

1 - 2 2
+2;8xif(a>hi+ +e(h)

kde e(h) je chybovd funkce splriugici pro h — 0 odhad e(h) = o(||h]|"), t.
lim,_ge(h)/||h|]|" = 0. V prunim vjrazu mocninu chapeme symbolicky (ve



vyse popsaném smyslu) a ve druhém, kde jsme ji rozvinuli podle multino-
mické véty, v sumé scitdme pres vsechny m-tice nezapornych celyjch cisel
11,12, ..., 1, Se souctem nejvyse n. Ve tretim vyrazu jsme wvedli zacatek roz-
voje pro hodnoty 1 = 0,1 a 2.



