9. prednaska 26. listopadu 2007

Véta 2.11. Necht f € C?(U), kde U C R™ je oteviend mnozina, a a € U
je bod.

o Pokud Vf(a) # 0, nemd f v a ani neostry lokdlni extrém.

e Pokud Vf(a) =0 a Hy(a) je pozitivné (negativné) definitni, potom md f
v a ostré lokdlnd minimum (mazimum,).

e Pokud Vf(a) =0 a Hy(a) je indefinitni, nemd f v a ani neostry lokdlni
extrém.

Duikaz. 1. Pokud Vf(a) # 0, pak napt. 9, f(a) > 0 (pro 9, f(a) < 0 postupu-
jeme obdobné), a f(a1+h,as,...,am) = f(a)+0., f(a)h+o(h). Existuje tedy ta-
kové 6 > 0, ze pro h € (—4,0) méme f(a1+h,aq,..., m) f(a) < 20., f(a)h
0 apro h € (0,0) mdme f(ay + h,az,...,am) — f(a ) 10, f(a )h > 0. Funkce
f nema v a ani neostry lokalni extém.

2 a 3. Nyni Vf(a) = 0. Kvadratickou formu xH(a)z” ozna¢ime jako P(z) a
f rozvineme v okoli a do Taylorova rozvoje fadu n = 2 (tvrzeni 2.10). S¢itanec
f(a) odpovidajici i = 0 pfevedeme vlevo, séitanec s i = 1 zmizi, protoze V f(a) =
0. P(z) je homogenni polynom stupné 2, takze

fla+h)—fa) = 7 (1101 + h20s + -+ + hinOp)' f (@) + o[ 2]]*)
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= SInIP(PE) + o),
kde vektor e = e(h) = (h1/||hll, h2/||Bll,- - -, hm/||R]]) lezi na jednotkové sféte
S ={zx € R™ | |jz| = 1}. S je kompaktni podmnozina R™ (je uzaviend a

omezend) a spojitd funkce P(x) na ni proto nabyvd minima a maxima:

u:P(a):”ghiglP(w) a M= P(ﬂ)*lgﬂaﬁp( x)

pro néjaké vektory o a 3 z S. Pozitivni (negativni) definitnost Hy(a) je ekvi-
valentni nerovnostem 0 < p < M (up < M < 0) a indefinitnost je ekvivalentni
w<0< M.



Je-li Hy(a) pozitivné definitni, mame P(e) > p > 0 pro kazdé e € S, a tak
existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé h spliujici 0 < ||h]| < § plati

flath) — fla) = 5 IIP(P(e) +of1)) > 12 £ 5 g
—f mé v a ostré lokdlni minimum. Analogicky pro negativné definitni Hy(a)
dostavame ostré lokalni maximum. Kdyz je H(a) indefinitni, pak existuje 6 > 0
takové, zZe pro kazdé ¢ € (0,9) mame

12 )
fla+ta)— fla) = 5(]3(&) +o(l) < = 5 < 0
t2 2 M
fla+tp) = fla) = g(P(ﬁﬂ'O(l)) Y >0
—f nema v a ani neostry lokalni extrém. ]

DulezZité poznamky. Podle této véty funkce, ktera mé v kazdém bodu oteviené
mnoziny U gradient, mtze mit lokalni extrém pouze v bodech, v nichz je gradient
nulovy. Témto bodtm se fika staciondrni body. Dostaneme je jako FeSeni rovnice
Vf(a) = 0. Kdyz je matice Hy(a) semidefinitni, nefikd véta nic, funkce muze
mit v a extrém nebo nemusi. Kone¢né zdtiraznéme, ze se véta tyka otevienych
mnozin U, respektive vnitinich bodt a mnoziny U. Pokud je bod a v U ale neni
jejim vnitinim bodem, pak miZe f mit v a lokalni extrém vzhledem k U, i kdyz
je Vf(a) nenulovy. Lokdlnimi extrémy v hrani¢nich bodech mnozin se budeme
zabyvat pozdé&ji (v partii o Lagrangeovych multiplikatorech).

Priklad. Naleznéte lokalni a globalni extrémy funkce
f: R*> =R, flz,y) =y* +ycosz —sinx — 2.

Defini¢ni obor R? je oteviens mnozina, pro hleddni lokalnich extrémi mfizeme
bez problémt pouzit vétu 2.11. Mame

Vf(z,y) = (0:f,0yf) = (—ysinz — cos x, 2y + cos x)

Hy(x,y) = ( Ozl Oz, f ) — ( —ycosxw + sinx —sinx )

2 2 s
ayx f ayy f sinx 2
Soustava rovnic V f(z,y) = (0,0) se snadno vyfesi a davé stacionarni body

s = (/2 + km,0), k € Z.

—_1)\k _1)\k+1
Hy(sg) = ( E_Bk—o—l é D )

Tedy



Hy(sg) = ( 7} ; ) pro liché k a Hy(sy) = ( _i 7; ) pro sudé k.

Prvni matice je indefinitni,
P(a,y) = —2° 4+ 22y + 29" = —(z — y)* + 37,
a druhd je pozitivné definitni,
P(z,y) = a* = 20y + 2y° = (z — y)* + y*.

Pro liché k v s neni lokédlni extrém a pro sudé k je v s; ostré lokdlni minimum,
vzdy s hodnotou

f(s2k) = =3.

Jediné lokalni extrémy funkce f tedy jsou tato ostra lokalni minima.

Globélni maximum neexistuje, protoze f je shora neomezena: f(mw/2,y) =
y? — 3. Jiny dfivod je ten, Ze f nem4 Z4dné lokdlni maximum (a globalni maxi-
mum by muselo byt i lokdlnim maximem). Nalezneme globalni minimum. De-
finiéni obor R? neni kompaktni, nelze hned pouzit vétu o extrémech spojitych
funkci na kompaktech. Funkce f je vSak 2m-periodickd v x a pro vySetieni glo-
balnich minim sta¢i uvazit jeji hodnoty v pasu

P={(z,y)|0<z<2myeR}

Na jeho hranici mame

1\ 9. 9
f0,9)=f@my) =y’ +y—2= <y+2> 1 2 1 —3.
Jesté ale nejsme hotovi. I kdyz hodnoty f na hranici pasu nejsou mensi nez —3,
pas sédm je nekompaktni a pro y — Foo by nékde uprostied néj mohla f klesat
k hodnotdm mensim nez —3, tfeba do —oo, a globalni minimum by nemuselo
existovat. Jednoduchy odhad v8ak ukazuje, ze se f tak nechova. Pro |y| > 2 a
libovolné = € R méame

> 1\* 13
Kdyz tedy pas P rozlozime na disjunktni sjednoceni
P = P1 @] PQ,

kde P, = [0,27] x [—2,2] je kompaktni obdélnik a P, je nekompaktni zbytek,
pro kazdé a € P, plati f(a) > —1 > f(so) = —3 a sg € P;. Na hranici obdélnika
P, m4 f vzdy hodnotu alespori —9/4 > —3 a na jeho vnitiku m4 f jediné lokalni
minimum f(sg) = —3. Proto m4 f na obdélniku P; a na celém pésu P jediné
ostré globalni minimum f(sg) = —3. Z 2m-periodi¢nosti v proménné x plyne,



ze hodnoty f(sar) = —3, k € Z, jsou pravé vSechna neostrd globalni minima
funkce f na R2.

Véta o implicitnich funkcich. Uvazujme soustavu n rovnic o m + n nezné-
mych

Fl(xlw"vxmuylv"‘ayn)
FQ(IL‘l,...,IEm,yl,...,yn) = 0

Fn(xlv"‘vxm:ylv"‘ayn) = 0.

F; jsou realné funkce definované na okoli bodu (zg,y9) v R™*", kde zg je v R™
a yo v R™, ktery je feSenim této soustavy, to jest Fi(zo,yo) = Fa(zo,y0) = ... =
F,(z9,yo0) = 0. Nedaly by se nezndmé y1, . . ., y, ze soustavy eliminovat a nedaly
by se vyjad¥it, alespoii lokdlné v okoli xg, jako funkce y; = fi(x1,...,2m) ne-
znédmych x4, ..., x,,? Nasledujici véta ukazuje, Ze jistych predpokladt to mozné
je.

Zavedeme znaceni. Pro zobrazeni F' = (Fy, Fa, ..., Fp)a f = (f1, f2,- -y fn),
pficemz F; = Fi(z1,...,Tm,Y1,---,Yn) & f; = fi(x1,...,2), oznaéime z =
(1,22, Zm), ¥y = (Y1,Y2,- -, Yn) @

OF,  OF; OF;
Oxq Oxo OTm
OF,\ ™™
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Prvni a tfeti matice maji rozmér n X m, druhd matice je ¢tvercova s rozmérem
n xn.

Véta 2.12. Necht
FZ(F17F2,...,Fn)I W — R"

je zobrazeni definované na okoli W C R™™ bodu (x9,y0), kde zg € R™ a
yo € R, které splnuje nasledujici podminky.

1. F; = Fi(x,y) € CL(W) pro 1 <i <n.

2. Fi(x0,y0) =0 pro 1 <i < n.



3. det(F,(zo,y0)) # 0.

Potom existugi okoli U C R™ a V. C R" bodi xg a yg takovd, Ze U xV C W
a pro kazdy bod x € U existuje prdvé jeden bod y € V spliujict F;(xz,y) = 0
pro 1 < i < n. Jinak teceno, existuje zobrazeni f = (f1, fo,..., fn): U =V
takove, Ze

V(z,y) eU xV: F(a,y) =0 <= y = f(z).

Navic kazdd funkce f; je v CY(U), takZe zobrazeni f je diferencovatelné na U a
jeho Jacobiho matice f'(x) v bodé x € U spliiuje

fl(@) = =(Fy(x, f(2)) 7" Fi(z, f(2)).

Diikaz této véty délat nebudeme. Naznacime ale, jak ze vztahil
Fi(x, fi(z),..., fo(x)) =0, 1<k <n a z €U,

az f; € CL(U) plyne hotejsi formule pro f’(z) a také praktictéjsi explicitni
formule pro 9; f;(x). Parcidlnim derivovanim téchto n rovnic podle proménné x;
dostavame n vztaht

OF "~ OF ;
5o, (@ (@) + g Gy @) Gr@ =0 1<k <n

To je soustava m rovnic s n neznamymi 0, f;(z), 1 < j < n, kterou zapiSeme
maticové jako
F;alf:_alFa

kde F), = F,(, f(x)), 0;F je sloupcovy vektor (O, F1, 0z, Fy, .. 0, BT, 0 f
je analogicky sloupcovy vektor pro f a argumenty parcidlnich derivaci z, f(x) a
x pro strucnost vynechavame. Odtud uz pomoci linearni algebry plynou vztahy

f'(@) = =(Fy(x, f(2)) ™" Fi(z, f(2))

Yi+17m 0"

ow; det(9y, F, 0y, F,...,0,, F)
(v bodech x € U a (z, f(x)) € U x V). Podrobnosti viz tloha 1.

of;  det(dy,F....,0,, ,F.0,,F,0, F....,0,F)

Ulohy

1. Rozmyslete si odvozeni vzorce pro Jacobiho matici implicitnich funkci ve
tvaru soucinu dvou matic a pro jejich parcidlni derivace ve tvaru podilu
determinanti.



