Prednaska 8, 20. listopadu 2019

Vice o stejnomérné konvergenci. Mooreova—Osgoodova véta 1 a 2.
Zmeéna poradi operaci limity a integrovani/derivovani (bez
dukaz)

Stejnomérna Bolzanova—Cauchyova podminka. Zakladnim vysledkem
teorie limit redlnych posloupnosti (a,) C R je ekvivalence

JaeR: lima,=a <= Ve>03noeN: m,n>ng=|ay —a,| <e

— posloupnost (a,) konverguje, pravé kdyz je Cauchyova. Je to jedna z hlav-
nich vét v Matematické analyze I. Zobecnime ji pro posloupnosti funkci.

Tvrzeni (stejnomérna B.—C. podminka). Necht f,: M — R, n € N,
jsou redlné funkce definované na mnozZiné M. Pak

df: M —->R: fo,=f (naM)
= Ve>03anyeN: m,n>ng, v € M = |fn(x)— fulz) <c.

Na levé strané ekvivalence lze misto f, = f (na M) psat lim f, = f, s
konvergenci v normé || - ||co. Pravé strané ekvivalence se Tikd stejnomérna
Bolzanova—Cauchyova podminka.

Dikaz. Implikace =. Konverguji-li f, na M stejnomérné k f, vezmeme ng v

N, aby pro kazdé n > ny a kazdé x € M bylo |f,(z) — f(z)| < §. Pak pro
kazdé m,n > ng a x € M mame (podle A-ové nerovnosti)

e €

[fin(2) = fa(@)] < |fu(2) = f(@)]| + (@) = ful2)] < 5+ 5

Posloupnost (f,) tedy spliiuje stejnomérnou Bolzanovu—Cauchyovu pod-

minku.
Implikace <. Posloupnost funkci (f,) C N je tedy Cauchyova po-

=£.

sloupnost v (metrickém ¢ normovaném) prostoru funkei (N,|| - ||), kde
N ={f| f: M — R. Podle tlohy 6 v pfednésce 6 to je uplny prostor.
Tedy existuje funkce f € N, ze lim f,, = f, a tak f, = f (na M). O

Déva proto smysl znaceni f, = (na M) ¢ f, I;C; (na M), ze posloupnost
(fn) C N spliiuje na M stejnomérnou Bolzanovu—Cauchyovu podminku, re-
spektive ji splnuje lokalné, a tak stejnomérné, respektive lokalné stejnomérne,
konverguje na M k néjaké funkci f.



Diniho véta. V nékterych situacich 1ze ze slabsiho predpokladu jen bodové
¢i jen lokalné stejnomérné konvergence odvodit stejnomérou konvergenci. Pri-
klad takové situce uvadi iloha 8 v Sesté prednésce. Tuto tlohu ted zobecnime.

Tvrzeni (kompaktnost = =). Jsou-li funkce f,: M — R, n € N, defi-

loc
nované na kompaktnim metrickém prostoru (M,d) a f, = (na M), potom i
fo = (na M).
Diikaz. Pro kazdé a € M vezmeme kouli B, = B(a,r,), ro > 0, ze f, =

(na B,). Tyto koule pokryvaji M, takze podle kompaktnosti pro né&jakych
kone¢né mnoho bodt aq,...,a € M je

Pro dané ¢ > 0 necht n;, € N spliuje, ze kdyz m,n > n; a © € B,,, tak
|fm(z) — fu(2z)| < €. Pro kazdé m,n > maxj<;<pn; ax € M pak téz | f,,,(x) —
()] <e. O

Posloupnost funkci f,: M — R, kde n € N a M je mnozina, je monotonni,
kdyz pro kazdé a € M je fi(a) < fa(a) < ... nebo pro kazdé a € M je
fila) = fila) = ...

Véta (Diniho). Necht f,, — f (na M) pro monotdnni posloupnost spojitych
realnych funkci f,, n € N, a spojitou realnou funkci f, které jsou vsechny
definované na kompaktnim metrickém prostoru (M, d). Pak f, = f (na M ).

Diikaz. Pro dané € > 0 a n € N definujeme mnoziny
I ={a e M||fu(a) = fla)] <e}.

Diky spojitosti funkci f,, a f jsou vSechny mnoziny I, oteviené a diky bodové
konvergenci f, k f pokryvaji M. Diky kompaktnosti prostoru M existuji

indexy nq,...,n;, ze M = Ule I,,,. Diky monotonii posloupnosti (f,,) je
I C I, C..., takze M = I, pro kazdé n > ny = max(n4, ..., n;). Pro kazdé
n > ng a kazdé x € M = I, je tedy |fn(z) — f(z)] < e. O

Vétu objevil italsky matematik Ulisse Dini (1845-1918), ktery pusobil na
univerzitach mésta Pisa.



Mooreova—Osgoodova véta. Jak uz davno vime, zména pofadi limit mtize
vést ke zméné vysledku:

lim lim 2" = lim 0 =0, ale lim lim 2" =lim 1=1.

r—1— n—oo z—1— n—o0 r—1- n—00
Dokézeme, ze pfi stejnomérné konvergenci se to stat nemtize. Vétu neprve
vyslovime a dokazeme pro realnou osu M = R a pak uvedeme jeji zobecnéni

pro jakoukoli mnozinu M. Pripomeneme si oznaceni prstencovych okoli na
realné ose: kdyz § > 0,

P(xg, 0) = (2o — 6, 2o +6) \ {0} pro zo € R,

P(zg, §) = (—o0, —1/8) pro xy = —00
P(xo, 0) = (1/4, 4+00) pro zg = +o0 .

Véta (Mooreova—Osgoodova 1). Necht zq € R* (jsou povoleny i hodnoty
xg =100), § >0, fu,f: P(xg,0) >R, neN, f, = f (na P(x0,0)) a pro
kazdé n € N ezistuje vlastni lim,_,,, fo(x) = a, € R. Pak existuje vlastni
limita

lima, =L a lim f(z)=1L.

n—00 T—To

MiZeme tak prohodit limity a mdme rovnost:

lim lim f,(z) = lim lim f,(z)=L.

n—00 T—T0 T—To N—00

Diikaz. Protoze f, = (na P(zg,9)), pro dané € > 0 existuje index ny, ze
m, n > ng, £ € P(xg,d0) = |fm(x) — fu(z)] <e.

Pro pevné m a n limitni pfechod © — ¢ nerovnost zachova nebo ji zméni v
rovnost a
m, n>ng=|a, —a,| <e.

Tedy je (a,) C R cauchyovskéd posloupnost a mé tak lim,, . a, = L € R.
Pro kazdé n € N a kazdé x € P(zy,d) podle trojihelnikové nerovnosti je

[f(2) = LI < [f(@) = ful@)| + [fa(®) — an| +|an — L] .
——

-~

A B C




Bud déno ¢ > 0. Zvolime tak velké ny € N, 7Ze pro kazdé = € P(xo,d) a
n =ng je A,C < 5. Zvolime dy € (0,9), Ze pro n = ng a kazdé x € P(x, o)
je B < <. Pak

z € P(xo, &), n:n0:>\f(a:)—L\§A+B+C<§+§+§:5.

Tedy lim, ., f(x) = L. O

Véta je nazvana podle americkych matematikt Eliakima Hastingse Moorea
(1862-1932) a Williama Fogga Osgooda (1864—1943). S jeji pomoci mizeme
znovu dokézat, Ze stejnomérné limita spojitych funkci je spojita funkce. Necht
fnyn €N, a f jsou redlné funkce definované na okoli U bodu a € R, funkce
fn jsou spojité v a a f, = f (na U). Pak

lim f(z) = lim lim f,(x) = lim lim f,(z) = HILI& fnla) = f(a)

T—ra T—a N—r00 n—oo r—a

a tedy je f také spojitd v a (aloha 1).
Jak Mooreovu—Osgoodovu vétu zobecnit pro funkce definované na jaké-
koli mnoziné?! Pro mnoZinu M # () nazveme jakoukoli posloupnost

X=(X,)CPM), X1 DXsD...,

jejich vnofenych neprazdnych podmnozin (takze () # X, C M) jejim sou-
strednym systémem. Rekneme, Ze funkce f: X; — R md podle X limitu
L € R, psano limy f = L, kdyz

Ve>03dneN: ze X, =|f(x)-L|<¢
(je to totéz jako Ve > 03ng: n >ng,z € X,, = |f(x) — L| < e —1tloha 2).

Véta (Mooreova—Osgoodova 2). M # () bud mnoZina, X = (X,) C
P(M) bud jeji soustiedny systém, f,,f: X1 — R, n € N, budte funkce s
fo = f (na X1) a pro kazdé n € N necht ezistuje vlastni limy f, = a, € R.
Pak existuje vilastni limita

lima,=L a limf=1.

n— 00 X

MuzZeme tak prohodit limity a mame rovnosti

g S =lip i S = L

!Toto zobecnéni jsem na prednisce neuvadél.

4



Diikaz. Protoze f, = (na Xi), pro dané € > 0 existuje index ng, Ze
m,n Z No, T € Xl = |fm(l’) - fn(37)| <E.

Necht m,n > ng jsou pevné. Podle definice limity podle X existuji indexy
ki,ka € Ny ze v € Xy, = |fo(2) —am| <caz € X, = |fulz) —an] <e.
Pro ko = max(ky, k2) pak podle trojihelnikové nerovnosti méame

T € Xig = |am — an| < am — (@) + | fin(2) = ful@)| + [ ful2) — an]
< e+ete=3¢.

Posloupnost (a,) C R je opét Cauchyova a méa lim,,_,. a, = L € R.
Pro kazdé n € N a kazdé = € X; podle trojihelnikové nerovnosti je

[f(z) = Ll < [f(2) = ful@)| + | fu(2) — an| +|an — L] .
——

-~

A B C

Bud déno € > 0. Zvolime tak velké ng € N, Ze pro kazdé x € X; a n = ny
je A,C < § (coz lze diky f, = [ (na X1) a a, — L pro n — o0). Zvolime
k €N, ze pro n = ng a kazdé v € X; je B < £. Pak

r € Xy, n:n0:|f(x)—L|§A+B+C<§+§+§:5_

Tedy limy f = L. a
Tato véta patrné zobectiuje svou prvni verzi (tloha 5).

Zmeéna poradi operaci limity a integrovani/derivovani. Z ¢asovych
divodl nebudeme odpovidajici véty dokazovat.

Véta (vymeéna lim,, ,o a [).2 Necht f,, f: [a,b] = R, kde a < b jsou redind
¢isla a n € N, jsou funkce, f, jsou na [a,b] riemannovsky integrovatelné a
fo = f (nala,b]). Pak i f je na [a,b] riemannovsky integrovatelnd a

i [ =1

2Existuji lepsi véty o z4meéné limity a (i riemannovské) integrace. Pokusim se je zde
pozdéji doplnit.




Véta (vyména lim, ,,, a %). Necht —o0o0 < a < b < 4+00 s a,b € R*
a fn: (a,b) = R, n € N, jsou takové funkce, Ze (i) kaZdd f, md na (a,b)

loc
derivact f), (i1) fI = g (na (a,b)) pro néjakou funkci g: (a,b) — R a (iii)
existuje bod ¢ € (a,b), Ze posloupnost (f,(c)) C R konverguje. Potom

loc
fn= [ (na(a,b))
pro néjakou funkci f: (a,b) — R, kterda md na (a,b) derivaci rovnou ' = g.

Integrace funkce vylepsuje, z nespojitych se stavaji spojité, ale derivovani je
naopak kazi, derivace spojité funkce muze byt nespojita. Proto predpoklady
posledni véty museji zahrnovat posloupnost derivaci (f/) a ne posloupnost

(fn)-

Uvedeme si tii priklady na posledni vétu. Funkce

_ sin(nx)

fulw) = 20
na R, ale posloupnost jejich derivaci (cos(nz)) ani nekonverguje bodové pro
mnoh4 ¢isla x € R (tloha 3). Stejnomérné konvergence (f,,) tedy nezarucuje
konvergenci (f/). Funkce

1
folz) =1 /2% + 2 = |z

na R (aloha 4) a na R existuji derivace f/ (z), ale limitni funkce f(z) = |z| v
0 derivaci nemé. Stejnomérna konvergence (f,,) k f tedy nezarucuje existenci
f'. Konecné funkce f, () = n maji posloupnost derivaci (f/)) = (0), jez jisté
stejnomérné konverguje na R k nulové funkci, ale ptivodni posloupnost (f,)
nekonverguje ani bodové. Jsou tedy splnéné predpoklady (i) a (ii), ale ne
(iii), a zavér véty neplati.

Ulohy

1. Vysvétlete, proc¢ plati jednotlivé rovnosti vypoctu dokazujiciho pomoci
Mooreovy—Osgoodovy véty 1 spojitost stejnomérné limity v bodé a.



. Dokazte ekvivalenci dvou uvedenych definic limity podle X.

. Naleznéte néjaké body x € R, v nichz (cos(nz)) nekonverguje.
. Dokaite, ze y/2% + 25 =3 |z| (na R).

. Vysvétlete, pro¢ Mooreova—Osgoodova véta 2 zobecnuje Mooreovu—
Osgoodovu vétu 1.

. Je pravda, ze

1 1
lim fn= / lim f, ,
0 0 n—oo

n—o0
kdyz f,(z) = nx(1 — z)"?
. Spoctéte limitu
/2

lim (sin”
n—oo 0

g —sin"z) do

a vypocet zduvodnéte.

. Spoctéte limitu
1

lim [ (1+x/n)"de

n—oo 0
a vypocet zduvodnéte.
. Tato tloha uz asi byla ve specialnim pfipadu, ale presto ji uvedeme

obecné. Necht f, — f na M, ale f,, & f na M. DokaZte, Ze neexistuje
vzhledem k inkluzi maximalni mnozina A C M, ze f, = f na A.



