Prednaska 7, 13. listopadu 2019
Dukaz existence spojité funkce bez derivace
Budeme tedy dokazovat nasledujici

Vétu (spojita funkce bez derivace). Ezistuje takovd funkce f € C[0,1],
Ze pro kazdé x € [0,1] a kazdé § > 0 je

an ({ ‘ ORE

y—x

'yEP(x, 5)n o, 1]}) = 400 .

Tato funkce je samozrejmé spojitd, ale neni diferencovatelnd v Zadném bodé
intervalu [0, 1].

Diferencovatelnost funkce v daném bodé znamena existenci vlastni derivace,
v krajnim bodu intervalu jednostranné, a P(x,0) = (x — d,z) U (z,2 + 9).
Vétu dokazeme pomoci ¢tyt lemmat.

Lemma 1. Funkce f € C[0, 1] md vlastnost uvedenou ve vété, ma-li vlastnost,
Ze pro kazdé x € [0,1] je

— f(z

sup ({ Jy) = Jw) )‘ ’ y €0, 1]\ {x}}) = 400 .
y—x

Parametr 6 ve vété tedy je nepodstatny.

Diikaz. Predpokladame, Ze f méa pro kazdé x v [0, 1] tuto vlastnost. Pro kazdé

x € [0,1] a kazdé § > 0 je mnozina

Q(z, 8) = [0, 1\ U(z, §) (U(z, §) = (x — J, = +6))

kompaktni (tloha 1) a jako M, s ozna¢ime maximum spojité funkce g(y) =
|(f(y) — f(x))/(y — x)| na ni. Pro dané = € [0,1] a 0 > 0 a kazdé ¢ > M,
podle pfedpokladu existuje y v [0, 1] rtizné od z, Ze

'f(y)—f(x)
y—

>cC.

Pak ale y ¢ Q(x,0), tudiz y € U(z,9) a tedy y € P(x,0) (y # x), a vidime,

7e f ma vlastnost uvedenou ve véte. O



Lemma 2. Necht (M, d) je metricky prostor, (x,) C M je posloupnost bodi
konverqugici k bodu xog € M a f,: M — R, n € N, je posloupnost funkci
konvergugjici v normé || - ||« ke spojité funkci f: M — R. Pak

lim f(2,) = f(zo) .

Diikaz. Podle trojuhelnikové nerovnosti je

[fr(@n) = f(@o)| < [fulzn) = fzn)l + |f(2n) = fzo)] -

Prvni absolutni hodnota vpravo je < /2, jakmile n > ng, diky predpokladu,
ze || f — fall = 0. Totéz plati i pro druhou absolutni hodnotu, jakmile n > n,
diky spojitosti f v 2o (Heineho definice spojitosti). Tedy | fn(x,) — f(x0)| < &
pro n > max(ng, ny). O

Heineho definice spojitosti fika, ze pro funkci f spojitou v bodé a z lima,, = a
plyne lim f(a,) = f(a). Pfedchozi lemma je jejim jistym zobecnénim.

Lomené cary. Dvé nasledujici lemmata, ¢i presnéji jejich dikazy, pouzivaji

lomené ¢ary. Lomend cdra proloZend body (ag, by), (a1,b1),... az (ag,bg) v
roviné (v tomto potadi), kde ag < a1 < -+ < ay, je funkce f: [ag,ar] = R
definovand na kazdém intervalu [a;_1,0q;], 7 =1,2,... k, jako
bi - bi, r — a;—
foy = Btz ey 4y,
A; — A1

Jeji graf na intervalu [a;_1, a;| pFedstavuje tsecka spojujici body (a;_1,b;1)
a (a;, b;). Témto tseckam fikame useky dané lomené ¢ary. Lomend Cara je
spojita funkce (tloha 9).

Sklon pfimky v roviné dané rovnici y = ax + b je ¢islo a. Sklonem tusecky
rozumime sklon ptimky, ktera ji prodluzuje. Secnou dané funkce f: M — R,
M C R, rozumime piimku jdouci dvéma rtiznymi body grafu f.

Lemma 3. Pro kazdé ¢ > 0 a kaZdou f € C|0,1] ezistuje g € C|0, 1] a redlné
M >0, zZe || f — g|| < e a pro kaZdé dva rizné body x ay z[0,1] je

‘g(y) —g(x) M

y—x

Kazdou spojitou funkci na [0, 1] lze tedy aprozimovat libovolné tésné spojitou
funkci s omezenymi sklony secen.



Diikaz. Protoze interval [0, 1] je kompaktni, je funkce f stejnomérné spojité
(dloha 2) a pro kazdé dostateéné velké m € N a kazdé ¢ = 0,1,...,m tak
plati implikace

) 1+1 ) .
— << —= = |f(i/m) = f@)], [f(E +1)/m) = f(z)| <e/2.
Body (i/m, f(i/m)), i = 0,1,...,m, prolozime lomenou ¢aru g. Ta rovnéz

spliiuje tuto implikaci a dokonce pro taz m (dloha 3), takze pro kazdé = z
0,1] je |f(z) — g(z)] < /2 +¢/2 = ¢ (tGloha 4) a g m& prvni vlastnost.
ProtozZe pro kazda dveé rizné ¢isla z a y z [0, 1] je

‘g(y) —g(z) <

y—x

kde s je v absolutni hodnoté nejvétsi sklon tseku lomené ¢ary g (dloha 5),
mé tato i druhou vlastnost. a

Lemma 4. Pro kaZdé malé € > 0 a kaZdé velké T > 0 existuje g € C|0, 1],
Ze ||g|| < € a pro kazdé x € |0, 1] existuje y € [0, 1] rizné od x, Ze

‘g(y) —g(z) T

Yy—x

Ezistuji tedy spojité a malé funkce, definované na [0,1], Ze kaZdym bodem
jejich grafu vede secna s velkym sklonem.

Diikaz. Pro dané e > 0 a T > 0 zvolime tak velké sudé m € N, ze 2me/3 > T,
am + 1 body v roviné

(i/m, (¢/3)(1 = (=1)")), i=0,1,..., m,

prolozime lomenou ¢aru g. Ta za¢ina v bodu (0,0) a konéi v (1,0) a sklada
se z m/2 $picek s vyskou 2¢/3 a sitkou zakladen 2/m. Tedy ||g|| = 2¢/3 < e.
Libovolné danym bodem wu grafu lomené ¢ary g vedeme sec¢nu prodluzujici
tsek g obsahujici u (jsou-li tyto useky dva, jeden si vybereme). Ta ma v
absolutni hodnoté sklon vétsi nez T', protoze obé strany kazdé spicky maji v
absolutni hodnoté sklon (2¢/3)/(1/m) = 2me/3 > T. 0

Dikaz véty. Pro n € N definujeme mnoziny

A, ={feC0,1] |3z e0,1]Vye[0, 1]\ {z}: LD <pn}

y—r -

3



Pokud dokézeme, ze kazda mnozina A, je fidkd podmnozina C|0, 1], budeme
hotovi. Protoze prostor C[0,1] je tplny (podle tvrzeni v minulé prednésce),
existuje podle Baireovy véty funkce

feC[O,l]\GAn.

Ziejmé je f spojitéd funkce definovand na [0, 1], kterd nelezi ani v jedné z
mnozin A,. M4 tedy vlatnost popsanou v lemmatu 1 a tedy vlastnost ve
vété a tedy neni v zddném bodu intervalu [0, 1] diferencovatelna.
Dokézeme, ze kazdd mnozina A, C C[0,1] je uzaviena a neobsahuje
zédnou kouli, tedy pro kazdou kouli B(f,r) C C[0,1] je B(f,r) ¢ A,.
Z toho plyne, ze A, je tidkd (tloha 6). Uzavienost A, dokdzeme pomoci
uzavienosti na limity. Necht (fz) C A, je posloupnost prvka v A, s
limy oo fr = f € C[0,1] (tedy fr =% f na [0,1], dokdZeme, ze i f € A,).
Protoze fi, € A, existuje ¢islo x; € [0, 1], Ze pro kazdé y € [0,1] rtzné od

|L§;(m)| < n. Podle véty z Matematické analyzy I mé posloupnost

Ty je
(x) C [0, 1] konvergentni podposloupnost s limitou v [0, 1]. Pro jednoduchost
znaceni predpokladejme, ze jiz limy_, xx = x¢ € [0, 1]. Pro jakékoli y € [0, 1]

rizné od xg pak vzhledem k vlastnosti bodu z; a k lemmatu 2 mame

fe(y) = felww) | _ ‘f(?/) — f(=o)
Yy

n > lim

k—o0 Y — T — 2o

protoZe neostra nerovnost se v limité zachova. Cislo z, tedy dosvédéuje, Ze
f €A, aA, jeuzaviena.

Zbyva v dané kouli B(f,r) C CJ0, 1] najit bod (tj. funkci) g mimo A,,.
Funkci g definujeme jako g = g1 + g2, kde g; nalezneme podle lemmat 3 a 4.
Nejprve podle lemmatu 3 vezmeme funkci g; € C[0, 1] a konstantu M > 0,
ze || f — q1]] < /2 a vSechny seény ¢; maji v absolutni hodnoté sklon < M.
Pak podle lemmatu 4 vezmeme funkci g € CI0, 1], Ze ||g2]| < /2 a kazdym
bodem grafu gs vede secna se sklonem v absolutni hodnoté vice nez M + n.
Podle trojahelnikové nerovnosti je || f—gl| < ||f—gill+ g2l <7/2+7/2 =7,
takze g € B(f,r). Necht x € [0,1] je libovolné. Podle vlastnosti funkce gy



vezmeme y € [0,1]\ {z}, Ze [(92(y) — g2(x))/(y — x)| > M + n. Pak

‘g(y) —9(@)| _ |20 -e@) 0@ -al)
y—x y—x y—x
92y) —g(x)|  |g1(y) — gi(z)

>

y—x
> M+n)—M=n,

y—x

takze g € A,. Na prvnim fadku jsme pouzili definici funkce g, na druhém
nerovnost z tlohy 7 a na tfetim vlastnosti funkci ¢; a gs. O

Ulohy
1. Pro¢ je pro x € R a § > 0 mnozina [0,1] \ U(z, ) kompaktni?

2. Necht (M,d) je kompaktni metricky prostor a f: M — R je spojité
funkce. Dokazte, Ze f je stejnomérné spojitd (tj. Ve > 0 39 > 0 :
d(a,b) <6 = [f(a) = f(b)| <e).

3. Necht f: [a,b] — R je linedrni funkce. Ukazte, ze pro kazdé x € |a, b]
je min(f(a), (b)) < f(x) < max(f(a), ().

4. Necht f,g: [0,1] — R jsou funkce, ag =0 < a3 <as < -+ < ap =1 je
déleni intervalu [0, 1], f(a;) = g(a;), funkce f spliuje a;,-1 < x < a; =
|f(z) — flai—1)|, |f(x) — f(a;)| < e a totéz spliuje funkce g. Dokazte,
ze pak pro kazdé x € [0,1] je |f(z) — g(z)| < 2e.

5. Necht f:[0,1] — R je lomend ¢ara a S = max |s|, brano pfes vSechny
sklony s jejich tiseki. Dokazte, Ze pak sklon ¢ kazdé secny funkce f
spliiuje nerovnost |t| < S.

6. Dokazte, ze kazdd uzaviend mnozina v metrickém prostoru, jez ma
prazdny vnit¥ek (tj. neobsahuje zZadnou kouli), je Fidka.

7. Dokazte, ze pro kazda dvé realna ¢isla a a b je |a + b| > |a| — [b].

8. Urcete podmnoziny defini¢nich oborti, na nichz nasledujici posloupnosti
funkeci konverguji bodove, stejnomérné a lokalné stejnomérné. Jaké jsou
limitni funkce?



(a) fu(z) = zfn na R.

(b) fo(z) = 2™ — 23" na [0, 1]

(c) foulz)=2™1 — 2" 1 na 0,1]
(d) fo(z) =2 — 2" na R

9. Proc je lomena cara spojita funkce?



