Piednaska 7, 3. dubna 2013

Jako cviceni zdivodnéte tyto vlastnosti otevienych mnozin v R™: (i)
mnoziny () a R™ jsou oteviené, (ii) sjednoceni | J,.; A; libovolného systému
{A; | i € I} otevienych mnozin A; je oteviend mnozina a (iii) prunik dvou
(a tedy i koneéné mnoha) otevienych mnozin je oteviend mnoZina. Prinik
nekonecné mnoha otevienych mnozin uz ale nemusi byt oteviena mnozina.
Okoli bodu a € R™ je libovolné oteviena mnozina v R™ obsahujici a.

Budeme pracovat s funkcemi f: M — R, f = f(xy,29,...,2,), defino-
vanymi na podmnozindch M C R™ (které budou vétsinou oteviené), nebo i
obecnéji se zobrazenimi

f: M—=R MCR™ f=(f,fo .., n),

kde f; = fi(x1,x2,...,2y) jsou soutadnicové funkce. Nasim cilem bude jed-
nak zobecnit derivaci jako linearni aproximaci z funkci jedné proménné na
funkce nékolika proménnych, a pak stejné zobecnit kritéria existence extrému.

Nez se pustime do derivaci, zobecnime spojitost: je-li U C R™ okoli bodu
a, funkci f: U — R nazveme spojitou v bodé a, kdyz

Ve>030>0: |lx—all<d=|f(z)— fla)] <e.

Stejné se definuje spojitost pro zobrazeni f : U — R", pouze absolutni
hodnotu | f(z) — f(a)| (coZ je norma v R') nahradime normou || f(x) — f(a)||
v R™.

Smérova derivace, parcialni derivace, diferencial. Necht U C R™ je
okoli bodu a a f: U — R je funkce. Jeji smérovou derivaci v bodu a ve
sméru vektoru v € R™\{0} rozumime limitu

Do (a) it L0 1) (@)
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existuje-li. Pfedstavme si U jako oblast v tiirozmérném euklidovském pro-
storu, kde funkce f méfi teplotu a kterou prolétava néjaka castice. Smérova
derivace D, f(a) udava okamzitou zménu teploty ¢astice ve chvili, kdy se
naléza v bodu a a ma vektor rychlosti v.

Parcialnt derivace funkce f v bodé a podle proménné x; je smé-
rova derivace D, f(a), kde e; je i-ty vektor kanonické baze, tj. e; =



(0,0,...,0,1,0,0,...,0) ma na i-tém misté 1 a jinde nuly. Znac¢ime ji 8—f_(a).
ox;
Explicitné,

af (&) — hm f(CLl?-.-7ai—17a/i+haa/i+17-.~7a/m)_f(al,ag,...,am)
ox; h—0 5

Vektor hodnot vSech parcidlnich derivaci funkce f v bodé a je gradient funkce

fva,
0 0 0,
Vf(CL) = (%(a)v %(a)7 SRR ﬁ(a» :
Funkce f ma v bodé a (totdlni) diferencidl, jinymi slovy f je v a diferen-
covatelna, kdyz existuje takové linearni zobrazeni L : R™ — R, Ze

i k) = (@) = L)

=0.
1] =0 7]

Toto linearni zobrazeni L nazyvame diferencidlem a zna¢ime D f(a), jeho
hodnota L(h) na vektoru h pak je Df(a)(h). Obecnéji, pokud f: U — R" je
zobrazeni, fekneme, ze je v a diferencovatelné, kdyz existuje takové linearni
zobrazeni L : R™ — R", Ze

et h) — f(a) ~ L)

=0
[ |2

(norma ve jmenovateli se bere v R™ a norma v ¢itateli v R™). L opét nazy-
vame diferencidlem a zna¢ime D f(a). Podstatny rozdil ve srovnani se smé-
rovou a parcialni derivaci je ten, ze ty jsou pouha ¢isla, kdezto diferencial je

Smeérova derivace, parcialni derivace a diferencial funkce f v bodu a davaji
lokalni aproximace f pobliz a linearni funkci:

fla+tv) = f(a)+D,f(a) -t+o(t), t =0,
fla+te;) = fla)+ gj
fla+h) = fla)+Df(a)(h) +ofl[p]), [IA] =0

(a)-t+o(t), t—0,

V prvnich dvou vztazich je t realné ¢islo jdouci k nule a aproximace plati
pouze pro argumenty funkce na pfimce jdouci bodem a ve sméru v, resp. ve
sméru i-té soufadnicové osy. Ve tietim vztahu h probihd body R™ a apro-
ximace plati pro vsechny argumenty funkce v okoli bodu a. Diferencovatel-
nost je silngjsi vlastnost f nez existence smérovych nebo parcidlnich deri-
vaci, z nichz neplyne ani spojitost funkce v daném bodé. Naptiklad funkce



f=f(z,y) : R? = R definovand jako f(z,y) = 1 pokud xy = 0 a f(z,y) =0
jinde (tj. f je 1 na soufadnicovych osach a jinak 0) ma v poc¢atku obé parci-
alni derivace a jejich hodnota je 0, ale neni v pocatku spojita. Jako cviceni
vymyslete funkci z R? do R, kterd méa v pocatku vSechny smérové derivace,
ale presto tam neni spojita.

Pocitat parcidlni derivace uz umime, pfi vypoctu g—i se proménné rizné
od x; berou jako konstanty a f tak derivujeme jako funkci jediné proménné
z;. Napiiklad pro funkci f = f(z,y, z) = x3ysin(yz) + x log z mame

g_“; = 2°(sin(yz) + zy cos(yz)) .

Jednoduchy dtikaz nasledujiciho tvrzeni ponechavame jako cviceni.

Tvrzeni (vlastnosti diferenciadlu). Necht f = (f1, foy..., fn) : U = R”
je zobrazeni, kde U C R™ je okoli bodu a.

1. Diferencidl zobrazeni f v a je urceny jednoznacné (kdyz ezistuje).

2. Zobrazeni f je diferencovatelné v a, prave kdyz je jeho kazZdd souradni-
covd funkce f; diferencovatelnd v a.

3. Kdyz je zobrazeni f diferencovatelné v bodu a, potom je v bodu a spo-
Jité.

Tvrzeni (diferencidl = 0). Kdyz je funkce f: U — R, U C R™ je okoli
bodu a, diferencovatelnd v a, pak md v a vsechny parcidlni derivace a jejich
hodnoty diferencial urcugi:

Df(a)(h) = g—xfl(a)~h1+g—l{;(a)~h2+~-~+aax—m(a)~hm
= (Vf(a),h)

(tj. hodnota diferencidlu v h se dostane jako obvykly skaldrni soucin h a
gradientu f v a). Funkce f pak md také v a vSechny smeérové derivace a plati

D, f(a) = Df(a)(v).

Diikaz. 7 linearity diferencidlu L = D f(a) mame

L(h) = L(h161 + h2€2 + -+ hmem) - L(el)hl +eeet L(em)hm ’



kde e; je i-ty vektor kanonické baze. Ovsem (f(a + te;) = f(a) + L(te;) +
o(||te;||) pro t — 0 vzhledem k diferencovatelnosti f v a)

of (a) = lim flatte) = fa) _ . Llte) +o(|lteill)
Ox; t—0 t t—0 t
L(e; t . t
= L(ei)a

a tak L(e;) = %(a).

Necht v € R™ je nenulovy vektor. Protoze v = vie; + -+ - + vpe,,, kde
e; jsou vektory kanonické baze R™, a f ma v a vSechny parcialni derivace, z
definice smérové derivace plyne, ze

D,f(a) =v1 - (0f/0x1)(a) +ve - (Of /0x2)(a) + - -+ + Uy - (Of /Oxm)(a) ,
coZ je pravé hodnota diferencidlu D f(a) ve v. O

Obecné zobrazeni f : U — R"™ ma diferencidl L = Df(a) : R™ — R”
popsany matici typu n xm a L se na vektor h aplikuje maticovym nasobenim:

L(h)l l171 l172 e le h1

L(h)g 1271 l272 e l27m hg
()= : N :

L(h), ot lnz oo lom .

Podle predeslych tvrzeni ma tato matice v i-tém radku gradient soutfadnicové
funkce f; v bodé a:
_0fi

L= .
7 81_] (a)

Dusledek (Jacobiho matice). Diferencidl zobrazeni f : U — R™ v bodé
a, kde U C R™ je okoli a a f md soutadnicové funkce f = (f1, fo, ..., fn), je
ddn tzv. Jacobiho matici zobrazeni f v bodé a:

d 9 E)
8—£(a) %(a) o Wf;(a)
b 8 8 8
i~ ") ;i : A :
Afn Ofn Afn
8—L(a) 8—;;(@ o %m(a)
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Je-1i Jacobiho matice ¢tvercova, jeji determinant se nazyva jacobidn.

Véta (0 = diferencidl). Necht U C R™ je okoli bodu a € R™. Ma-li funkce
f: U —= R na U vsechny parcidlni derivace a ty jsou v bodé a spojité, pak
je f v bodé a diferencovatelnad.

Dtikaz si fekneme pristé.



