7. prednaska 12. listopadu 2007

Geometrie diferencidlu a parcialnich derivaci. Necht U C R™ je okoli
bodua a f: U — R je funkce o m proménnych. Jeji okamzity rist v bodu

a ve sméru v, kde v je jednotkovy vektor (tj. [|v|]| = 1) z R™, je ddn smérovou
derivaci
t —
D, f(a) = lim M

V jakém sméru roste funkce nejrychleji? Kdyz je f v a diferencovatelna, pak
podle tvrzeni 2.3 a Cauchyovy—Schwarzovy nerovnosti (véta 2.1)

Dy f(a)] = [Df(@) ()] = (Vf(a),v)] < V(@) - [Jo]l = [V f(a)]

a rovnost se nabyva, pravé kdyZ v je skaldrnim nésobkem V f(a), to jest préavé

pro dva vektory
L _ Vi) ___ Vf(a)

Vi@l " " IVi@I

Ve sméru vT svého normovaného gradientu tedy f roste nejrychleji a v opa¢ném
sméru v~ stejnou mérou nejrychleji klesa:

D+ f(a) = (Vf(a),v") = |Vf(a)ll a D,-f(a) =(Vf(a),v7) = —[IVf(a)].

(Pfesné feceno, tohle je pravda, pokud je gradient V f(a) nenulovy vektor. Je-li
to nulovy vektor, pak méa f ve vSech smérech nulovy riist.)

Zobecnime pojem teény ke grafu funkce jedné proménné na (nad)rovinu
teénou ke grafu funkce vice proménnych. Pro jednoduchost znaceni se omezime
na pripad te¢né roviny a dvou proménnych; obecna teénd nadrovina ke grafu
funkce m proménnych se zavadi analogicky.

Necht (x9,%0) € D C R?, kde D je oteviend mnozina v roviné, a f : D — R
je funkce. Jeji graf

P:{((E,%Z) ERB ‘ (xvy) €D7z:f(x,y)}

je plocha v t¥irozmérném euklidovském prostoru. Na P lezi bod (xg, yo, 20), kde
20 = f(x0,y0). PFedpoklddejme, Ze funkce f je v bodé (g, yo) diferencovatelna.
Potom mezi vSemi rovinami z = L(z,y) (L je afinni funkce dvou proménnych),
které obsahuji bod (xg,yo, 20), je pouze jedind spliiujici pro (z,y) — (o, yo)
aproximaci

v

F(z,y) = L(z,y) +o(v/(z = 20)2 + (y — 40)?),

totiZ rovina
0 7]
T(a,1) = 20-+ G (a0.90) - (& = 20) + 5 z0,10) (0~ ).

To plyne hned z existence diferencidlu a jeho jednoznac¢nosti, protoze ziejmé
Df(zo,y0)(x — o,y — yo) = T'(z,y) — 20. Graf funkce T'(z,y),

T={(z,y,2) €R?| (z,y) € D,z = T(z,y)}



se nazyva tecnou rovinou ke grafu funkce f v bodé (g, yo, 20)-
Rovnici teéné roviny z = T'(x,y) pfepiSeme ve tvaru

%(%,yo) “(z —x0) + %(iﬂoayo) (¥ —v0) — (2~ 20)

I
o

<Va (1’—$07y—y072—20)> = 0;
kde V z R? je vektor

V= (gi(xo»yo)a gjyc(xo,iUo)v—l) :

Oznadime-li X = (z,vy, 2) a Xo = (0, Yo, 20), miZeme tecnou rovinu 7" definovat
jako
T={XeR*|(V,X — Xo) =0}.

Je tedy tvofena praveé témi body, jejichz smérové vektory k bodu X jsou kolmé
na V. Vektor V se nazyva normdlovym vektorem ke grafu funkce f v bode Xj.

Parcialni derivace vyssich ¥ada. Pokud mé funkce f : U — R definovana
na oteviené mnoziné U C R™ v kazdém jejim bodé parcialni derivaci F' = 0, f
a ta ma mé v bodé a € U parcialni derivaci 0;F(a) = 0;0;f(a), fekneme, ze f
mé v bodé a parcidlni derivaci druhého Yddu podle proménnych x; a x; a jeji
hodnotu znacime
0% f
89@3%— @)

Induktivné definujeme parcidlni derivace vyssich fadi: ma-li f v kazdém bodé
x € U parcialni derivaci

ak—lf
F= 89:14,%18:1:%72 PN 8zi1 (l‘)

a ta ma v bodé a € U parcialni derivaci 0;F(a), fekneme, ze f méa v bodé a
parcidlni derivaci k-tého rddu podle proménnych x;,, ..., i, _,,x; ajeji hodnotu
znacime

oFf

8xj8xik_l ce 8961-1

(a).

Na poradi proménnych pii parcidlnim derivovani obecné zalezi, jak ukazuje pii-
klad funkce .
zy(@”—y") 2 2
flag) =4 ot PO Y70
0 pro 22 + 1% =0,
kterd mé v pocatku obé smisené parcialni derivace druhého fadu, ale s riznymi
hodnotami:
o f o f
0xdy Oyox
(tloha 1). Nicméné pfi spojitych parcidlnich derivacich na pofadi proménnych
nezalezi.

0,0)=1#—1= (0,0)



Tvrzeni 2.9. Necht funkce f: U — R md na okoli U C R™ bodu a parcidini
derivace druhého vddu 0;0;f a 0;0;f a ty jsou v a spojité. Potom

0;0;f(a) = 9;0; f(a).

Dukaz. Pro jednoduchost bud m = 2 a a = (0,0). Diky spojitosti obou
parciélnich derivaci v po¢atku sta¢i nalézt pro kazdé h > 0 ve étverci [0, h)? dva
body o a 7, v nichz 0,0, f(0) = 0y0, f(T).

Vrcholy ¢tverce oznacime a = (0,0), b = (0,h), ¢ = (h,0), d = (h,h) a
uvazime cislo f(d) — f(b) — f(¢) + f(a). Lze ho dvéma zpiisoby napsat jako
rozdil rozdilt:

fd) = f(b) = fle) + fla) = (f(d) = f(b) = (f(c) = f(a)) = (h) = ¥(0)

kde
Y(t) = f(ht) = f(0,t) a &(t) = f(t,h) — f(t,0).

Mame 9’ (t) = 0y f(h,t) — 0y f(0,t) a ¢'(t) = 0, f(t, h) — 0, f(¢,0). Lagrangeova
véta o stfedni hodnoté dava vyjadreni

fd) = f(b) = fle)+ fla) = ¥'(to)h = (9yf(h,to) — Oy f(0,t0))h
= ¢'(s0)h = (0xf(s0,h) — D f(50,0))h,

kde 0 < sg,tg < h. Pouzijeme ji jesté jednou na rozdily parcidlnich derivaci f a
mame

f(d) - f(b) - f(C) + f(a) = amayf(slvtO)h2 = ayamf(smtl)hzv slatl € (07 h)
Body o = (s1,t9) a 7 = (so,t1) lezi ve ¢tverci [0,h]? a 8,0, f(0) = 0,0, f(7). O

Rovnost hodnot obou derivaci 1ze dokazat i za slabsiho pfedpokladu: existuje-li
070y f v okoli bodu a a je v ném spojité, potom existuje i 0,0, f(a) a 9,0, f(a) =
0:0y f(a).

Pro otevienou mnozinu U C R™ oznaéime symbolem C*(U) mnozinu funkci
f+ U — R, jejichz parcialni derivace az do fadu k véetné jsou na U definované
a spojité.

Dusledek. Pro kazdou funkci f = f(x1,22,...,2,) 2z CF(U) hodnoty jejich
parcidglnich derivact aZ do vddu k nezdvisi na potadi promennych—prol < k a
a € U plati

o' f o' f
Ox;, 0x; Ox; (a) = O0x; 0x; Ox; (a),
2 -1 """ 1 Ju Ji—1 """ J1
jakmile je posloupnost (i1,...,1;) permutaci posloupnosti (ji,...,71).
Dukaz. Kdyz je posloupnost v = (j1,...,7) pouze permutaci posloupnosti
u = (i1,...,1), dokdZeme u transformovat ve v prohazovanim dvojic ¢lent v u,



dokonce vystac¢ime s prohazovanim sousednich c¢lent: v u nalezneme ¢len j; a
nechame ho ,propadnout“ az doll, pak nechdme propadnout na spravné misto
j2 atd. Rovnost hodnot parcialnich derivaci tak plyne z tvrzeni 2.9. m]

V ptipadé spojitych parcidlnich derivaci tak zalezi jen na multimnoziné pro-
ménnych, podle kterych se derivuje, ale ne na jejich poradi. Misto 0,0, piSeme
struéné 9z? apod. Napiiklad, pro f z C°(U) mame

’f B ’f o f o
Oy 0x Oy Oy 0z Oy2 0x 020y  Ox 0z 0y3

Dulezitym néastrojem pii studiu vlastnosti funkci je Taylortv rozvoj, jehoz
verzi pro vice proménnych nyni odvodime. Jak rozumét pouzitému symbolic-
kému zapisu diferencidlniho operatoru vysvétlime na pfikladu, v némz f =
f(x,y,2) je funkce a a € R3, o, B € R jsou konstanty. Zapisem

(aay + 5az)3f(a)

se rozumi

(@®(8,)° + 3 B(9,)%0. + 3a329,(9.)* + 5°(9:)*) f (a)
30°f o*f o*f f

33
_ oy 2 307
- Ay (a) + 3a ﬂ8y28z Oy0z2 () +5 023 (a)-

(a) + 3a5?

Tvrzeni 2.10. Necht U C R™ je oteviend mnoZina, a € U je bod a f: U - R
je funkce z C™(U). Potom v okoli bodu a mdme Tayloriv rozvoj

n

fla+h) = Z%(hlal+h282+--~+hm8m)"f(a)+0(thl")

=0

1 Gt tim f _ '
= . " . - = a/'h“--~h,zﬂ?+0 hn
lel---lm! 81‘111...635%’{’( ) (1Rl

F(a) + 30 B Fla)ha + 3 0,0, fla)hiy + 3 D32, Fla)h? +
i=1 i<j i=1

+-- 4 o(lIAl™)-

V pruni sumé mocninu chdpeme symbolicky (ve smyslu operdtorového podtu) a
ve druh€ sumé scitdme pres vsechny m-tice nezapornych celych ciseliy,io, ..., tm,
jejichz soucet je nanejuys n.

Dukaz. Vezmeme Taylortv rozvoj az do fadu n pomocné funkce jedné pro-
ménné F(t) = f(a + th), kde t € [0,1]. Opakovanym pouzitim Fetizkového
pravidla (F = f ol, kde [ je linedrni zobrazeni, pfimka [(¢) = a + th) pro k <n
dostavame

ok f
F(k)(t): Z Ox:. Ox; Oz (a+th)hzlhzzhzk7
11,82,k 71 Qg+ - i



kde i1, ..., probihaji nezavisle na sobé vSechny indexy 1,2, ..., m. Dosazenim
do Taylorova rozvoje funkce F se zbytkem v Lagrangeové tvaru

n—1 ‘ (n)
fla+h)=F(1) = %F(w(OH F n'(9)’
£ ) .

1=

0<O<1,

dostavame, s vyuzitim kompaktniho symbolického zapisu parcialnich derivaci,
prvni formuli pro f(a+h). Druhd formule vyplyvé z prvni pomoci multinomické
vety:

(101 + hoOy + -+ + hnOm)' = Y (Z_l i ' . )H(hjaj)if,
) 1ty fm j:1

11,92,y 0m

kde i1,19,...,1, probihaji nezaporna celd ¢isla se souctem 7 a
1 7!
11,02, -y 0m SLRE DY I .
je multinomicky koeficient. a

Séitance odpovidajici i = 0 a 1 jsou f(a) a Df(a)(h). Taylorova formule zobec-
nuje lokalni aproximaci pomoci diferencialu, kterou dostavame pro n = 1.

Extrémy funkci vice proménnych. Symetricka (tj. a; ; = a;;) redlnd n x n
matice A € R™*™ definuje kvadratickou formu

n
P(zy,xa,...,x,) = zAzT = E a;, ;2;2; : R" =R
ij=1
(z je fadkovy vektor (z1,xa,...,xy)). Pfipomenme si, ze A se nazyva

e pozitivné (negativné) definitni, kdyz P(x) > 0 (P(z) < 0) pro vSechny
z € RM\{0};

e pozitivné (negativné) semidefinitni, kdyz P(x) > 0 (P(z) < 0) pro vechny
r € R";

e indefinitnd, neni-li ani pozitivné ani negativné semidefinitni, tj. P(x) > 0
a P(y) < 0 pro néjaké dva vektory z,y € R".

Hessova matice funkce f v bodé a,kde f: U — R je definovana na okoli U C
R bodu a a ma na U vSechny derivace druhého fadu, je matice zaznamenavajici
hodnoty téchto derivaci:

- a2f m
Hy(a) : (83310% (a)>i7j=1 .

Podle tvrzeni 2.9 je Hessova matice funkei z C?(U) symetricka.



Odvodime kritérium existence lokalnich extrémi funkci m proménnych, které
zobecniuje vysledek pro funkce jedné proménné. Roli hodnoty druhé derivace
prebira Hessova matice. Pripomenime si, ze funkce f: U — R, kde U C R™
je oteviend mnozina, méa v bodé a € U ostré lokalni minimum, pokud existuje
d > 0 takové, ze 0 < ||z — a|| < ¢ implikuje f(x) > f(a). (Neostré) lokalni
minimum znamend, ze ||z — a|| < § implikuje f(z) > f(a). Podobné pro ostré a
neostré lokalni maximum. Funkce f nema v a ani neostry lokalni extrém, nema-li
v tomto bodé ani lokalni neostré minimum ani lokalni neostré maximum, to jest
pro kazdé § > 0 existuji body x,y takové, ze ||z —al|, [ly—a| < d a f(z) > f(a),
fly) < f(a).

Véta 2.11. Necht f € C%(U), kde U C R™ je otevrend mnoZina, a a € U je
bod.

e Pokud Vf(a) # 0, nemd f v a ani neostry lokdlni extrém.

e Pokud Vf(a) =0 a H¢(a) je pozitivné (negativné) definitni, potom md f
v a ostré lokdlni minimum (mazimum,).

e Pokud Vf(a) =0 a Hy(a) je indefinitni, nemd f v a ani neostry lokdlni
extrém.

Ulohy

1. Ovéite, ze uvedend funkce f(x,y) mé v po¢atku rizné smiSené parcidlni
derivace druhého radu.



