6. prednaska 5. listopadu 2007
Souvislost diferencialu a parcialnich derivaci. Diferencidl implikuje par-
cialni derivace a spojité parcialni derivace implikuji diferencial.
Tvrzeni 2.3. KdyZ je funkce
f:U—=R, UCR™ je okoli bodu a,

diferencovatelnd v a, pak md v a vsechny parcidlni derivace a jejich hodnoty
urcuji diferencidl:

D (a)(h) %(a) Chy+ %(a) g4t 6‘1{” (@)
= (Vf(a),h).

Také md v a vSechny smérové derivace a plati D, f(a) = Df(a)(v).

Dukaz. Z linearity diferencidlu L = D f(a) méme
L(h) = L(h161 + h2€2 +---+ hmem) = L(el)hl + -+ L(em)hn“

kde e; je i-ty vektor kanonické baze. Ovsem
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a tak L(e;) = %(a). Tvrzeni o smérové derivaci plyne z definice a z prévé
dokézané formule pro diferencial. o

Obecné je pro zobrazeni f : D — R™ diferencidl L = Df(a) : R™ — R" repre-
zentovan matici tvaru n x m a L se na vektor h aplikuje maticovym nasobenim:

L(h) ha ls oo lim hy
L(h)z l271 l272 AN 1277-,1 h2
L(h) = , = T . .
L(h), I O A .

Podle predeslého tvrzeni a bodu 2 Tvrzeni 2.1 ma tato matice v i-tém Fadku
gradient soufadnicové funkce f; v bodé a, takze
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Dusledek. Diferencidl zobrazeni f : D — R™ v bodé a, kde D C R™ je okoli
a a f md soufadnicové funkce f = (f1, fa,..., fn), je ddan tzv. Jacobiho matici
zobrazeni f v bodé a,
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Je-li tato matice ctvercovd, nazyva se jeji determinant jacobianem.

Véta 2.4. Necht U C R™ je okoli bodu a € R™. Pokud md funkce [ : U — R
na U vSechny parcidlni derivace a ty jsou v bodé a spojité, pak je f v bodé a
diferencovatelnad.

Dukaz. Pro jednoduchost necht m = 2 a a = 0 = (0,0). (Viz tlohu 1.)
Ozna¢ime h = (hy,hy) a b’ = (hy,0). Piiristek f(h) — f(0) napiSeme pomoci
prirtstki ve smérech souradnicovych os:

f(h) = f(0) = (f(h) = f(I')) + (f(h) = £(0)).

Na tiseckadch h'h a Oh' funkce f zévisi pouze na proménné zs, resp. na xj.
Pouzijeme Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté:

0f of

f(h) = f(0) = (CQ) 2+7(C1) hy,
kde (5 (resp. (1) je jisty vnitini bod tsecky h'h (resp. 0h'). Oba body lezi v
oteviené kouli B(0, ||h||). Diky spojitosti v po¢atku méme

of af of af
axz(“ a952() a(C2) a 7(4‘1)

( )+ B(G)

kde a(h),8(h) = o(1) pro h — 0 (tj. pro kazdé ¢ > 0 mame § > 0, Ze ||h]| <
0 = |a(h)| < € a podobné pro 3(h)). Tedy
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=-—(0)-ha + 87( ) hi+ a(C)he + B(hi)h

Diky nerovnostem 0 < H@H, 1G]l < I8l & |h], |he| < ||R]| je jasné, ze a((a)he +
B(¢1)h1 = o(h) pro h — 0. Funkce f je diferencovatelnd v pocatku. a

Lagrangeova véta o stfedni hodnoté pro funkce vice proménnych. Na-
sledujici dvé tvrzeni zobecnuji Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté a fakt, ze
nulovost derivace implikuje konstantnost funkce.

Tvrzeni 2.5. Necht U C R™ je oteviend mnoZina a u = ab je usecka s kon-
covymi body a a b lezici v U. Necht je funkce f : U — R na u spojitd a md



v kazZdém vnitinim bodé u diferencial. Pak existuje vnitini bod ( usecky u s
vlastnosti, Ze

f(0) = f(a) =Df()(b - a).

Dukaz. Polozime F(t) = f(a + th), kde h = b — a a reélné ¢islo ¢ probiha
interval [0, 1]. Funkce F' je patrné spojitd na [0,1] a v ¢ € (0,1) m& derivaci

fa+th+ Ah) — f(a+th)

F() = iiino A
— lim Df(a+th)(Ah) + o(]|AR||)
AS0 A
= Df(a+th)(h).

Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje takové ¢y € (0,1), ze F(1) —
F(0) = F'(to). Odtud

f(b) = f(a) = F(1) = F(0) = F'(to) = Df(a +toh)(h) = Df()(h),
kde ( = a + toh. a

Rekneme, Ze oteviend mnozina D v R™ je souvisld, kdyZ lze kazdé jeji dva body
spojit lomenou ¢arou, ktera celé lezi v D. Napiiklad koule s jednotkovym polo-
mérem v R™, celé R™ a R?\L, kde L je sjednoceni kone¢né mnoha pifmek, jsou
souvislé oteviené mnoziny. Na druhou stranu mnozina B\ R, kde B je oteviend
koule v R? a R rovina protinajici B, neni souvisla.

Tvrzeni 2.6. Md-li redlnd funkce m proménngch v kazdém bodé oteviené a
souvislé mnoziny nulovy diferencidl, je na této mnoziné konstantni.

Dukaz. Nechf U C R™ je oteviend a souvisld mnozina a funkce f: U — R
méa na U nulovy diferencial. Vezmeme dva libovolné body a,b € U a spojime
je lomenou ¢arou s = s183 ... s, lezici v U. Pro libovolnou tsecku s; = a;b; z s
méame podle predchoziho tvrzeni a predpokladu o f, Ze

flai) = f(b:;) = Df(C)(ai = bi) = 0

)
) = f(b;). Hodnoty funkce f na koncich
= (b) O

(¢ je n&jaky vnitini bod s;), tedy f(a;
v8ech Tisecek s; se rovnaji a tedy f(a)

Tvrzeni 2.3, 2.4 a 2.6 davaji nasledujici dusledek.

Dusledek. Ma-li redlnd funkce m promeénngch v kaZdém bodé oteviené a sou-
vislé mnoZiny kaZdou parcidlni derivaci nulovou, je na této mnoziné konstantni.

Pocitani s parcialnimi derivacemi a diferencialy. Pro dvé funkce f, g
U — R, které jsou definované na okoli U C R™ bodu a € U a maji v bodé a



i-tou parcidlni derivaci, mame pro i-tou parcidlni derivaci jejich linedrni kom-
binace, sou¢inu a podilu stejné vzorce jako v pripadé funkci jedné proménné

(misto % piseme 0; f):
Oi(kf +Ag)(a) = kO;f(a)+ Ndig(a)
9i(fg)(a) = g(a)dif(a)+ f(a)dig(a)
o1/ = AU HOHID hq y(a) £ 0).

g(a)?

Tyto vzorce fakticky jsou vzorce pro funkce jedné proménné, protoze 0; se pocita
z funkce zavisejici jen na x;. Podobné pro diferencialy.

Tvrzeni 2.7. Necht U C R™ je oteviend mnoZina, a € U a f,g: U — R jsou
dvé funkce, obé diferencovatelné v bodé a.
1. Pro vsechny r, A € R je i funkce kf + Ag v bodu a diferencovatelnd a

D(kf + Ag)(a) = kD f(a) + ADg(a).
2. Soucinovd funkce fg je diferencovatelnd v a a

D(fg)(a) = g(a)Df(a) + f(a)Dg(a).
3. Pokud g(a) # 0, je podilovd funkce f/g diferencovatelnd v a a

DU /0)) = (g<a>Df<a> - f(a)Dg(a)) |

Dukaz. Tyto vzorce plynou z analogickych vzorcu pro parcidlni derivace a z
Tvrzeni 2.3. (Viz tlohu 2.) ]

Vzorec pro diferenciél linearni kombinace v ¢asti 1 plati obecnéji i pro zobrazeni
frg: U—R"

Podivame se na diferencial slozeného zobrazeni. V nésledujici vété budeme
skladani funkci a zobrazeni zapisovat v poradi zprava doleva podle potradi apli-

kace: (g o f)(z) = g(f(2))-

Véta 2.8. Necht
f:U—=V, g: V-RF

jsou dvé zobrazeni, kde U C R™ a V C R"™ jsou otevrené mnoziny. Je-li zobra-
zeni f diferencovatelné v bodé a z U a g je diferencovatelné v bodé b = f(a) z
V', je sloZené zobrazeni

gof=g(f): U—~R"

diferencovatelné v bodé a a jeho diferencial se rovnd sloZeniné diferencidli zob-
razeni f a g:

D(g o f)(a) = Dg(b) e Df(a).



Nez se pustime do dtikazu véty, pfipomeneme vyznam symboli o(h) a O(h) a
explicitné uvedeme jejich jednoduché vlastnosti, které v dikazu vyuzijeme.

Pro zobrazeni z : U — R"™ definované v okoli pocatku U C R™ budeme
psét struéné z(z) = o(x) misto ||z(x)|| = o(||z]]) a z(z) = O(x) misto ||z(z)| =
O(||z]]), bereme vzdy x — 0. Znaceni z(z) = o(z) je zkratka pro

Ve>030>0: ||z|]| <d = |lz(x)| <elz|
a z(z) = O(x) pro

Je>030>0: |z <d=|z(x)] <clz|-

Lemma. Necht 21,20 : U — R", kde U C R™ je okoli poldtku, jsou dvé
zobrazeni. Nechf v : U — V awv : V — RF¥ jsou dvé zobrazeni, pricems
UcCR™ aV CR" jsou okoli pocdtku. V ndsledujicich tvrzenich x — 0.

1. Kdyz je z linedrni, potom z1(z) = O(x).
2. Kdyz je z1(x) = o(z) a 22(x) = o(x), potom z1(z) + 22(z) = o(x).
3. Kdyz je 21(z) = o(z) a z2(z) = O(x), potom 2 (x) + 22(z) = O(x).
4. Pokud u(z) = o(z) a v = O(x), pak v(u(z)) = o(z).

) = 0(x) av(z) =o(x), pak v(u(z)) = o().

Diikaz. Ulohy 3 a 4. a

5. Pokud u(x

Dukaz véty 2.8. V okoli pocatkl souradnic médme aproximace

g(b+h)=g(b) +Dg(b)(h) +~(h) a fla+h)= f(a)+Df(a)(h)+ B(h),
kde v(h) a B(h) jsou o(h). Rozdil f(a+ h) — f(a) si oznacime jako A(h). Pak
Fla+h) = £(a) + A(R) = b+ A(h) a A(h) = Df(a)(h) + B(h). Takie

(gof)la+h)—=(gof)la) = g(fla+h))—g(f(a))

= (b +A(R)) — g(b)
= Dg(0)(A(h)) +7(A(R))
= Dg(b)(Df(a)(h)) + Dg(b)(5(h)) +~(A(R))
= (Dg(b) oDf(a))(h) + a(h),

kde

a(h) =Dg(b)(B(h)) +v(A(h)) = Dg(b)(B(h)) + ¥(Df(a)(h) + B(h)).



Prvni séitanec definujici a(h) je o(h) podle ¢4sti 1 a 4 lemmatu a druhy je také
o(h) podle ¢asti 1, 3 a 5. Celkem a(h) = o(h) podle ¢asti 2. Vidime, Ze go f mé
v a diferencial rovny linedrnimu zobrazeni Dg(b) o D f(a). a

Z linearni algebry vime, ze matice linedarniho zobrazeni g o f slozeného z
linearnich zobrazeni f a g se dostane jako soucin matice zobrazeni g a matice
zobrazeni f (v tomto poradi). Jacobiho matice zobrazeni f v bodé a je matice
linedrniho zobrazeni D f (a) vzhledem ke kanonické bazi a jeji prvky jsou hodnoty
parcialnich derivaci souradnicovych funkci v bodé a. Pomoci matic tak vétu 2.8
vyjadfime nasledovné.

Dusledek. Za situace popsané v predchozi vété je Jacobiho matice sloZeného
zobrazeni h = go f v bodé a rovna soucinu Jacobiho matice zobrazeni g v bodé
b= f(a) a Jacobiho matice zobrazeni f v bodé a:

8]11 k,m agz k,n afz n,m
<a>) _ ( (b)) ( (a))
(8xj ij=1 D ij=1 \0%; i,j=1

km
- agz afr ,
(7’_1 8'7;‘" (b) . 8$j (a)>

i,j=1

Specialné pro k = 1, kdy funkce A o m proménnych je slozeninou

h :g(flaf27~-~7fn)

funkce g o n proménnych a n funkci f; = fi(x1, 22, ...,y ), dostavame Fetizkové
pravidlo pro parcialni derivaci slozené funkce:

oh 9y of;
oz, @ = Z%j(f(“))'axi(“)

J
= (Vg(f(a)),0:f(a)),
kde Z = 1,2,. ..o, Mm, f = (fl,fg, .. ,fn) a &f = (8if1,8if2, .. ,8an)

Ulohy
1. Zobecnéte dtikaz Tvrzeni 2.4 na vice nez dvé proménné.
. Rozmyslete si dikaz Tvrzeni 2.7.
. Dokazte ¢asti 1-3 lemmatu.

. Dokazte ¢asti 4 a 5 lemmatu.

Tt W N

. Lemma miZeme zobecnit na zobrazeni mezi normovanymi prostory (které
jako vektorové prostory nemuseji uz mit konec¢nou dimenzi). Pak ale jedna
z Casti 1-5 obecné pfestane platit. Kterd?



