Prednaska 5, 20. birezna 2013

Véta (1. zakladni véta analyzy). Necht [ € R(a,b) a funkce F : [a,b] —
R je definovdna predpisem
_ / .

Potom (i) F je na [a,b] spojitd a (ii) v kaZdém bodé spojitosti xy € [a, ]
funkce f existuje vlastni F'(xo) a F'(xo) = f(xg) (plati to jednostranné,
pokud xo = a nebo xy =0b).

Diikaz. Necht ¢ > 0 je horni mez pro hodnoty |f(z)], a < z < b (f je
integrovatelné a tedy omezena). Pro kazdé dva body x, zq € [a, b] mame

=t 1~ " [ b

podle definice F', linearity | v integracnich mezich a odhadu [ horni sumou
pro déleni (xg,x) ¢ (z,zo) intervalku s krajnimi body z a zo. Pro x — zo
mame F(z) — F(zo) a F je v xy spojita.

Necht zy € [a,b] je bod spojitosti f. Pro dané e > 0 mame 6 > 0, Ze
flzo) —e < f(x) < f(xo) + ¢, jakmile |z — zo| < 0. Pro 0 < & — x¢ < 0 tedy

Joo f _ P(z) — F(xo)

r — X r — T

flxg) —e < < f(xo) t¢,

podle trividlniho odhadu f;; f dolni a horni sumou pro déleni (xg,z). Pro
—§ < x — xo < 0 plati tytéz nerovnosti (v ¢itateli i jmenovateli zlomku se

v Ve /7 4 F _F ve]:
zméni znaménko). Pro x — g, v # x¢, tak mame %@(wo) — f(xo), ¢ili

F'(xo) = f(x0). O
Vytidime rest z 1. prednasky.

Disledek (spojita funkce ma primitivni funkci). Je-li f: [a,b] — R
na [a,b] spojitd, potom md na [a,b] primitivni funkci F.

Diikaz. Staci pouzit predchozi vétu a polozit F'(z f f. O



Véta (2. zakladni véta analyzy). Pokud f € R(a,b) a F : [a,b] — R je
na [a,b] primitivni k f, pak

/abf:F(b)—F(a).

Dikaz. Necht D = (ag,ai,...,a;) je libovolné déleni intervalu [a,b].
Pouzijeme-li na kazdy interval I; = [a;, a;11] a funkci F' Lagrangeovu vétu o
stfedni hodnoté, dostaneme vztah

E
—_

k—

F(b) = F(a) =) (Flain) = F(a;)) = Y f(bi)(ain —a) ,

1=0

—_

Il
o

pro n&jaké mezibody a; < b; < a;41 (nebot F'(b;) = f(b;)). Tedy (nebot
inf;, f < f(b:) <supy, f)

S(f,D) < F(b) - F(a) < S(f, D)
Odtud a z integrovatelnosti f ihned plyne, ze F'(b) — F'(a) = f; f. a
Pro funkci F' : [a,b] — R se rozdil jejich hodnot v krajnich bodech ¢asto
znaci jako

F|b := F(b) — F(a) .

Ptedchozi vysledky shrneme.
Dusledek (| pomoci primitivni funkce). Je-li f : [a,b] = R na [a,b]

spojita, potom f € R(a,b), f md na [a,b] primitivni funkci F' a pro tuto i
vsechny ostatni primitivni funkce je

[ r=rl=r)- F@.

Newtonuav integral. Staleti pfedtim, nez pfisel Riemann (po jistych
pokusech Cauchyho) s pfesnou definici integralu, pocitali matematici inte-
graly bez zabran pfimo z primitivnich funkci tzv. Newtonovym integrdlem.
Pfipomeneme ho a porovndme s integralem Riemannovym.!

1Z4jemcfim o historii a dalsi druhy integral@ doporuc¢ujeme knihu S. Schwabik a P.
Sarmanova, Maly privodce historii integrdlu, Prometheus, 1996.
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Necht f : (a,b) — R, f mé na (a,b) primitivni funkci F' a ta ma
v krajnich bodech vlastni jednostranné limity F(a®) = lim, ,,+ F(z) a
F(b™) =lim, ;- F(z). Newtontuv integral funkce f na (a,b) pak definujeme

jako .
N)/ f=F0b)—F(a").

Protoze rizné primitivni funkce k f se lisi jen posunem o konstantu, nezavisi
tento rozdil na volbé F' a definice je korektni. Mnozinu funkci newtonov-
sky integrovatelnych na (a,b) oznac¢ime jako N (a,b). Jako C(a,b) oznacime
mnozinu funkei spojitych na [a, b].

Tvrzeni (porovnani Newtonova a Riemannova [). Mdme
C(a,b) C N(a,b) N R(a,b) .

Pokud f € N(a,b) N R(a,b), pak

w = [

Mnozina N(a,b)\R(a,b) i R(a,b)\N(a,b) je neprizdnd: existuji funkce,
které maji Newtonuv integrdl, ale ne Riemanniv, i naopak.
Diikaz. Je-li f na [a,b] spojitd, je (jak jsme pomoci stejnomérné spojitosti
dokazali) f € R(a,b) a (podle 1. ZVA) F(z) = [” f je na [a,b] primitivni k
f. Méme F(at) = F(a) =0a F(b~) = F(b) = [’ f, takie i f € N(a,b).
Necht f € N(a,b) NR(a,b). Protoze f € N(a,b), ma na (a,b) primitivni
funkci F' a existuji jednostranné vlastni limity F(a™) a F(b~). Protoze f €
R(a,b), je pro kazdé § > 01 f € R(a+ d,b— ) a podle 2. ZVA méame

b—o
(R) f=Fb-90)—F(a+9).
a+6
Pro § — 07 jde levéa strana k ( fab f (f je na [a, b] omezend, takze integraly
f ptes [a,a+ 0] a [b— 0, b] Jdou k 0) a prava strana jde k F\(b~) — F(a™) =

b
N)[f.
Funkce f(r) = 272 : (0,1] — R, f(0) = 2013, m4 na (0, 1) Newtoniiv
integral: F(z) = 22'/2 je tam k ni primitivni, F(0*) =0 a F(17) = 2, takZe
N) folf = 2. Tato funkce ale neni na [0, 1] omezena, a proto f ¢ R(0,1).
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Funkce znaménka sgn(z) je na [—1, 1] neklesajici a tedy mé na [—1,1] Rie-
manuv integral. Na (—1,1) ale nema Newtoniv integral — jak jsme ukazali
v 1. pfednésce, nem4 na (—1, 1) primitivni funkei. O

K zéavérecnym prikladiim poznamenejme, Ze nicméné

¢ili atvar vymezeny grafem y = 1/4/x a intervalem (0, 1] mé plochu 2, a Ze i
kdyZ nemutzeme spocitat

(R) /_ 1 sgn(z) do

1
okamzité pfimo pomoci 2. ZVA (protoZe primitivni funkce na daném inter-
valu neexistuje), po rozkladu [—1,1] = [—1,0] U [0,1] uz miZeme pocitat
pomoci primitivnich funkeci:

(R) /_ sen(o) dr = (R) / " sen(e) do + () /0 ' san(e) di

1 -1
0 1
_ (R)/ (—1) dz + (R)/ | da
-1 0
= (—o)|% +alp=(-1) +1
=0
(ve vypo¢tu jsme zménili hodnotu funkce sgn(z) v & = 0, ale to nemé na
integrovatelnost a hodnotu integrélu zadny vliv).
V dalsim uz budeme integralem opét rozumeét vyhradné Riemanniiv inte-
gral a misto (R) [ psat pouze [. Dvé metody vypoctu primitivni funkce, per
partes a substitucni, se diky 2. ZVA odrazeji i ve vypoctech R. integrald.

Tvrzeni (integrace per partes). Necht f,g : [a,b] — R maji na [a,b]
spojité derivace ' a g'. Potom

/abfg’zfg|2—/abf’g.

Dikaz. Cviceni. O



Tvrzeni (integrace substituci). Necht ¢ : [, 8] = [a,b] a f: [a,b] = R
jsou dvé funkce, pricemz ¢ ma na [, 5] spojitou ¢' a p(a) = a, () = b
nebo p(a) = b, () =

1. Je-li f spojitd na [a,b], pak
fabf nebo

B o(B)
/ flo)d = / f - b
o ole) Jef=—fr.

2. Je-li ¢ na [, ] rostouct nebo klesajici a f € R(a,b), plati opét pred-
chozi rovnost integralil.

Diikaz. 1. Funkce f je na [a,b] spojitd a ma tam tedy primitivni funkeci F'.
Derivace slozené funkce dava na [a, 8] rovnost F(¢) = f(¢)¢'. Takze F(y) je
na [«, 5] primitivni k f(¢)¢’. Funkce f(p)¢' je na [a, ] spojité (je soufinem
spojitych funkei), takze f(¢)¢’ € R(a, ). Dvojim uzitim 2. ZVA (v prvni a
tfeti rovnosti) mame

©(B)
f p)¢ = F(p)l = FI7Y) = f.
p(a)
w(a)

2. Ponechame z ¢asovych divodi bez dikazu. a

Aplikace integralt. Odhadneme tzv. harmonickd c¢isla H,,,

1 1 1
H,=1+=-4+——4-+—
+2+3+ —l—n

Pro funkci f(z) = 1/x : (0,400) — (0,400) a déleni D = (1,2,...,n+ 1)

intervalu [1,n + 1] zfejmé mame

:ZLiil: wi1—1 a S(f.D)= Zl
1=1

Protoze s(f, D) < 1n+1 1/z =log(n+ 1) < S(f, D), pro n > 2 dostavame
odhad
log(n+1) < H, <1+logn.

Cviceni: dokazte, ze pro n > 2 nikdy H,, neni celé ¢islo.



