5. prednaska 29. ¥ijna 2007

Zavérem prvni kapitoly o metrickych prostorech se zminime o tfech dilezitych
typech souvisejicich matematickych struktur.

Topologické prostory. Topologické prostory jsou chudsi nez metrické pro-
story: zapomeneme na metriku a nechame si jen oteviené mnoziny. Topologicksy
prostor, struénéji topologie, je dvojice (X, 7 ), kde T je systém (ne nutné vSech)
podmnoZin mnoZiny X, ktery obsahuje mnoZiny @) a X a je uzavieny na libovolna
sjednoceni a na kone¢né priniky. Explicitné,

() 0eT, XeT,
(b){0i|i€el} CT =U;c; €T a
() {0i|iel} CT,Ikonetnd = (., €7.

Prvkam systému 7 se ¥ké oteviené mnoZiny topologie 7. Jak vime (Tvrzeni
1.1), systém otevienych mnozin metrického prostoru tvofi topologicky prostor.
Je ale mnoho topologii, které nelze vytvofit z metrického prostoru (dlohy 1
a 2). Na topologické prostory lze pfenést mnohé z metrickych prostora (viz
spojitost—Tvrzeni 1.3 a kompaktnost—Véta 1.8).

Normované prostory. Normované prostory jsou bohat$i meZ metrické pro-
story, kromé metriky nesou dalsi strukturu. Normovany prostor je vektorovy
prostor X nad télesem R vybaveny zobrazenim || - || : X — R, zvanym norma,
spliiujicim t¥i axiomy (pro vSechny z,y € X a A € R):

(a) [|z] >0, [|z]| =0 < =0,
(b) [|Az]l = [Al - [l] a
(e) =+ yll < llzll + [ly|l (trojihelnikové nerovnost).

Normovany vektorovy prostor je metrickym prostorem, funkce

d(x,y) == ||z -y

je metrika (loha 3). ProtoZe se zrodila z normy, je transla¢né invariantni (¢esky:
neméni se pfi posunuti), pro kazdé tii vektory z,y, z z X mame d(x+z,y+2) =
d(z,y). Banachiv prostor je Gplny normovany prostor, tj. odvozend metrika je
uplna.

Metriky d,(-,-) na R™, prop > 1 a p = oo (viz 1. pfednaska), jsou odvozeny

Z norem
n 1/p
el = (ol ) e felle = o
1=

Podobné i pro analogické metriky na prostoru spojitych funkei C[a, b]. Vsechny
tyto prostory jsou Banachovy.



Prostory se skalarnim souéinem jsou jesté bohatsi. Prostor se skaldrnim
soucinem (PSS) je vektorovy prostor X nad télesem R, ktery je vybaven zobra-
zenim (-,-) : X x X — R, zvanym skaldrni soucin, spliiujicim t¥i axiomy (pro
viechny z,2",y € X a k, A € R):

a) (x,x) >0, (x,2) =0 < =0,
b) (:r,y) = <ya$> a
¢) (kx + Ax',y) = K(z,y) + Mz, y).

Symetrie v (b) a linearita v prvnim argumentu v (c) dévaji, ze skaldrni souéin je
linearni i ve druhém argumentu, je to bilinearni zobrazeni. Na rozdil od metriky
a normy muze skaldrni souc¢in nabyvat zapornych hodnot, ale na diagonale x = y
musi byt nezdporny. Méri thel mezi vektory a lze z néj odvodit normu a tedy
i metriku, jak hned ukézeme. Piikladem PSS je euklidovsky prostor R™ se
skalarnim soucinem

(z,y) = 2191 + Toy2 + -+ + LY.

Dalgim piikladem je prostor spojitych funkci C[a, b] se skaldrnim sou¢inem

b
(f,9) =/ f(z)g(x) dx.

vvvvvv

Véta 2.1 (Cauchyova—Schwarzova nerovnost). V prostoru se skaldrnim
soucinem (X, (-,+)) pro kaZdé dva vektory x a y plati, Ze

(x,y)? < (2, 2){y,y)-
Rovnost nastdvd, pravé kdyzZ je jeden z vektoru skaldrnim mdsobkem druhého,
= Ay pro A € R.

Dukaz. Byl v Linearni algebfe, proto ho zde neuvadime. ]

Uvazme zobrazeni || - || : X — R definované jako

]l == v/ (2, z).

D4 se ukédzat (tiloha 4), Ze toto zobrazeni je norma. PSS je tedy také normo-
vany prostor (a tedy i metricky prostor a topologicky prostor). Cauchyovu—
Schwarzovu nerovnost mizeme pomoci znaceni pro normu ekvivalentné zapsat
ve tvaru

[, )| <zl - llyll.
Hilbertuv prostor je uplny PSS, tj. odvozend metrika
d(z,y) = llv —yll = V{z —y,z —y)

je uplna. Euklidovsky prostor R™ je Hilberttv, ale prostor spojitych funkci
Cla, b] Hilberttiv neni (tloha 5).



Kapitola 2. Diferencialni poéet funkci vice proménnych.

Jak vime z MAI, za urcitych predpokladi se funkce jedné proménné daji lokalné
aproximovat pomoci linearnich funkci, s nimiz se 1épe pocita. Konkrétné, ma-li
funkce f: (a—d,a+9) — R v bodu a vlastni derivaci, mame v okoli a linedrni
aproximaci

fla+h)=f(a)+ f'(a) - h+o(h), h — 0.

Ve druhé kapitole ji zobecnime pro funkce s vice proménnymi, a pak i pro
zobrazeni slozena z nékolika takovych funkci. Budeme pracovat v euklidovském
prostoru R™ s obvyklym skaldrnim souéinem (z,y) = >, 2;y;, s odvozenou
euklidovskou normou

lall = /o3 + a3+ ... + a2,

a euklidovskou metrikou

d(z,y) = V(21 —91)? + (@2 = 12)2 + . + (T — Yym)?,
a s funkcemi o m proménnych
f+: D—-R
definovanymi na otevienych mnozinach D v R™.

Smérova derivace, parcialni derivace, diferencial. Smérovou derivact
funkce f: D — R v bodu a ve sméru v, kde D C R™ je oteviend mnozina,
bod a lezi v D a v z R™ je nenulovy vektor, rozumime limitu

D, f(a) := lim fla+tv) — f(a)

t—0 t ’

pokud existuje. Predstavte si D jako oblast v tfirozmérném euklidovském pro-
storu, kde funkce f méri teplotu a kterou prolétd po primocaré draze castice.
Smérova derivace D, f(a) pak udava okamzitou zménu teploty ¢astice ve chvili,
kdy se nachéazi v bodu a a mé vektor rychlosti v.

Parcidlni derivace funkce f v bodé a podle proménné x; je smérova derivace
D., f(a), kde e; je i-ty vektor kanonické béze, tj. e; = (0,0,...,0,1,0,0,...,0)
m4 na i-tém misté 1 a jinde nuly. Znacime ji g i (a). Explicitné,

6f (a) — Im f(al,...,ai_l,ai—|—h,ai+1,...,am) —f(al,ag,...,am).
8.%1' h—0 h

Ma-li f parcidlni derivaci podle x; v kazdém bodé D, dostavame funkci

of
89@-

: D — R,



kterd kazdému bodu a z D pfifazuje hodnotu %(a). Vektor hodnot vSech
parcidlnich derivaci funkce f v bodé a je gradient funkce f v a,

Vf(a) = (55 (a), gL (a), .., 5L-(a)).

” co1g . . . v s D NI
Pocitat parcidlni derivace uz umime, pii vypoctu % se proménné ruzné od
i

x; berou jako konstanty a f tak derivujeme jako funkci jediné proménné x;.
Napriklad

O(z3ysin(yz) + rlog 2)

9y = 23(sin(yz) + zy cos(yz)).

Funkce f ma v bodé a (totdalni) diferencidl, jinymi slovy f je v a diferenco-
vatelnd, kdyz existuje takové linearni zobrazeni L : R™ — R, Ze

fla+h) — f(a) — L(h)

im =0.
[h]|—0 [|A]]

Toto linedrni zobrazeni L nazyvame diferencidlem a zna¢ime Df(a), jeho hod-
nota L(h) na vektoru h pak je Df(a)(h). Podstatny rozdil ve srovnani se smé-
rovou a parcialni derivaci je ten, ze ty jsou pouhd cisla, kdezto diferencial je

vvvvvv

Smérova derivace, parcialni derivace a diferencial funkce f v bodu a davaji
lokalni aproximace f pobliz a linedrni funkci:

f(a—!—tv) = f(a)+va(a)'t+0(t)7t_>0a
fatte) = flay+2L

8:51-
fla+n) fa) +Df(a)(h) + o([[All), [IA]] — 0.

(a) -t +o(t), t =0,

V prvnich dvou vztazich je t realné ¢islo jdouci k nule a aproximace plati pouze
pro argumenty funkce na pfimce jdouci bodem a ve sméru v, resp. ve sméru
i-té soutadnicové osy. Ve tfetim vztahu h probihd body R™ a aproximace plati
pro vSechny argumenty funkce v okoli bodu a. Diferencovatelnost je silnéjsi
vlastnost f nez existence smérovych nebo parcialnich derivaci, z nichz neplyne
ani spojitost funkce v daném bodé.

Priklady. 1. Funkce f = f(x,y) : R? — R definovand jako 1 na mnoziné
{(z,y) € R? : y = 2% 2 # 0} a jako 0 pro vSechny zbylé body roviny ma v
poéatku vSechny smérové derivace (jsou rovné nule), ale neni tam spojit4.

2. Podobné, definujeme-li f jako 1 na soufadnicovych osach, tj. na mnoziné
{(z,y) € R? : a2y = 0}, a jako 0 pro vSechny zbylé body roviny, ma f v
pocatku obé parcidlni derivace (jsou rovné nule), ale kromé nich uz zédnou
dalsi smérovou derivaci. Funkce f opét neni v pocatku spojita.

Pojem diferencidlu rozsifime na obecnéjsi situaci, kdy f : D — R"™ (D C
R™ je otevfend mnoZina) je zobrazeni dané n-tici soufadnicovych funkci: f =



(fi,f2,---»fn) a fi = D — R. Rekneme, Ze zobrazeni f ma v bodé a z D
diferencidl nebo ze tam je diferencovatelné, existuje-li linedrni zobrazeni L :
R™ — R takové, ze

L @t h) — (@) = L)

=0.
l[a]—0 [|A]]

(Norma v ¢itateli je v R™, norma ve jmenovateli je v R™.) Linedrni zobrazeni
L zna¢ime D f(a). Z aproximaé¢niho pohledu to opét znamend, ze

fla+h) = f(a) + Df(a)(h) + a(h), kde [[A]l = 0= [la(h)||/|[h]] — 0.

Tvrzeni 2.1. Bud ddno zobrazeni f = (f1, fa,..., fn): D — R", kde D C R™
je otevrend mnozina, a bod a v D.

1. Diferencidl f v a je uréeny jednoznacné.

2. Zobrazeni f je diferencovatelné v a, prdavé kdyZ je kaZdd soutadnicovd
funkce f; diferencovatelnd v a.

8. Kdyz je f diferencovatelné v bodu a, potom je v a spojité.

Diikaz. 1. Uloha 6. 2. Uloha 7. 3. Ziejmé. m|

Ulohy

1. Necht (X,7) je topologicky prostor vznikly z metriky, tj. tvofeny ote-
vienymi mnozinami néjakého metrického prostoru (X, d). Dokazte, Ze pro
kazdé dva rtzné body a,b z X existuji takové dvé oteviené mnoziny U, V
zT,2¢a€U,beValUNV = (. Topologiim s touto vlastnosti se k4
Hausdorffovy.

2. Uvedte piiklad topologie, kterd neni Hausdorffova, takze nevznikla z me-
triky.

3. Dokazte, ze funkce d(z,y) := ||z —y|| definovana na normovaném prostoru
je metrika.

4. Oveéite, Ze funkce ||z| := y/(z,z) na prostoru se skalarnim soucinem je
norma.

5. Ukazte, Ze metricky prostor spojitych funkei Cla, b] s metrikou danou ska-
larnim soucinem (f, g) = f: f(@)g(x) dz neni uplny.

6. Dokazte ¢ast 1 Tvrzeni 2.1.

7. Dokazte ¢ast 2 Tvrzeni 2.1.



