Prednaska 4, 26. rijna 2015

Tvrzeni (jedna vlastnost S). Necht S C R? oznacuje jednotkovou kruznici
v roviné s euklidovskou metrikou. Kdyz je zobrazeni

f:85—=S5

spojité a lokdlné prosté, pak f(S) = S — kaZda rovnice f(x) =a, a € S, md
reseni x € S.

Dikaz. Dokazeme, ze kazdé spojité zobrazeni f : S — S je na nebo neni
lokalné prosté. S je kompaktni (je to uzaviend a omezend podmnozina R?)
a souvisly prostor (S = g([—1,1]) Uh([-1,1]), kde g,h : [-1,1] — R? jsou
spojité zobrazeni g(x) = (z,v1 — 22) a h(z) = (x,—v/1 — 2?), viz tloha 1).
Tedy f(5) je kompaktni a souvisla podmnozina S, specialné je f(.S) uzaviena.
Odtud plyne (tloha 2), ze f(S) je (i) uzavieny oblouk v S s koncovymi body
b a ¢ (mize se stat, ze f(S) = {b} = {c} je jediny bod) nebo (ii) celé
S. Pripad (ii) je jasny. V piipadu (i) ukdzeme, ze na zadném okoli bodu
a € f71(b) (n&ktery ze vzort jednoho z koncii oblouku f(5)) neni zobrazeni
f prosté. Necht A C S je libovolny uzavieny oblouk obsahujici a ve svém
vnittku. Pak B = f(A) C S je uzavieny oblouk s koncovym bodem b. Pro
spor necht je zizeni f na A prosté. Pak je toto zizeni homeomorfismem A a
B (podle tvrzeni z minulé prednasky, protoze A je kompaktni). Tedy A\{a}
a f(A)\{f(a)} = B\{b} jsou homeomorfni prostory (tloha 3). To vSak neni
pravda, protoZe prvni je nesouvisly a druhy souvisly. Zizeni f na A tedy neni
prosté a f neni lokalné prosté. O

Souvislost mnoziny se da intuitivné uchopit také pomoci spojovaci cesty.
Rekneme, Ze podmnozina X C M v metrickém prostoru (M, d) je krivkové
souvisld (resp. obloukové souvisld), kdyz pro kazdé dva jeji body a,b € X
existuje spojité zobrazeni (resp. spojité a prosté zobrazeni)

[0, =X, f(0)=a, f(1) =0,

kde interval [0,1] C R je euklidovsky (pod)prostor. Obraz f([0,1]) pak je
krivka, resp. oblouk, spojujici body a a b v X. VSimnéte si, ze oblouk je vzdy
homeomorfni intervalu [0, 1]. Obloukové souvisld mnozina je zfejmé kiivkové
souvisla. D4 se dokazat i opacné implikace (tloha 4), takze pro metrické
prostory obloukova a kiivkova souvislost splyvaji (pro topologické prostory
nikoli). Podobné v diskrétni matematice je graf G = (V, ) souvisly, pravé
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kdyz lze kazdé dva jeho vrcholy spojit cestou, ekvivalentné pravé kdyz lze
kazdé dva jeho vrcholy spojit sledem (alohy 5 a 6).

Tvrzeni (souvislost a kfivkova souvislost). Necht (M,d) je metricky
prostor.

1. Je-li podmnozina X C M krivkove souvisld, je souvisld.
2. Existuje souvisly metricky prostor, jenz nent krivkové souvisly.

3. Je-li kazdd koule B(a,r) v prostoru M krivkove souvisld, potom je kaZdd
otevrend a souvisld podmnoZina X C M i krivkove souvisla.

Diikaz. 1. Uloha 7.

2. Klasicky piiklad je euklidovsky podprostor X C R2, jenz se sklada z
grafu funkce sin(1/z) na intervalu (0,1) C R a z bodu (0,1) € R2. Detaily
dopliite v tloze 8.

3. Necht X C M je oteviend a souvisla mnozina. Uvazime na ni bindrni
relaci ~: pro a,b € X je a ~ b, pravé kdyz a a b lze v X spojit krivkou.
Neni tézké ukézat, Ze ~ je relace ekvivalence (tiloha 9). Kdyz a,b € X, a ~ b
a B(b,r) C X, pak podle tranzitivity ~ a predpokladu kiivkové souvislosti
B(b,r) je a ~ ¢ pro kazdy bod ¢ € B(b,r). Tfida ekvivalence [a] prvku a,
la] = {c € X | a ~ ¢}, je tedy oteviend mnozZina. Kdyby X/~ sestavala z
alespon dvou t¥id ekvivalence, byl by (a € X je libovolny bod)

X =[a]U U [c]

ceX, cta

rozklad X na dvé disjunktni oteviené a neprazdné mnoziny, ve sporu se
souvislosti X. Proto ma X/~ jen jednu tiidu ekvivalence a X je kiivkové
souvisla. a

Cést 3 tvrzeni plati pro euklidovské prostory R™, v nichZ jsou koule jisté
kiivkové souvislé, protoze to jsou dokonce konvexni mnoziny, jejichz kazdé
dva body lze v ramci koule spojit tseckou. V R” tedy souvislost a krivkova
souvislost pro oteviené mnoziny splyvaji.

Zminime protiintuitivni priklad dvou souvislych mnozin, které se prostu-
puji ale neprotinaji. (Pro obloukové souvislé mnoZiny to nastat nemtize.)



Piiklad (prostupujici se souvislé mnoziny). Necht M = [0,1] x [0,1] C
R? je jednotkovy ¢tverec v roving, s euklidovskou metrikou. UvaZme jeho roz-
klad na dvé mnoziny

A=(Qn[0,1]) x {0} U ([0,1\Q) x (0,1] « B=M\A.

A se sklddd z bodi na dolni strané ctverce s raciondlni x-ovou soutadnict
a ze suvislych usecek déelky 1 s vyymutyme dolnimi konci a s iraciondlnimi x-
ovymi soutadnicemi. B je doplnéek A do c¢tverce. Obé mnoZiny A a B protinaji
kaZdou ze ctyr stran ctverce, jsou disjunktni a jsou souvislé.

Dikaz byl pfed dvéma lety, alespont v zapisu z prednasky, proto si ho letos
odpustime.

Uplné metrické prostory. Metricky prostor (M,d) je tplny, kdyz kazda
cauchyovska posloupnost bodt v M konverguje. Explicitné, pro kazdou po-
sloupnost bodu (a,) C M plati implikace: kdyz

Ve > 03ng: m,n > ng = d(an,a,) < e,

pak
JaeM Ve >03ng: n>ng= dlay,a) <ce.

Podmnozina X C M je uplnd, kdyz je podprostor (X, d) Gplny.
Kompaktni metricky prostor uz je automaticky tplny (aloha 10). Vztah
mezi uplnosti mnoziny a jeji uzavienosti popisuje néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni (Gplnost versus uzavienost). Necht (M,d) je metricky prostor
a X C M je jeho podmnozina. Pak a) je-li X tplnd, je X uzaviend a b) je-li
cely prostor M uplny a X je uzavrend, je X uplna.

Dikaz. Gloha 11. O

Struc¢né: podmnozina tplného metrického prostoru je uplna, pravé kdyz je
uzaviena. Implikace = plati v kazdém metrickém prostoru.

Priklady. Euklidovsky prostor R je tuplny, kazda cauchyovska posloupnost
realnych &isel ma limitu. Uplné jsou i podprostory [2,3] a [~5, +00), protoZe
jsou uzaviené. Naopak podprostory Q a (0, 1] nejsou uzaviené a proto nejsou
uplné. Obecnéji i euklidovské prostory R™ jsou uplné. Podmnozina X = (0, 1)



v euklidovském prostoru M = (0,1) U (2, 3) neni Gplna (posloupnost (1/n) je
cauchyovska, ale nema (v X) limitu), i kdyZ je X uzavienad podmnozina M.

Banachova véta o pevném bodu. Pomoci tplnosti Ize pro mnoho typu
rovnic dokazat existenci feSeni. Uvedeme si vétu o takové metodé dikazu.
Nejprve ale par definic.

Zobrazeni f: M — M metrického prostoru (M, d) do sebe je kontrahu-
gict, kdyz existuje takové realné ¢islo ¢ s 0 < g < 1, Ze pro kazdé dva body
x,y € M plati nerovnost

d(f(z), f(y)) < qd(z,y) .

Kontrahujici zobrazeni tedy zkracuje vzdalenost kazdjch dvou bodii alespon
o pevny faktor ¢ mensi nez 1. Je jasné, ze kontrahujici zobrazeni je na M stej-
nomeérné spojité. Pevnygm bodem zobrazeni f mnoziny X do sebe rozumime
bod a z X spliujici f(a) = a. Posloupnost (x,) C X je posloupnosti iteract
zobrazeni f: X — X, kdyz pron =1,2,... plati x,41 = f(x,) (z1 € X je
libovolny startovaci bod této posloupnosti). Nasledujici véta nalezi polskému
matematikovi Stefanu Banachovi (1892-1945).

Véta (Banachova véta o pevném bodu). Kontrahujici zobrazeni f pl-
ného metrického prostoru (M,d) do sebe md prdvé jeden pevny bod a kaZdd
posloupnost iteract (z,,) C M zobrazeni f k nému konverguje.

Diikaz. Necht a a b jsou dva pevné body f. Pak

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < qd(a,b) ,

a to je, vzhledem ke ¢ < 1, mozné pouze pro hodnotu d(a,b) = 0. Tedy
a = b a vidime, Ze f ma bud jediny pevny bod nebo zadny. Z cauchyovskosti
posloupnosti iteraci (x,) zobrazeni f existence pevného bodu hned plyne, je
to totiz limita a = lim z,, (jeZ existuje, nebot jsme v uplném prostoru):

a=limz, =limz, =lim f(z,) = f(limz,) = f(a)

(viz tlohu 12). P¥isté dokdzeme, Ze posloupnost iteraci (z,) je opravdu cau-
chyovska. a

Ulohy



10.
11.

12.

. Pro¢ nefekneme jednoduseji, ze S = ¢([0, 27]), kde ¢ je spojité zobra-

zeni g(z) = (cosz,sinx)?

Dokazte, ze neprazdnd uzaviend souvisld podmnozina S je (pfipadné
jednobodovy) uzavieny oblouk nebo celé S.

Ukazte, ze kdyz je f : M — N homeomorfismus, pak je pro kazdy
bod a € M zGzeni f na M\{a} homeomorfismus prostora M\{a} a

N\{f(a)}.

(téz8i tloha) Dokazte, ze kazda kiivkové souvisla mnozZina je obloukové
souvisla.

Pfipomerite si, jak se dokazuje, ze v grafu G = (V| F) lze néjaké dva
vrcholy spojit sledem, pravé kdyz je lze spojit cestou.

Necht je graf G = (V, E) souvisly ve smyslu diskrétni matematiky.
Kdyz ho vezmeme jako metricky prostor (s metrikou danou grafovou
vzdalenosti, délkou nejkratsi spojujici cesty), je souvisly? Je obloukové
souvisly?

Dokazte, ze kiivkové souvisla mnozina je souvisla.

. Dokazte, ze mnozina {(z,sin(1/z)) | 0 < = < 1} U{(0,1)} C R? je

souvisla, ale ne kiivkové souvisla.

Dokazte, ze spojitelnost dvou bodid z X kfivkou v X je reflexivni,
symetricka a tranzitivni binarni relace.

Dokazte, ze kompaktni metricky prostor je tuplny.
Dokazte tvrzeni o iplnosti a uzavienosti.

Zdtvodnéte podrobné platnost kazdé z péti rovnosti ve vypoctu a =
.-+ = f(a) v dtikazu Banachovy véty o pevném bodu.



