Piednaska 4, 17. biezna 2014

Krok K3

Pomoci kroku K1, Jordanovy véty o kruznict pro polygony, dokazeme, Ze graf
K33 nemd polygondlni rovinné nakreslent.

To je klasicky vysledek z Diskrétni matematiky, spiSe znamy obecnéji, ze K3 3
nema rovinné nakresleni. To hned z K3 plyne pomoci diive dokézaného kroku
K4. Diikaz snadno dostaneme pomoci nasledujiciho lemmatu. Lomené ¢ara
K je chorda polygonu C, lezi-li jeji konce na C' ale jinak je s C' disjunktni.
Chordy P a @ polygonu C' (s riznymi konci) maji kriZici se konce, lezi-li
kazdy z konctt P v jiném ze dvou obloukt, na néz polygon C' déli konce Q.

Lemma (o k¥iZeni chord). Necht C' C R? je polygon a P a Q jsou jeho
dvé chordy, které maji krizici se konce a obé lezi uvnitr C' nebo obé lezi vneé
C. Pak se P a Q samy nutné krizi: PN Q # (.

Méjme polygonélni nakresleni v +— b,,e — K. grafu K33 s vrcholovymi
partitami {a,b,c} a {z,y, z}. Posloupnost boda b, by, by, by, b., b, a lomené
¢ary Kiaay, Koo}, - - K{za tvoif Sesticyklus C' C R?. Pokud C' neni poly-
gon (hrany se v ném kiizi), neni to rovinné nakresleni. Necht C' je polygon.
UvaZme reprezentace tii zbyvajicich hran, Ky, 3, K2y a K¢ ). DvE z téchto
t¥1 chord C' lezi uvnitt C' nebo dvé z nich lezi vné C. Podle lemmatu se vzdy
kiizi, takze zas nejde o rovinné nakresleni.

Zbyvé dokézat lemma. Konce P budte a a b a konce ) budte ¢ a d. Jako
P, a P, ozna¢ime dva oblouky, na néz a a b rozdéluji polygon C. Reknéme,
7e c € P, ad € P,. Uvazime polygon Cy = P, U P.

Prvni pfipad je, ze P i ) lezi uvnitt C. Vidime, Ze ¢ lezi vné C; a (jdeme-li
po @ z ¢ do d) dostateéné kratky koncovy tusek pied d z posledni tsecky ve
@ lezi uvnit¥ Cy (protoze kazdy bod vné C je i vné Cy). Takze vnitini body
@ protinaji Cy a tedy (nebot neprotinaji C') protinaji P.

Druhy ptipad je, ze P i@ lezi vné C'. Je jasné, ze pak je vnitiek C' obsazen
v jediné komponents, feknéme X, mnoZiny R?\C, a %e ¢ € X. Opét vidime,
Ze dostatecné kratky koncovy tsek pred d z posledni tsecky ve @) nelezi v X
ale ve druhé komponenté mnoziny R?\C, (prodlouZime-li totiz @ trochu za
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d (tak, ze C' a tedy Cy protneme kolmym prisecikem), octneme se uvniti C'
a tedy v X). Zas vnitini body @ protinaji C5 a tedy P. Lemma je dokézano.

Krok K2

Néasledujici vysledek je pozoruhodny a dilezity sam o sobé a da praci jej
radné dokazat.

Vé&ta (o kiivce). Kdyz je K C R? prostd krivka, to jest K je obraz spojitého
a prostého zobrazeni f : [0,1] — R?, pak je mnoZina R*\K souvisld.

Postupujeme stale podle Thomassenova ¢lanku. Diikaz této véty je zalozen
na 2-souvislych grafech a i na kroku K1, Jordanové vété pro polygony.

Vzpomerime si, ze graf G = (V, F) je 2-souwvisly, je-li souvisly a zustava
souvisly po vyhozeni libovolného vrcholu (a ma alesponi 2 vrcholy). Priddni
ucha je operace, jez z G vytvori graf G, kdy néjaké dva rtizné vrcholy z G
spojime cestou (jez mize byt i pouhd hrana a jejiz vnitfni vrcholy nejsou
v ). Lehce se vidi, ze kdyz je G 2-souvisly, je takovy i G’. Plati to ale i
obracene:

Lemma (o uchach). Kazdy 2-souvisly graf lze vytvorit z kruZnice postupngm
priddvanim ucha.

Toto popularni lemma nebudeme dokazovat (dikaz je snadny a bézi indukci
podle velikost grafu) a odkdzeme na Diskrétni matematiku.

Necht G = (V, E) je graf a v — b,,e — K, je jeho rovinné nakresleni.
Pripominéme, Ze sténa tohoto nakresleni je komponenta souvislosti mnoziny
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Disledek. Kromé jedné jsou vsechny stény v polygondlnim rovinném nakres-
leni N 2-souwvislého grafu G vnitrky néjakych polygoni a rikame jim vnitini
stény. Vyjpimecnd vnéjsi sténa, zvana tézZ vnéjsek nakresleni, je vnéjskem né-
jakeho polygonu C. Celé nakreslent N lezi uvnitr C' nebo na C'.

Dokazeme to indukci podle poc¢tu hran v GG. Je-li G kruznice, disledek zjevné
plati diky kroku K1. Neni-li G kruznice, vznikl G podle lemmatu o uchach z
n&jakého grafu G’ pridanim ucha U, pficemz G’ je 2-souvisly a ma méné hran



nez G. V (polygonalnim a rovinném) nakresleni N’ grafu G’ tomu odpovida
pridani chordy U’ do néjaké stény S’, pricemz S’ je vnitikem nebo vnéjskem
polygonu C’. Je-li vnitikem, rozdéli U’ sténu S’ na dvé nové vnitini stény,
jez jsou vnitiky polygoniu slozenych z U’ a oblouku polygonu C’. Vnéjsek se
nezméni. Tim dostaneme nakresleni N grafu G. Je-li S’ vnéjskem C’, rozdéli
U’ vnéjsek S’ na vnitini sténu a novy vnéjsek. Obé tyto nové stény nakresleni
N grafu G maji opét jako hranici polygon slozeny z U’ a oblouku polygonu
C'. Je téz vidét, ze po piidani chordy U’ celé nakresleni N opét lezi uvnitf
C ana C, kde C' je hranice vnéjsi stény. Tim je dusledek dokazan.

V dtkazu jsme fakticky pouzili ¢ast 3 nésledujiciho lemmatu, které ted
rfadné dokazeme.

Lemma (o chord8&). Necht C' C R? je polygon a P je jeho chorda, jeZ leZi
(kromé konci) v komponenté X mnoziny R*\C. Vezmeme polygony C, =
PUP, a Cy = PUP,, kde P; jsou dva oblouky, na néz konce P deli C'. Pak
plati ndsledugict.

1. Necht x je bod uvniti C, ale ne na P. Potom x leZi uvnitr C; a vné Cy
nebo vné C; a uvniti Csy.

2. Necht x je bod vné C, ale ne na P. Potom x lezi vvnitr Cy 1 vvnity Cy
nebo vné C; 1 vné Cy.

3. Mnozina X\ P md pravé dvé komponenty, jejichZ hranicemi jsou poly-
gony C a Cs.

Dikaz ¢asti 1. Uvazime prusecikova ¢isla pe(z), pe,(z) a pe,(x) bodu x
vzhledem k témto tfem polygontim (viz diikaz kroku K1) a spoc¢teme je po-
moci néjaké poloptimky ¢ jdouci z x, kterd ale neprochézi ani jednim z koncti
chordy P. Nechf n, ny a ny je po fadé pocet kolmych priseciki £ s P, P, a
P,. Pak po(x) = 1, protoZe x je uvniti C, ale je to také parita souc¢tu nq +ns.
Tedy jedno z ¢isel ny a ny je liché a druhé sudé. Hodnoty pe, (x) a pe,(x)
jsou po fadé parity souctid n; +n a ny + n. Jeden z nich je tedy zase lichy a
druhy sudy, tudiz z lezi uvnitt C a vné C5 nebo naopak.

Dikaz casti 2. Argument je velmi podobny c¢asti 1, poéty n, ni a no
definujeme stejné, ale nyni jsou ¢isla ny a ny obé sudé nebo obé liché (jejich
soucet je totiz sudy, protoze x je vné C'). Tudiz pe, () = pe, () a bod x lezi
soucasné uvnitt C; i Cy nebo soucasné vné C i Cs.



Dukaz ¢asti 3. Prvni ptipad je, Ze P lezi (az na konce) uvniti C'. Lehce se
vidi, ze vnéjsek C je obsazen ve vnéjsku C; i vnéjsku Cy. Tedy naopak vnitiek
C1 1 Cs je obsazen ve vnitiku C. Podle ¢asti 1 je tedy vnittek C' rozlozen na
tfi mnoziny: vnitiek C, vnitiek Cy a vnitini body chordy P. Tedy vnitiek
C bez P je disjunktni sjednoceni dvou neprazdnych otevienych a souvislych
mnozin, vnitiku C a vnittku Cs, coz jsou dvé hledané komponenty.

Druhy pfipad je, ze P lezi (az na konce) vné C. S piihlédnutim k ¢asti
1 vidime, ze bud vnitfek C' lezi ve vnitiku Cy anebo ve vnitfku C4. Necht
nastava prvni moznost (druha je podobna). Takze vnitiek C' lezi ve vnitiku
C5 a ve vnéjsku (. Tedy naopak vnéjsek Cs a vnitiek C lezi ve vnéjsku C.
Podle casti 2 je tak vnéjsek C' bez P disjunktni sjednoceni dvou neprazd-
nych otevienych a souvislych mnozin, vnéjsku Cs a vnittku C, coz jsou dveé
hledané komponenty. Lemma je dokazano.



