4. pfednaska 22. ¥ijna 2007

Uplné metrické prostory. Metricky prostor (M, d) je tiplngj, kdyz kazda cau-
chyovské posloupnost bodi v M konverguje.

Priklady. 1. Euklidovsky prostor R je uplny, kazd4 cauchyovska posloupnost
realnych ¢isel ma limitu. Uplné jsou i podprostory [2,3] a [—5, +00). Naopak
podprostory Q a (0,1] Gplné nejsou. Obecnéji i euklidovské prostory R™ jsou
uplné.

2. Z Matematické analyzy II vime, Ze prostor C|a, b] funkci spojitych na [a, b]
s maximovou metrikou je Gplny. Je-li totiz posloupnost (f,) cauchyovska, spl-
nuje stejnomérnou Bolzanovu-Cauchyovu podminku a tedy na [a, b] konverguje
stejnomérné k jisté funkci f. Funkce f je na M spojitd, protoZe je stejnomérnou
limitou spojitych funkci. Tedy f € C(M) a v supremové metrice mame

lim f, = f.

n—oo

3. Vezmeme znovu spojité funkce Cla, b], ale ted Cla, b] vybavime integrélni
metrikou. Vznikly metricky prostor neni aplny. Sestrojime cauchyovskou po-
sloupnost, kterd nemé limitu. PoloZime a = —1,b = 1 a uvazime funkce

-1 pro—-1<z<—n"t

fa(@)=< nx pro-—n"!t<az<n?
1 pronl<z<l.

Pak (f,) C C[-1,1] a (f,) je cauchyovskd, protoZze pro m < n mame

1 1/m
A(fon ) = / (@) — ful@)| do < / | dz = 2/m.
-1 —1/m
Neexistuje vSak funkce f € C[—1,1], pro niz by f,, — f pro n — oo. Takova
funkce f by podle definice f,, musela byt na intervalu [—1,0) identicky rovna
—1 a na intervalu (0, 1] identicky rovna 1, coz je pro funkci spojitou na [—1,1]
nemozné.
4. Kompaktni metricky prostor je vzdy tplny (tloha 1). Naopak to obecné
neplati, R je uplny a nekompaktni metricky prostor.
5. Uvazme euklidovské metrické prostory R a (—m/2,7/2). Bijekce

f(z) = arctan(z) : R — (—7/2,7/2).

je homeomorfismus, f i f~!(z) = tan(z) : (—7/2,7/2) — R jsou spojita
zobrazeni. Oviem R. je tiplny metricky prostor, ale (—m /2, 7/2) nikoli. Uplnost
metrického prostoru neni, na rozdil od kompaktnosti, topologicka vlastnost, neni
ur¢ena pouze otevienymi mnozinami, zavisi i na metrice. Nicméné se aplnost
se zachovavd homeomorfismem, ktery je v obou smérech stejnomérné spojity
(funkce tan z neni na (—7/2,7/2) stejnomérné spojita).

Tvrzeni 1.9. Uplnost metrického prostoru se zachovavd ndsledujicimi opera-
cems.



1. Prechodem k uzavienému podprostoru.

2. Obrazem stejnomérné spojitym prostym zobrazenim, pokud je i inverzni
zobrazeni stejnomeérné spojite.

3. Kartézskym soucinem.

Diikaz. 1. Uloha 2. 2. Uloha 3. 3. Uloha 4. O

Banachova véta o pevném bodu. Pomoci Gplnosti se d4 o mnohych rovnicich
dokazat, ze v iplném metrickém prostoru maji feseni. Typickym pfikladem je
rovnice x2 = 2, ktera sice nemé feSeni v oboru racionalnich ¢isel, ale v Sir§im
oboru realnych cisel se diky uplnosti dokaze existence feseni. Popiseme obecny
postup, ktery zarucuje existenci feSeni jisté tfidy rovnic v uplnych metrickych
prostorech.

Zobrazeni f : M — M metrického prostoru (M, d) do sebe je kontrahujici,
kdyz pro néjaké cislo ¢ € R spliujici 0 < ¢ < 1 pro kazdé dva body x,y v M
plati

d(f(z), f(y)) < qd(z,y).

Kontrahujici zobrazeni tedy kontrahuje, zmensuje vzdalenost kazdych dvou bodu
alespon o pevny faktor ¢ mensi nez 1. Je jasné, Ze kontrahujici zobrazeni je stej-
nomeérneé spojité. Pevnym bodem zobrazeni f mnoziny X do sebe rozumime bod
a z X splitujici f(a) = a. Posloupnost (x,,) C X je posloupnosti iteraci zobrazeni
f: X — X, kdyz pron = 1,2,... plati z,41 = f(x,) (r1 € X je libovolny
startovaci bod posloupnosti iteraci).

Véta 1.10 (Banachova véta o pevném bodu). Kontrahujici zobrazeni f
uplného metrického prostoru (M, d) do sebe md prdvé jeden pevny bod a kazdd
posloupnost iteract (x,) C M zobrazeni f k nému konverguje.

Dukaz. Uvazme libovolnou posloupnost iteraci (x,,) kontrahujiciho zobrazeni
f. Protoze x,, = f(xn—1) a f je kontrahujici s konstantou ¢, pro kazdé n € N
mame odhad

A(Tni1,70) < qd(@p, 2n-1) < @Pd(Tn-1,Tn—2) < ... < ¢" d(ze,21).

Pomoci trojuhelnikové nerovnosti pak pro kazdé k,n € N méame

d(xn+k7 mn) S d(mn+k; Tn+k— 1) + d(xn+k 1, Tntk— 2) +...+ d(anrlv xn)
S d(l‘g )( n+k— 2+qn+k 3_|_ _|_qn 1)
< d(@e, ) (@ g+ )
= d(zg,21)¢" /(1 - q)
— 0 pron — oo (nebot 0 < ¢ < 1).

Posloupnost (z,,) je tedy cauchyovska. Diky uplnosti prostoru M mé limitu a.
Ze spojitosti f pak plyne, Ze a je pevnym bodem f:

a= lim x, = hm Tpt1 = hrn f(zn) = f(lim z,) = f(a).

n—oo n—0o0



Necht a, b jsou dva pevné body f. Pak
d(a,b) = d(f(a), f(b)) < gd(a,b),

coz vynucuje d(a,b) = 0 a a = b. Pevny bod je jediny. O

D4 se ukdzat (tloha 5), Ze véta plati i za zdénlivé slabsiho pfedpokladu, Ze
kontrahujici je jen néjaké iterace f(™ (x) = f(f(...(f(x)))) zobrazeni f.

Ukéazeme pouziti Véty 1.10 pii feSeni diferencidlnich rovnic. Zaéneme jed-
noduchou rovnici y'(z) = y(x), kdy chceme najit funkci rovnou své derivaci.
Resenim této rovnice je exponencidla y(x) = exp(z) a spousta dalsich funkci,
jako tfeba —3 exp(z + 10). Pro kazdou dvojici redlnych ¢isel a, b dokonce exis-
tuje takové Teseni, ze y(a) = b, sice y(z) = bexp(x — a). Jak uvidime, s timto
pozadavkem je FeSeni (lokdlng) jednoznacéné. Pomoci Banachovy véty o pevném
bodu se da lokalni existence a jednoznacnost feSeni dokazat pro Sirokou t¥idu
diferencialnich rovnic

o) vl =0
”{ J(@) = fa ).

Zde f: R? — R je zadan4 funkce (pravé strana rovnice) a a,b € R jsou zadana
¢isla. Hleddme realnou funkei y(z) a otevieny interval I obsahujici a, ze y(x) je
na I definovana, y(a) = b (fikdme, Ze y(z) spliiuje pocdtecns podminku y(a) = b)
a y(x) mé I derivaci spliiujici pro kazdé = € I druhy vztah v (*), tj. vlastni
diferencialni rovnici.

Véta 1.11 (Picardova). Pokud je f : R? — R spojitd a existuje konstanta
M > 0 takovd, Ze pro kazZda tri ¢isla u,v,w € R plati

[ (u,0) = fu, w)| < Mlv —wl,

pak kaZdy bod a € R md okoli I = (a — d,a + §), na némz md duloha (*)
jednoznacné feseni y(x).

Dikaz. Budeme pracovat na intervalu I = (a — §,a + §) pro néjaké 6 > 0 a
na jeho uzavéru J = [a — 0, a + ¢]. Z vlastnosti Riemannova integralu (vypocet
Riemannova integralu Newtonovym integralem, Riemanniv integral jako funkce
horni integra¢ni meze) plyne, Ze pro spojitou funkci f je tloha (*) ekvivalentni
rovnici

y(x) = b—l—/x flty@)dt, xel

—je-li y(z) na I feSenim tlohy (*), je feSenim rovnice a naopak. UkdZeme, Ze
pro dostateéné malé 6 ma na intervalu I posledni rovnice—a tedy i tloha (*)—
jednoznacné FeSeni y(z). Pravd strana posledni rovnice definuje zobrazeni A,
které funkci y(z) spojité na J piitadi funkci z(z),

() = Ala) =0+ [ty dr



Integral je spojitou funkei své horni integraéni meze, takze z(x) je na J rovnéz
spojitd (dokonce mé na J spojitou prvni derivaci: z/'(z) = f(z,y(z))). Mame
zobrazeni

A: Cla—d,a+ 9] — Cla—d,a+ 9]

Odvodime, ze A mé pro dostateéné malé § jednoznaény pevny bod y.

Pro tento ucel vybavime Cla — 6,a + 6] maximovou metrikou d(-,-), ¢imz
dostaneme Gplny metricky prostor (viz ptiklad 2), a pouzijeme Vétu 1.10. Uvi-
dime, Ze pro dostateéné malé § je A kontrahujici. Necht y(z) a z(z) jsou dvé
funkce z Cla — 0, a + 4]. Pak

d(A(y), A(z)) = max|A(y)(z) - A(z)()

xzeJ

|
— x| [ sy an- [ rea)

xzeJ

= mag| [ 10v0) - 520 dt]

xzeJ

max | [ £ () - F(t,2(0) dt\

<
z€J | Jq

< max/ My(t)z(t)|dt‘
zeJ a

< _

< max / M max]y (1) z(t)dt‘

xzeJ a

= max/ Md(y, z) dt‘

xeJ
= Mé-d(y,=2).
Zvolime-li § < 5+, mame d(A(y), A(z)) < 3d(y, z) pro libovolné dvé funkce z
Cla — d,a + §] a zobrazeni A je kontrahujici. Podle Véty 1.10 ma jednoznaény

pevny bod a Véta 1.11 je dokazana. m]

Kdyz realnd funkce dvou proménnych f(u,v) spliiuje pro néjakou konstantu
M > 0 na mnoziné D C R? podminku Véty 1.11, to jest

V(’LL,’U),(U,'LU) €D: ‘f(uvv)ff(uvw” §M|v7w|,

fekneme, Ze f je na D lipschitzovskd nebo Ze na D splituje Lipschitzovu podminku
(v druhé proménné). Funkce f(u,v) = v z tvodniho pfikladu je lipschitzovska
na celém R?, tfeba s konstantou M = 1. Funkce bexp(x — a) je proto pro kazdé
dvé ¢isla a,b € R jednozna¢nym lokalnim feSenim diferencidlni rovnice y(a) = b,
y'(z) = y(a).

Podminka lipschitzovskosti na celém R? je zbyte¢né silnd a v praxi &asto
neni splnéna. Sta¢i vSak jeji lokalni splnéni. Dokazte si (Gloha 7), ze Véta 1.11
plati i za slabsiho pfedpokladu lokélni lipschitzovskosti.



Ulohy
. Dokazte, ze kompaktni metricky prostor je tplny.

. Dokazte, Ze podmnozina tiplného metrického prostoru indukuje tplny pod-
prostor, pravé kdyz je uzaviena.

. Dokazte, 7ze kdyz f : M — N je bijekce mezi metrickymi prostory, pficemz
f i f! je stejnomérné spojité zobrazeni, pak je prostor M Uplny, pravé
kdyz je prostor N uplny.

. Kartézsky soucin dvou uplnych metrickych prostort je tplny.

. Ukazte, Ze zobrazeni uplného metrického prostoru do sebe, jehoz néjaka
iterace je kontrahujici, mé jediny pevny bod.

. Dokazte pomoci Banachovy véty o pevném bodu, Ze polynom z2 —2 mé v
R koren. Jak bude vypadat posloupnost iteraci konvergujici k v/2? Névod:
graf funkce z2 — 2 aproximujte te¢nou.

. Necht D C R? je oteviend mnozina, (a,b) € D a f : D — R je spojita
funkce, kterd je na D lipschitzovska ve druhé proménné. Pak mé diferen-
ciéln{ rovnice (*) lokalné jednoznac¢né feseni.



