Prednaska 3, 19. rijna 2015

Diikaz Heineho—Borelovy véty. Bez Gjmy na obecnosti vezmeme cely
prostor A = M (pro¢? — tloha 1).
Implikace =. Necht je (M, d) kompaktni a necht

Uxi=m

el

je jeho pokryti otevienymi mnozinami. Nejprve ukazeme, ze pro kazdé 6 > 0
existuje takova konecna mnozina S C M, ze pro kazdy bod a € M existuje
bod b € S s d(a,b) < . Kdyby to nebyla pravda, snadno sestrojime neko-
nec¢nou posloupnost (a,) C M, ze d(a,, a,) > 0 pro kazdé dva indexy m < n
(jak? — tloha 2). Tato posloupnost vSak nemad, ve sporu s predpokladem
o M, konvergentni podposloupnost. Pro kazdé § > 0 proto takova konecna
mnozina S C M existuje, nazveme ji d-siti. Vlastnost -sité S tedy je, ze

JB®.6) =M.

besS

Predpokladejme nyni pro spor, ze pokryti M otevienymi mnozinami X; neméa
koneéné podpokryti. Z toho plyne, ozna¢ime-li si jako S,, n = 1,2,..., (1/n)-
sit, ze pro kazdé n € N existuje ,zvlastni“ bod b,, € S, Ze koule B(b,,1/n)
neni obsazena v zadné z mnozin X;. (Kdyby pro néjaké n zvlastni bod v S,
neexistoval, dokazali bychom z mnozin X; vybrat konecné podpokryti: pro
kazdy bod b € S,, bychom vzali jednu mnozinu X; spliujici X; D B(b,1/n),
a tyto X; by, diky vlastnosti (1/n)-sité, pokryvaly M.) Uvazme posloupnost

(b,) C M

zvlastnich bodt. Podle predpokladu o M méa konvergentni podposloupnost
(bk, ) s limitou b € M. Protoze X; pokryvaji M, existuje mezi nimi mno-
Zina Xj;, Zze b € X;. Vzhledem k otevienosti X; existuje polomér r > 0, Ze
B(b,r) C X;. Vezmeme tak velké N € N, ze d(bg,,b) < r/2 (limby, =b) a
soucasné 1/ky < r/2. Z trojihelnikové nerovnosti vyplyva, ze pak

B(bky,1/kn) C B(b,r) C X .

To je ale spor s tim, zZe by, je zvlastni bod v Si,. Odvodili jsme spor, takze
z mnozin X; lze vybrat konecné podpokryti a = je dokazana.



Implikace <. Predpokladame, ze M je topologicky kompaktni a v dané
posloupnosti bodi (a,,) nalezneme konvergentni podposloupnost. Pfedpoklé-
dejme, Ze pro kazdy bod b € M existuje takovy polomér r(b) > 0, Ze mnozina
indexi S, = {n € N | a,, € B(b,r(b))} je kone¢na. To vede ke sporu: oteviené
pokryti M = J,c,, B(b, (b)) mé koneéné podpokryti dané konecnou mnozi-
nou N C M, M = |J,en B(b,7(b)), a protoze mnozina indext S = (J,cn Sp
je konefna (je to konecné sjednoceni konecnych mnozin), existuje (dokonce
nekoneéné mnoho) m € N, ze m ¢ S a tedy a,, &€ B(b,r(b)) pro kazdé b € N
— spor, nebot tyto koule pokryvaji M a v nékteré z nich a,, musi lezet.
Tedy existuje bod b € M, Ze mnozina indexti {n € N | a, € B(b,r)} je
nekonecna pro kazdy polomér r > 0. Ted uz lehce sestrojime podposloup-
nost s limitou b: vezmeme libovolné n; € N, ze a,, € B(b,1), pak vybereme
ny € N, Ze a,, € B(b,1/2) a soucasné ny > ny (coz diky vlastnosti bodu b
lze), pak vybereme n3 € N, Ze a,, € B(b,1/3) a soucasné ns > ns a tak déle.
Podposloupnost (a,, ) zfejmé spliiuje limy_, o0 Gp, = b. a

Vztah bodu ke mnozZiné. Necht a € M je bod v metr. prostoru (M, d)
a X C M je podmnozina. Okolim bodu a rozumime jakoukoli otevienou
mnozinu obsahujici bod a. V nésledujicich definicich U oznacuje okoli bodu
a. Rekneme, ze

e a je vnitrnim bodem X, kdyz existuje U tak, ze U C X

e a je vnéjsim bodem X, kdyz existuje U tak, ze U C M\ X;

e a je hranic¢nim bodem X, kdyz kazdé U protinda X i M\ X

e a je limitnim bodem X, kdyz je pro kazdé U prinik U N X nekonecny;
e a je izolovanym bodem X, kdyz existuje U tak, ze U N X = {a}.

Vnitini a izolované body X nutné lezi v X a vnéjsi body lezi mimo X.
Hrani¢ni a limitni body X mohou lezet v X i mimo X. Podminka limitniho
bodu tika, ze libovolné blizko a se nachéazi bod z X rizny od a.

Jako piiklad vezmeme v euklidovské roviné R? mnozinu

X={reR?|0< |z <1} U{(0,2)}

— jednotkovy kruh se stfedem v pocatku, z néhoz jsme pocatek odstranili
a k némuz jsme pridali bod (0,2). Pak vnitini body X tvofi mnozinu {z €



R? | 0 < ||z]] < 1}, vné&jsi body mnozinu {z € R? | ||z| > 1,z # (0,2)},
hrani¢ni body mnozinu {z € R? | ||z]| = 1} U {(0,0),(0,2)}, limitni body
mnozinu {z € R? | ||z|| < 1} a izolované body mnozinu {(0,2)}.

Homeomorfismus. Bijekce f : M; — M, mezi dvéma metrickymi pro-
story je homeomorfismus, kdyZz f i f~! je spojité zobrazeni. Existuje-li ta-
kova bijekce mezi M; a My, jsou oba metrické prostory homeomorfni. Ho-
meomorfismus je typ izomorfismu metrickych prostortd, ktery je slabsi nez
izometrie. Kazda izometrie je homeomorfismem, ale obecné ne naopak. Ho-
meomorfismus je izomorfismus struktur otevienych mnozin obou prostort.
Homeomorfni metrické prostory se nedaji odlisit jen pomoci otevienych mno-
Zin.

Jako priklad uvazme zobrazeni z — tanx mezi euklidovskymi prostory
(—m/2,7/2) a R. Toto zobrazeni je homeomorfismus (je bijektivni a tanx i
inverz arctan x je spojité zobrazeni). Tyto prostory zjevné nejsou izometrické,
protoze prvni je omezeny, ale druhy ne.

Na druhou stranu zobrazeni f(p) = (cos,siny) mezi euklidovskymi
prostory

0,27) a §={zeR*||lzl| =1},
coZ je interval v R a jednotkova kruznice v R?, homeomorfismem neni. Je sice
bijektivni a spojité, ale inverzni zobrazeni spojité neni (neni spojité v bodu
(1,0)). Jak pozdéji dokazeme, metrické prostory [0,27) a .S ani homeomorfni
nejsou.

Tvrzeni (kompakty a homeomorfismus). Kdyz je
f: M— N

prosté a spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory a M je kompaktni, je 1
inverzni zobrazeni f~1 1 f(M) — M spojité a [ je tedy homeomorfismus
prostoru M a f(M).

Diikaz. Staci ukazat, ze pro kazdou uzavienou podmnozinu A C M je pod-
mnozina f(A) C N uzaviena. Protoze (f~')"!'(A) = f(A), podle topolo-
gické definice spojitosti je f~! spojité zobrazeni. Ale uzavien4 podmnozina
kompaktniho prostoru je kompaktni, spojity obraz kompaktni mnoziny je
kompaktni mnozina, a ta je uzaviena. Takze f(A) je uzaviena. O

Souvislost prostoru. Rekneme, Ze metricky prostor (M, d) je souvisly, po-
kud jeho jediné podmnoziny, které jsou soucasné oteviené i uzaviené — ta-
kové mnoziny se nazyvaji obojetné — jsou () a M. Kratce feceno, prostor



je souvisly, pokud neobsahuje netrividlni obojetnou podmnozinu. Ekviva-
lentné, prostor je souvisly, pokud ho nelze napsat jako disjunktni sjednoceni
dvou neprazdnych otevienych (¢i uzavienych) mnozin. V opacném piipadé
je prostor nesouvisly. Podobné nazveme podmnozinu X C M v metrickém
prostoru souvislou resp. nesouvislou, je-li podprostor s indukovanou metri-
kou (X, d) souvisly resp. nesouvisly. Souvislost prostoru intuitivné znamena,
ze se nerozpada na dva oddélené (neprazdné) kusy.

Tvrzeni (intervaly a souvislost). Podmnozina I C R (euklidovského pro-
storu R') je souvisld, prdvé kdyZ je intervalem (md vlastnost a,b € I,c €
Ria<e<b=cel).

Diikaz. Necht I C R je interval, ktery je vyjadieny jako I = AU B, kde A a
B jsou neprazdné a uzaviené mnoziny, které jsou disjunktni. Vezmeme a € A
a b € B, naptiklad a < b, a definujeme o = sup({x € [a,b] | z € A}). Protoze
I je interval, je « € [a,b] C I. Podle aproxima¢ni vlastnosti suprema je «
limitou (zleva) prvku z A, takze podle uzavienosti A je o € A. Patrné aw < b
a podle definice suprema je (a,b] N A = (), takZe («,b] C B a « je limitou
(zprava) prvki z B. Tedy i « € B a A a B nejsou disjunktni, coz je spor.
Proto A a B neexistuji a I je souvisly.

Necht I C R neni interval: méame a,b € I,c € R,a < ¢ < b, 7e ¢ &€ I.
Potom je I = (IN(—o0, c)U(IN (¢, +00)) rozklad na dvé neprazdné a oteviené
mnoziny, které jsou disjunktni. Tedy I neni souvisla. O

Tvrzeni (spojitost zachovava souvislost). Je-li
f: M —N

spojite zobrazeni mezi metrickymi prostory a M je souwvisly, pak je obraz
f(M) souvisla podmnozina v N.

Diikaz. Uloha 4. 0

Zobrazeni f : M — N mezi metrickymi prostory je lokdlné prosté, kdyz
mé kazdy bod a € M okoli, na némz je f prosté, to jest pro kazdé a € M
existuje r > 0, Ze plati implikace b, c € B(a,r),b # ¢ = f(b) # f(c).

Tvrzeni (jedna vlastnost S). Necht S C R? oznacuje jednotkovou kruznici
v roviné s euklidovskou metrikou. KdyzZ je zobrazeni

f:95—=>S5

4



spojité a lokdlné prosté, pak f(S) =S — kaZdd rovnice f(x) =a, a € S, md
reseni v € S.

Diikaz udélame pristé. Viz téz tlohu 9. Ted si dokazeme disledek, ktery celé
tvrzeni motivuje:

Diusledek (odmocniny v C). Pro kazdé k € N a kazdé a € C ezistuje
b e C, Ze b* = a. Kazdé komplexni ¢islo md tedy k-tou odmocninu pro kazdé
k=1,2,3,....

Dikaz. Necht k € N. Pro a = 0 nebo realné a > 0 vzdy k-t4 odmocnina
existuje (podle véty o supremu). Pro nenulové a € C je (|a|'/*)*a/|a| = a,
takze staci nalézt k-tou odmocninu z a/|a|, coz je ¢islo lezici na jednotkové
kruznici S = {z € C | |z| = 1}. Vezmeme zobrazeni f : C — C, f(z) = 2",
Je to i zobrazeni z S do S, protoze |2*| = |z|*. Podle tvrzeni staci ukdzat, Ze
f je na S spojité a lokalné prosté. Snadno se dokaze vice: f je spojité na C
a lokalné prosté na C\{0}. Plyne to z rozkladu

ub —oF = (u— ) (W R 0P = (u - v)g(u, )

Pro u,v € Cs |ul,|v] < R je |g(u,v)] < kR*!, coz dava spojitost f na C.
Pro dané nenulové z € C je lim,, ., g(u,v) = k21 # 0, takZe pro u # v
a dostatecné blizko k z # 0 je g(u,v) # 0 a tedy u* # v*, coz dava lokalni
prostotu v§ude kromé nuly (viz tlohy 10 a 11). a

Disledek dokoncuje dikaz Zakladni véty algebry z predchozi prednasky.

Ulohy

1. Pro¢ se v dikazu Heineho-Borelovy véty mutzeme omezit na ptipad
celého prostoru?

2. Jak z neexistence 6-sité sestrojime popsanou posloupnost?

3. Necht kazdy bod prostoru M je (vzhledem ke svému doplitku) izolo-
vany. Jaké jsou oteviené mnoziny v M?

4. Dokazte, ze obraz souvislé mnoziny spojitym zobrazenim je souvisla
mnozina. Navod: pouzijte topologickou definici spojitosti.



10.

11.

DokaZte, e euklidovské prostory R a R? nejsou homeomorfni.

Je interval (0,1) disjunktni sjednoceni dvou neprézdnych souvislych
mnozin?

Je sjednoceni dvou souvislych mnozin souvisla mnozina? A co prinik?

. A co sjednoceni dvou souvislych protinajicich se mnozin?

Plati posledni tvrzeni, kdyz v ném S nahradime tseckou v roviné?

Jak blizko musime vzit rizna ¢isla u,v € C k z € Z, z # 0, aby platilo
uk #£ k7

Ukazte, ze pro k > 2 zobrazeni z — 2* neni lokalné prosté v (Z4dném)
okoli nuly.



