Prednaska 3, 10. biezna 2014

Pro dvé mnoziny v roviné X,Y C R? definujeme jejich vzdéalenost d(X,Y)
jako
d(X,Y) = inf({d(z,y) | = € X,y € Y'})

(kde d(z,y) je samoziejmé obvykld euklidovskd vzdalenost v roving). Po-
kud se protinaji, pak maji zjevné nulovou vzdéalenost. AvSak i disjunktni
mnoziny mohou mit nulovou vzdalenost. Nikoli vsak, pokud jsou kom-
paktni: jsou-li X,V C R? disjunktni kompaktni mnoziny, pak d(X,Y) > 0.
Kdyby d(X,Y) = 0, mdme posloupnosti bodu (z,) C X a (y,) C Y, Ze
limd(z,,y,) = 0. Diky kompaktnosti X a Y muzeme ptedpokladat, ze obé
posloupnosti konverguji a limz, = a € X alimy, = b € Y. Pak ale, pro-
toze vzdalenost je spojita funkce, d(a,b) = 0. Takze bod a = b lezi v obou
mnozinach X a Y, coz nelze.

Krok K4

Necht G = (V, E) je rovinny graf s rovinnym nakreslenim v — b, a e — K,.
Predélame ho na polygonalni rovinné nakresleni. Ziejmé lze vzit tak maly
polomér r > 0, %e uzaviené kruhy D, := B(b,,7), v € V, jsou vzajemné
disjunktni. Pro kazdou hranu e = {u,v} € E ozna¢ime jako K! C K, tsek
prosté kiivky K. od jejiho posledniho prisecéiku ¢, s D, (bézime-li po K.
z b, do b,) do prvniho po ném nasledujiciho priseciku ¢, s D, (rozmyslete
si, pro¢ takové pruseciky existuji). Takze K| je prosta kiivka s konci ¢, . a
Cve. Kiivky Kl e € E, jsou kompaktni a vzajemné disjunktni, a proto, jak
jsme si ujasnili vyse, existuje § > 0, Ze pro kazdé dvé rtizné hrany e a ¢’ maji
K! a K, vzdalenost vétsi nez 0. Vezmeme £ > 0 mensi nez §/2 a definujeme
mnoziny
Xe:= | Blae), ecE.

acK!

Ziejmé je X, oteviend, X, D K! a X, je souvislé (jinak by, vzhledem k tomu,
ze kazdy otevieny kruh B(a,¢), a € K/, je souvisly a protind K, nesouvisla
X, roztrhla souvislou mnozinu K). Diky trojihelnikové nerovnosti a volbé
poloméru ¢ jsou kazdé dvé mnoziny X, a X, e # €/, disjunktni. Diky sou-
vislosti a otevienosti X, existuje lomend cara L, C X, s konci ¢, a cpe.
Rozsifime ji na lomenou ¢aru L. pridanim usecek m a m Protoze li-
bovolné dvé z téchto tsefek se protinaji nejvyse ve spole¢ném konci (stfedu
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b, disku D,,) a L jsou vzajemné disjunktni, vzniklé lomené ¢ary L. se nekiizi.
Ptifazeni e — L. (spolu s ptivodni reprezentaci vrcholi) tak je polygonélni
rovinné nakresleni grafu G.

Krok K1

Dokézeme, ze Jordanova véta o kruznici plati pro polygony. Dokazeme jesté
o néco siln€jsi a podrobnéjsi vysledek.

Véta (Jordanova pro polygony). Necht L C R? je topologickd kruznice,
ktera je polygonem, takZe se L sklada z konecné mnoha tusecek. Pak

R\L=AUB,

kde A a B jsou meprdzdné otevrené a souvislé mnozZiny. A i B maji jako
hranici mnoZinu L. Je-li u C R? takovd tsecka, Ze uw N L je jeding bod, jenz
je vnitinim bodem u a neni vrcholem L, pak jeden konec u lezi v A a druhy
v B.

Potiebujeme dokazat, ze doplnék polygonu v roviné méa pravé dvé kompo-
nenty souvislosti. Nejprve dokazeme, ze komponenty jsou alespon dvé, a pak,
Ze jsou nejvyse dve.

Prvni &ast. Pro kaZdij polygon L v roviné je mnoZina R*\ L nesouvisld.
Thomassenova strategie je tato. Pro kazdy bod a € R?\L zavedeme tzv.
prusecikové ¢islo p(a) € {0,1} (je to parita poc¢tu ,kolmych* prisecikii po-
loptimky jdouci z a s polygonem L) a dokédZeme o ném, Ze pro dva body a a
b z téze komponenty dopliiku L je vzdy p(a) = p(b). Na druhou stranu lehce
najdeme body a a b mimo L s p(a) = 0 a p(b) = 1. Tedy R?\L m4 alespori
dvé komponenty.

Nyni podrobnéji. Pro bod a € R?\L ozna¢ime poloptimku jdouci z a ve
sméru ¢ € S, kde S! je jednotkova kruznice v roving, jako £(a, ). Mame
rozklad

f(a,cp)ﬂL:hUIzU U]r y

kde kazdy prisecik I; je tisecka nebo bod na f(a,y) (coz plyne z toho, ze
¢ ={(a, ) je s kazdou tiseckou v L disjunktni nebo ji protina v jediném bodé
nebo ji celou obsahuje). Rekneme, Ze I; lezi na ¢ kolmo, kdyz dvé tsecky, jez
jsou pokracovanim L z koncovych bodi I; (resp. z jednoho bodu I;) lezi na



opacnych stranach od /. Lezi-li tyto dvé tsecky na téze strané od ¢, lezi I;
na ¢ tecné. Nyni definujeme p(¢) € {0, 1} jako

p(€) = p(t(a,)) = (mod 2) ,

kde r; je pocet I; lezicich na ¢ kolmo. Pokud r = 0, kdy ¢ neprotina L, je
samoziejmé p(¢) = 0.

Necht a € R?\ L. Tvrdime, Ze kazdy smér ¢y € S' ma okoli K C S (coz
je otevieny oblouk v S* se stfedem ve ), Ze pro ¢ € K je hodnota p(¢(a, ©))
konstantni. Necht

f(a,gpo)ﬂL:hU]gU U]r

Pak 1ze za okoli K vzit kazdé takové dostatecné malé okoli sméru g, Ze
otevieny rovinny tthel U C R? dany vrcholem a a sméry v K (tj. sjednoceni
polopfimek jdoucich z a ve smérech v K) obsahuje z vrcholt L (tj. konct
useCek v L) pouze ty, jez jsou jiz obsazeny v primniku ¢(a, pg) N L. Takové
okoli jisté existuje (kdyz vrchol polygonu L na ¢ nelezi, tak ma od ¢ kladnou
vzdélenost). Co se stane s pruseciky I;, kdyz ¢(a, ¢o) pooto¢ime a nahradime
ji polopfimkou £(a, ¢) s ¢ € K7 Diky volbé okoli K méame, Ze (i) je-li prusecik
I; kolmy, pak pii pootoceni ziistava kolmym prisecikem, (ii) je-li prisecik [;
tecny, pak pro ¢ # ¢ na jedné strané od smeéru g zmizi a na druhé strané
se rozpadne na dva jednobodové kolmé priseciky a (iii) polopiimka ¢(a, ¢),
¢ € K, nemé s L 7zadné jiné prusec¢iky mimo téch vzniklych z I; (lezicich na
l(a, p)). Takze parita po¢tu r; se pro ¢ probihajici K neméni (pro ¢ # o
pocet r; miize vzrist o sudé ¢islo 2ry, kde ro je pocet rozpadlych teénych
prusecikii) a p(£(a, ¢)) je pro ¢ € K konstantni.

Odtud plyne, Ze p(£(a, ¢)) je konstantni pro véechny sméry ¢ € S*. Pied-
chozi odstavec totiz ukazuje, Ze ob& mnoziny {¢ € S' | p({(a,p)) = 0} a
{p € S| p(t(a,¢)) = 1}, tvotici rozklad S*, jsou (v euklidovském podpro-
storu S1) oteviené. Ale S* je souvisla, takze jedna z téchto mno#in je prazdnd
a druh4 se rovn4 celé S*.

Mizeme tedy definovat prisecikové ¢islo p(a) € {0,1} pro bod a mimo
L jako hodnotu p(¢) pro libovolnou polopfimku ¢ jdouci z a. Lehce se vidi,
7e pro kazdou tisecku u = ab C R?\L je p(a) = p(b) — polopfimka z a
obsahujici v ma s L tytéz priseciky I; jako polopiimka z b jdouci stejnym
smérem. ProtoZe kaZdé dva body komponenty X mnoziny R?\L lze v X
spojit lomenou ¢arou, je p(a) pro a € X konstantni. Vzhledem k omezenosti
L je lehké najit bod @ mimo L a polopiimku ¢ z né&j jdouci, ze {NL = (), takze



p(a) = 0. Necht ¢ € L je néktery z bodi v L s nejmensi y-ovou soufadnici.
V okoli ¢ snadno najdeme bod b mimo L, ze svisle dolt jdouci polopifimka
z b protina L v jediném bodé¢, jenz je vnitinim bodem tusecky v L. Takze to
je kolmy prisecik a p(b) = 1. Tim jsme dokazali, Ze R?*\L m4 alespont dvé
komponenty.

Druha &ast. Pro kaZdy polygon L v roviné md mnoZina R*\ L nejvyse dvé
komponenty.
Thomassenova strategie je nasledovna. Kolem stredu néjaké tsecky u v L
opiSeme (uzavieny) disk D s tak malym polomérem, ze D N L = D Nu je
pouze usecka u' pilici D na poloviny Dy a Dy. Z bodu @ mimo L se lomenou
¢arou v R?\L dostaneme dost blizko k L a pak L obchézime blizko u L
lomenou ¢arou v R?\ L aZ doputujeme dovnitt D. Dostaneme se tak do D
nebo Dy. Mame-li dané libovolné tii riizné body mimo L, pro nékteré dva z
nich se pii tomto putovani dostaneme do téze poloviny D;. Tyto dva body
pak lze spojit v R?\ L lomenou ¢arou a musi leZet v téze komponents. Takze
R?\ L nemtiZe mit t¥i rizné komponenty. Thomassen uz ve svém diitkazu nic
vic nepiSe. Hales v ¢lanku [1] poznamenavé, Ze neni plné lehké proménit
tuto intuitivné jasnou strategii v rigorézni, netkuli formalizovany, dikaz.
Nyni podrobngji. Necht a; € R?\L, i = 1,2, 3, jsou tii rizné body mimo
L. Lehce se vidi, ze existuji takové tii lomené cary M;, ze M; méa jeden konec
a;, druhy konec b; lezi na L a kromé néj cela M; lezi v ]Rz\L. Malou tpravou
posledni tisecky v M; snadno dosdhneme toho, ze b; neni vrchol L, tj. je
vnitfnim bodem néjaké tsecky v L (to zjednodusi pozdéjsi diskuzi).

Sestrojime takové dveé mnoziny U, a U,, Ze (i) U, U, C R*\L, (i) U, i U, je
souvisld a (iii) kaZdd z lomenych ¢ar My, Ms, M protind U; nebo U,.

Odtud uz zjevné plyne, ze nékteré dva z bodi aq, as, az lezi ve stejné kom-
ponenté mnoZiny R?\ L. Ta m4 tedy nejvyse dvé komponenty. MnoZiny U; a
U, budou kone¢né sjednoceni tsecek v roviné.

Necht je polygon L dan posloupnosti tsecek uy, ug, . .., up, upr1 = ug, kde
proj=1,2,... k majl u; = % a u;41 spolecny konec d; = cj;1. Jako pj,
j=1,2,..., k, oznac¢ime pfimku jdouci bodem d;, kterd pili (vnitini i vnéjsi)
thel u d; mezi sousednimi Gseckami u; a u;41. Prod >0aj=1,2,...,k jako
¢;1(0) a ¢;,(9) oznac¢ime dvé rizné pfimky, jez jsou rovnobézné s tuseckou u;
a lezi v levé, respektive pravé, poloroviné ve vzdalenosti 0 od (pfimky jdouci)
u;j. (Usecka u; = c;d; je orientovana od c¢; k d;, coz uréuje levou a pravou
stranu.) Jako v;,;(6), resp. v;,(d), oznacime tsecku (kterd mize zdegenerovat



do jednoho bodu) spojujici priseciky pfimek p; a p;_; s pfimkou ¢;,(6), resp.
s pfimkou g; ,(6). Hledané dvé mnoziny definujeme jako

k k
U= Jvu(0) a U, =Jvi,(6) .
i=1 j=1

Dokézeme, Ze pro kazdé dostatecné malé 6 > 0 maji U; a U, tfi pozadované
vlastnosti.

Vlastnost (ii), souvislost, je jasné a plati pro kazdé § > 0. VSechny tisecky
v;1(9) a v;,(0) jsou souvislé a diky symetrii jejich geometrické definice maji
vj1(0) a vj41,(6) spoleény konec (lezici na piimce p;) a stejné tak v;,(J) a
vj11,(0). Sjednoceni tedy davaji souvislé mnoziny (pro¢ presné?). Klicova je
vlastnost (i), ze ani U; ani U, pro malé § > 0 neprotind L. Ukazeme, ze to
plati pro U;, pro U, je dikaz stejny. Staci dokazat, ze pro kazdé dva indexy
7.3 € {1,2,...,k} existuje dp > 0, Ze vj;(§) Nuj = @ jakmile 0 < 6 < Jo.
Vezmeme tfeba j = 2 (pro jiné j je argument velmi podobny). Z definice
jsou tsecky wv9;(0) a wue disjunktni pro kazdé § > 0 (bézi rovnobézné ve
vzdélenosti §). Kdyz se piimky p; a pe v levé poloroviné od us neprotinaj,
neprotind ve;(0) ani u; ani ug pro zadné 6 > 0. Kdyz se p; a ps nalevo od
uy protinaji v bodé e, pak je vg;(0) disjunktni s uy i ug pro kazdé § mensi
nez vzdéalenost bodu e od pfimky jdouci useckou uy. KdyZ je index j' riizny
od 1,2,3, jsou usecky uy a u; disjunktni a tedy maji kladnou vzdélenost
d(ug,uj) = v > 0 (viz zacatek pfednasky). Z definice je jasné, ze pro 6 — 0
i d(ug,v2,(0)) — 0. Pro kazdé dosti malé 0 (kdy je tato vzdalenost mensi
nez v/2) je tedy v2;(d) Nuy = 0. Tim je disjunktnost U; a L pro malé §
dokézana. Zbyva vlastnost (iii). Ukazeme, Ze pro dosti malé § lomena ¢éra
M, protina U; nebo U, (pro My a M; je argument stejny). Vime, ze konec
by ¢ary M, je vnitfnim bodem néjaké usecky v L, feknéme u,. Nechf eb; je
posledni tsecka cary M; a eby lezd napravo od u;. (Lezi-li eby nalevo od Uy,
vyménime jen vy ,(0) za v1,(0) a U, za U,.) Lehce se vidi, Ze pro dosti malé
r > 0 kazda tsecka, kterad lezi vpravo od w; a jejiz konce maji od konct
tisecky uq vzdalenosti mensi nez r, protina eb;. Protoze v1,(0) tak lezi a pro
§ — 0 jeji konce limiti ke konctim u;, pro kazdé malé d je vy ,(8) Neby # 0 a
tedy 1 U, N M; # (). Tim je diikaz druhé ¢asti kompletni.

Dokazali jsme tedy, Ze pro kazdy polygon L ma R?\ L pravé dvé komponenty.
Protina-li tsecka u polygon L jak je popsano, je priisecik kolmy a konce u maji
rizna prusecikova cisla, tudiz lezi v riznych komponentach. Odtud snadno
plyne, ze hranice obou komponent je presné L.



