3. prednaska 15. Fijna 2007

Kompaktnost a uzaviené a omezené mnoziny. Kompaktni mnoziny jsou
vzdy uzaviené a omezené, a v euklidovskych prostorech to plati i naopak. Obecné
to ale naopak neplati.

Tvrzeni 1.5. Kompaktni podmnozZiny v metrickém prostoru jsou uzaviené a
omezene.

Dukaz. Necht X C M je podmnozina v metrickém prostoru (M, d), kterd
neni uzaviend. Existuje tedy konvergentni posloupnost (a,) C X, jejiz limita
a lezi mimo X (Tvrzeni 1.2). Kazd4 jeji podposloupnost mé ale a jako limitu
a nen{ proto konvergentni v (X, d). Podprostor (X,d) neni kompaktni, nebot
posloupnost (a,) nemé konvergentni podposloupnost.

Necht X neni omezend. Inkluze X C B(a,r) tedy neplati pro zddnou kouli
B(a,r) a diky tomu lehce sestrojime posloupnost (a,) C X spliujici d(am, an) >
1 pro kazdé dva indexy 1 < m < n. (KdyZz uz mame v X body a1, as,...,a,
z nichz kazdé dva maji vzdalenost > 1, zvolime ap41 € X mimo kouli B(ay,r),
kde r = 2 + maxi<;<i d(a1,a;). Pak d(agt1,a;) > 1 pro 1 < i < k.) Tuto
vlastnost mé ziejmé i kazda podposloupnost a zddné proto neni konvergentni.
Podprostor (X, d) tedy neni kompaktni. |

Jak jsme uz poznamenali, konvergentnost je relativni vlastnost, ktera zavisi na
obklopujicim podprostoru—pfechodem k podprostoru muiize posloupnost prestat
byt konvergentni. Je-li ovSem posloupnost konvergentni v podprostoru, je nutné
konvergentni i v celém prostoru. S otevienosti a uzavienosti mnozin se to ma
opa¢né. Pokud X C Y C M a mnoZina X je oteviend v celém prostoru (M, d),
pak je X oteviend i v podprostoru (Y,d), a totéz plati pro uzavfenost (iloha
1). Pfechodem k nadprostoru se ale otevienost a uzavienost muZe ztratit—
napiiklad Y je vZzdy oteviend i uzaviend v (Y,d), ale uz to tak nemusi byt v
(M, d).

Kompaktnost je absolutni vlastnost, tplné nezavisla na obklopujicim pod-
prostoru. Z definice je jasné, ze pokud X C Y C M, pak X je kompaktni v
podprostoru (Y, d), pravé kdyz je kompaktni v celém prostoru (M, d).

Véta 1.6. Kompaktni podmnozZiny euklidovského prostoru R™ jsou prdvé a jen
uzavrené a omezené mnoziny.

Dukaz. Kompaktni mnozina X C R" je uzaviend a omezena podle Tvrzeni 1.5.
Naopak, necht je podmnozina X C R"™ uzaviend a omezena. Pak, diky omeze-
nosti, existuje ¢ > 0 tak, ze X C [—c, c]™. Krychle [—¢, ¢]™ je kompaktni mnozina
(protoze interval [—c, ¢] je kompaktni v R a kompaktnost se zachovava kartéz-
skymi souciny, ¢ast 3 Tvrzeni 1.4). Protoze X je uzaviend v R™, je uzaviend
i v podprostoru [—¢,c|™. Takze X je kompaktni v podprostoru [—c,c]™ (Cast
1 Tvrzeni 1.4) a je tedy kompaktni i v celém prostoru R™ (diky absolutnosti
kompaktnosti). |



Obecné omezenost a uzavienost mnoziny jesté nezarucuji kompaktnost, coz po-
tvrdime dvéma piiklady. M bud libovolna nekonecnd mnozina a (M, d) diskrétn{
metricky prostor, tedy d(z,z) = 0 a d(x,y) = 1 pro & # y. Cely prostor M je
uzavieny a omezeny (M C B(a,2) pro kazdy bod a € M). Kazd4 posloupnost
(an) C M, jejiz ¢leny jsou vzdjemné ruzné, splituje d(am,a,) = 1 pro kazdé
dva indexy 1 < m < n a neni proto konvergentni. Totéz plati i pro kazdou jeji
podposloupnost.

Jako druhy piiklad vezmeme spojité funkce M = CJ[0, 1] s maximovou met-
rikou a podmnozinu X = {f € M | maxy ) |f| < 1}. Lehce se sestroji takové
posloupnost funkei (f,,) C X, Ze pro kazdé dva indexy 1 < m < n plati

d(fm7 fn) = 0213%(1 |fm(x) - fn(x)| =1
Tato posloupnost pak zfejmé nemé konvergentni podposloupnost, i kdyz je mno-
zina X omezend a uzaviena (podrobnosti viz uloha 3).

Spojita funkce nabyva na kompaktu extrémy. Uziteénost kompaktnich
mnozin popisuje nasledujici véta.

Véta 1.7. Necht f : My — My je spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory
(M1,d1) a (Ma,ds), pricemz M, je kompaktni.

1. Je-li My = R jednorozmérny euklidovsky prostor, nabyvd f na My mazima
1 minima.

2. Je-li f navic bijekce, pak je inverzni zobrazeni f~! nutné spojité.
8. Zobrazeni f je dokonce stejnomérné spojite.

Dukaz. 1. Podle ¢asti 2 Tvrzeni 1.4 je f(M;) kompaktni podmnozZina v R. Coz
podle Tvrzeni 1.5 znamenad, Ze je uzaviend a omezena. TakZe f(M;) mé koneéné
supremum, které je rovno maximu (supremum f(M;) je totiz limitou jisté po-
sloupnosti bodt z f(M;)) a mnozina f(M;) proto m& maximum. Podobné pro
minimum.

2. Podle Tvrzeni 1.3 staci ovérit, ze pro kazdou uzavienou mnozinu X C M;
je jeji vzor (f~1)71(X) C My uzaviena mnozina. Protoze f je bijekce, mame
(fH™! = f. Necht X C M; je uzaviena. Podle ¢asti 1 Tvrzeni 1.4 je X
kompaktni. Podle ¢asti 2 je f(M7) kompaktni mnozina v Ms. Podle Tvrzeni 1.5
je f(My) uzavtena.

3. Prenechavame ¢tenaice jako cviceni (loha 4). ad

Jako aplikaci ¢asti 1 této véty nyni dokédzeme, ze kazdy nekonstantni komplexni
polynom maé alesponi jeden kofen.

Zakladni véta algebry. Necht p(z) = a,2" + ap_ 12" 1+ ...+ a1z + ag je
polynom s komplexnimi koeficienty stupné n > 1 (takZe a; € C a a,, # 0). Pak
existuje takové ¢islo a € C, Ze p(a) = 0.



Dukaz. Komplexni rovina C se standardni metrikou

d(a+bi,c+di) = |a+bi— (c+di)| = /(a—c)2 + (b—d)?

je izometrickd euklidovské rovingé R2. Bereme ji tedy jako euklidovsky prostor
R?. Existence kofene a polynomu p(z) plyne okamzité z nasledujicich dvou
krokd.

Krok 1. Pro kaZdy komplexzni polynom p(z) nabjvd funkce f(z) = |p(2)],
f: C— Rxg, na C svého minima.

Krok 2. Necht nekonstantni komplezni polynom p(z) spliuje v bodu o € C
nerovnost |p(a)] > 0 (. p(a) # 0). Pak existugi 6 > 0 a polopiimka £ C C
vychdzejici z o tak, Ze

z€l&0<|z—al<d=|p(z)| < |p(a)
(Analogicky vysledek plati i pro opacnou nerovnost |p(z)| > [p(«)l.)

Skute¢né, pro nekonstantni komplexni polynom p(z) vezmeme «, v némz se
podle kroku 1 nabyvd nejmensi hodnota modulu |p(z)|. Podle kroku 2 musi
platit |p(a)| = 0, takze p(«) = 0 a « je kofenem p(z).
Zakladni myslenky dikazi obou krokt budeme ilustrovat na konkrétnim
polynomu
p(z) = 2% + (30)2% + (=1 +4).

Dukaz kroku 1. Funkce f(z) = |p(2)] je spojité (tloha 5), nemtzeme v8ak
hned pouzit Vétu 1.7, protoze C neni kompaktni. Méme

Ip(0)| = | —1+4+i| =Vv2<2.
Na druhou stranu, vytknutim nejvyssi mocniny
p(z) = 2°(1+3i/2* + (=1 +14)/2°)
dostavame odhad
2] > 2= |p(2)] >2°(1 — |3i] /2% — | = 1+1i]/2°) =2° =3 x 2% — /2 > 6.
(Pouzili jsme nerovnost |a + b| > |a| — |b|.) Mimo kruh
K={zeC||z| <2}

mé tedy |p(z)| v8echny hodnoty vétsi nez v nule, coz je bod K, a pokud nabyva
na C minima, musi to byt nékde na K. Nabyvani minima na K je uz ale zaruc¢eno
Vétou 1.7 (¢4st 1), protoZe K je kompaktni (podle Véty 1.6, K je uzaviena
a omezend mnozina). TakZe |p(z)| nabyvd na C minimum. Podobné odhady
funguji pro obecny polynom.



Dukaz kroku 2. MuzZeme predpokladat, Zze a = 0. Pro obecné o udélame
substituci z = (z — a) + @ =t + «, kterou pfejdeme k polynomu
q(t) = p(t + a)

v okoli bodu t = 0. Podivejme se tedy na na$ konkrétni polynom p(z) = 2° +
(31)23+(—1+1) v okoli bodu z = a = 0. Jak uz vime, |p(0)| = |—1+i| = v/2 > 0.

evvs

p(z) = =140+ (30)2% + (3i)2* - 22 /3i.

Idea je zvolit z blizko u nuly a s vhodnym argumentem, aby se k —1 + ¢ pfi-
Cetlo ¢islo, které je k nule blize a lezi na opacné strané. Vysledek pak je ¢islo s
modulem mensim nez | — 1 + 4.

Zvolime tedy § > 0 dostatecné malé, Ze

2] <0 = |(30)2% < | —1+4] a [2%/3i] <1.
Pokud navic

arg(—1+1i) + 7 —arg(3i) 3r/d+m—7/
3 B 3

2
arg(z) = = 5m/12,
méme arg((3i)23) —arg(—1+1) = 7 (takze (3i)23 a —1 +1 lezi na opac¢né strané
od nuly) a
| =144+ (30)2% = | — 14| —|(3i)23].
Celkem pro z € C spliiujici 0 < |z| < § a arg(z) = 57/12 mame

| —1+i+(30)2° + (30)2% - 2%/3i] < | — 14+ (30)2° +[(3)2%] - |2%/3i]
= | =1+ —[(30)2% +[(30)2°| - |2*/3i]
< =141l

Pro 0 < |z| < 0 a arg(z) = 5w /12 tak plati, Ze [p(z)| < |p(0)|.

Pro obecny polynom se podobné odhady pouziji pro p(z) ve tvaru p(z) =
K+ A2* +¢(2), kde K, A € C jsou nenulové konstanty, k > 1 (zde vyuzivame, Ze
p(z) je nekonstantni) a v ¢(z) jsou mocniny z s exponenty vys$imi nez k. Pro
malé |z| je q(z) zanedbatelna porucha a p(z) se chova viceméné jako x + AzF.
Vhodnym nastavenim arg(z) pak dosahneme, ze [p(2)| = |k+Az¥| = |k|—|\2F| <
5] = [p(0))- 0

Vsimnéte si, Ze vysledek v kroku 2 fikd hodné o tom, kde muze funkce z — |p(z)|
nabyvat na kompaktni mnoziné X C C lokalni extrém. Ve vnitfnim bodé X to
je mozné, jen kdyz jde o lokdlni minimum s nulovou hodnotou. Ostatni lokalni
extrémy se museji nabyvat v hrani¢nich bodech mnoziny X (které v ni lezi, X je
uzaviend). V komplexni analjze se tento vysledek, tzv. princip maxima modulu,
dokazuje pro daleko sirsi t¥idu funkci, nez jsou polynomy.

Topologicka kompaktnost. Podobné jako spojitost zobrazeni se kompaktnost
da také ekvivalentné vyjadrit topologicky, jen pomoci otevienych mnozin. Pro



mnozinu X v metrickém prostoru (M, d) nazveme systém mnozin {O; | i € I}
v M jejim otevienym pokrytim, kdyz jsou vSechny mnoziny O; oteviené a

XCUOl

i€l

Konecné podpokryti pak je koneény podsystém {O; | j € J}, J C I je konecna,
ktery stale pokryva X. Mnozina X je topologicky kompaktni, kdyz kazdé jeji
oteviené pokryti méa konecné podpokryti.

Véta 1.8. Mnozina v metrickém prostoru je kompaktni, prdvé kdyzZ je topolo-
gicky kompaktni.
Dukaz. Tento dikaz nebyl na predndsce a nebude se zkouset. Stali se omezit
na ptipad celého prostoru X = M (tloha 6).

Kompaktnost = topologickd kompaktnost. Pfedpoklddame, ze prostor (M, d)
je kompaktni a dokazeme, Ze je i topologicky kompaktni. Nejprve ukazeme, ze
pro kazdé r > 0 existuje kone¢na mnozina S, ze

M = | B(a,r).

a€sS

Mnozingé S se fik4 r-sit. Kazdy bod ma od né&jakého prvku r-sité vzdalenost
mensi nez r. Reknéme, Ze pro né&jaké s > 0 zadna koneénd mnozina v M neni
s-sit. Vezmeme a; € M libovolné. Protoze {a;} neni s-sit, existuje as € M tak,
ze d(a1,as) > s. Protoze {a1,a2} neni s-sif, existuje ag € M, ze d(ai,a3) > s
a d(ag,a3) > s. Takto postupujeme déle a sestrojime posloupnost (a,) C M s
vlastnosti, ze d(am,, a,) > s pro kazdé dva indexy 1 < m < n. Tato posloupnost
nemad konvergentni podposloupnost, coz je spor s pfedpokladem kompaktnosti.

Predpoklddejme pro spor, Ze systém mnozin {O; | i € I} je oteviené pokryti
M, které nemé koneéné podpokryti. Jako S, si ozna¢ime konecnou 1/n-sit.
Kdyby pro kazdy bod a € S,, koule B(a, 1/n) cela lezela v néjaké mnoziné O;(q4),
podsystém {O;,) | @ € S, } by byl koneénym podpokrytim: B(a,1/n) C Oj(q)
pro kazdé a € S,,, takze

M= |J B(a,1/n) C | Oiw).

a€S, a€Sn

Pro kazdé n = 1,2,... tedy miZeme vybrat bod a,, z Sy, Ze koule B(a,,1/n)
neni obsazena v zddné mnoziné O,. Posloupnost (a,) mé konvergentni podpo-
sloupnost (ay, ) s limitou a. ProtoZe systém mnozin pokryvad M, existuje j € I,
ze a € Oj;. Mnozina O; je oteviend, a tak B(a,r) C O; pro né&jaké r > 0.
Vezmeme tak velké N € N, zZe d(aky,a) < r/2 a 1/ky < r/2. Pak, diky troja-
helnikové nerovnosti,

B(akN,l/k‘N) C B(a,r) (- Oj,

coz je spor s definici bodu a,.



Topologickd kompaktnost = kompaktnost. Predpoklddame, ze prostor (M, d)
je topologicky kompaktni a dokazeme, Ze je i kompaktni. Necht (a,) C M je
libovolna posloupnost. Ukazeme, ze existuje takovy bod a, Ze pro kazdé r > 0
je mnozina indextt {n € N | a,, € B(a,r)} nekone¢na. Je lehké vidét, ze takovy
bod uz je limitou néjaké podposloupnosti vybrané z (a,).

Kdyby to tak nebylo, tak pro kazdy bod a € M existuje polomér r(a) > 0,
Ze mnozina

I(a) ={n € N | a, € B(a,r(a))}
je konec¢na. Systém {B(a,r(a)) | @ € M} je oteviené pokryti M. Podle pfed-
pokladu mé koneéné podpokryti uréené koneénou mnozinou X C M. Uvazme
mnozinu indexd
1= I(a).

aeX
Protoze je koneéna (je koneénym sjednocenim kone¢nych mnozin), mohu vybrat
index N € N\I. Pak (podsystém {B(a,7(a)) | a € X} je pokryti M)

ay € M = U B(a,r(a)),
acX

takze any € B(b,r(b)) pro néjaké b € X a N € I(b) C I, coz je spor s vybérem
indexu N. o

Ulohy

1. Dokazte, Ze otevienost mnoziny se zachova pfechodem k podprostoru, a
totéz plati pro uzavienost.

2. Rozhodnéte, zda je kone¢ny diskrétni metricky prostor kompaktni.

3. Dopliite detaily v druhém pfikladu za Vétou 1.6: ukazte, ze X je omezené
a uzaviend a definujte v X posloupnost funkci, v niz kazdé dvé funkce
maji v maximové metrice vzdalenost 1.

4. Dokazte, Ze spojité zobrazeni z kompaktniho metrického prostoru (M, d;)
do jiného metrického prostoru (Mas,ds) je nutné stejnomérné spojité, to
jest

Ve>036>0: x,y€ M, di(z,y) <d=do(f(x), f(y)) <e.

5. Dokazte, ze pro komplexni polynom p(z) je z — |p(z)| spojité zobrazeni z
C do R.

6. Ukazte, ze pro X C Y C M je X topologicky kompaktni v podprostoru
(Y,d), pravé kdyz je topologicky kompaktni v celém prostoru (M, d).



