Prednaska 2, 12. rijna 2015

Pripomenme si latku o metrickych prostorech vylozenou v zavéru LS v
MAII (viz zapisy z téchto pfednasek na webu). Necht (M, d) je MP. Koule
se stredem v bodé a € M a polomérem R > r > 0 je mnozina

B(a,r) ={x e M | d(z,a) <7} .

Mnozina X C M je otevrend, kdyz pro kazdy bod a € X existuje polomér
r > 0, ze B(a,r) C X. Dopliiky otevienych mnozin do M jsou takzvané
uzavrené mnoziny. Definice konvergence a limity v obecném MP-u je zfejma:
pro posloupnost (a,) C M a bod a € M

lima, = a znamend, ze limd(a,,a)=0,

¢imz jsme vSe prevedli na konvergenci na realné ose. Definici lze vyslovit i
v -0 formé. To ucinime pro definici spojitého zobrazeni mezi dvéma MP-y:
je-li (IV,e) dalsi MP, zobrazeni f : M — N je spojité, pokud

Ve>0Vae M 36 >0: f(B(a,d)) C B(f(a),e)

(prvni koule je podmnozina M a druhd N). Vlastnosti otevienych a uzavie-
nych mnozin a spojitych zobrazeni:

e Mnoziny ) a M jsou vzdy oteviené i uzaviené. Sjednoceni (resp. pri-
nik) libovolné mnoha otevienych (resp. uzavienych) mnozin je oteviena
(resp. uzaviend) mnozina. Prinik (resp. sjednoceni) koneéné mnoha
otevienych (resp. uzavienych) mnoZin je oteviena (resp. uzavieni)
mnozina.

e Mnozina A C M je uzaviend, pravé kdyz pro kazdou konvergentni
posloupnost (a,) C A jeilima, € A.

e Zobrazeni f : M — N mezi MP-y je spojité, praveé kdyz kazda oteviena
mnozina Y C N mé v f otevieny vzor:

[Y)={ze M| f(z) €Y}

je oteviena podmnozina M (tzv. topologickd definice spojitosti).



Dokazme si posledni vlastnost (tento dikaz v LS nebyl). Necht je zob-
razeni f spojité podle definice, Y C N je oteviend mnozina a a € f~1(Y).
Tedy f(a) € Y. Diky otevienosti Y je B(f(a),r) C Y pro néjaké r > 0 a
diky spojitosti f pak existuje s > 0, ze f(B(a,s)) C B(f(a),r) C Y. Tedy
B(a,s) C f71(Y). Ukézali, jsme, ze f~!(Y) je oteviend mnozina v M. Na-
opak, necht je f topologicky spojité zobrazeni a jsou dany a € M a ¢ > 0.
Koule B(f(a),e) C N je oteviena mnozina (tloha 1) a diky topologické spo-
jitosti f je f7(B(f(a),e)) oteviend mnoZina v M, kterd obsahuje bod a.
Tedy existuje polomér § > 0, ze B(a,d) C f~(B(f(a),e)). Coz znamena, Ze
f(B(a,0)) C B(f(a),e) — f je spojité zobrazeni podle definice.

Kompaktni mnoZiny. Podmnozina A C M MP-u (M, d) je kompaktni,
mé-li kazda posloupnost (a,) C A konvergentni podposloupnost s limitou v
A. Podmnozina A C M je omezend, kdyz A C B(a,r) pro néjakou kouli v
M.

Vlastnosti kompaktnich mnozin:

e Je-li (M,d) kompaktni MP a A C M je uzaviena, pak je A kompaktni.

e Je-li A kompaktni, potom je A uzaviend a omezena. Opacna implikace
obecné neplati.

e Opacna implikace plati v euklidovskych prostorech: A C R" je kom-
paktni <= A je uzaviena a omezena.

e Jeli f: M — N spojité zobrazeni mezi MP-y a A C M je kompaktni
podmnozina, potom je f(A) kompaktni podmnozina N.

e (Princip maxima/minima) Je-li f : M — R spojita redlnd funkce a
A C M je kompaktni podmnoZina, pak mnozina f(A) C R mé mi-
nimum i maximum, tj. f na A nabyva nejmensi i nejvétsi hodnotu.
Existuji tedy body a,b € A, ze

fla) < f(z) < f(b)Vx e A.

Konec¢né jsme si v LS uvedli i topologickou definici kompaktnosti, jejiz
ekvivalenci s piivodni definici dokéZeme pFisté. Rekneme, ze A C M je topo-
logicky kompaktni, kdyz kazdy systém otevienych mnozin {X; |i € [} v M
pokryvajici A (tak zvané oteviene pokryti A) — J,c; Xs O A — ma konecny
podsystém {X; | i € J}, J C I je konecéné, ktery stale pokryva A.



Véta (Heineho—Borelova véta). MnoZina A v metrickém prostoru (M, d)
je kompaktni, prave kdyz je topologicky kompaktns.

Jako aplikaci pojmu kompaktnosti si nyni dokdzeme tzv. Zdakladni vetu
algebry.

Véta (Zakladni véta algebry). Necht
p(z) =a,2"+--+a1z+ag, a; €C, a, #0, n>1

je nekonstantni komplezni polynom. Pak existuje o € C, Ze p(a) = 0 — p(z)
ma alespon jeden koren.
Diikaz. Plyne to ze dvou vlastnosti zobrazeni f : C — [0, 4+00), kde f(z) =
p(2)]:

L. lim|,je0 f(2) = +00 stejnomérné v z, to jest pro kazdé r > 0 existuje

R >0, ze |z| > R= |p(2)] >r.
2. Prokazdé g € Cs f(f) > 0 existuje v € C, ze 0 < f(y) < f(5).

Ukazeme, jak z obou vlastnosti vyplyva existence korene. Polozime r =
f(0) = |p(0)| = |aog|. Podle 1 vezmeme R > 0, ze |z| > R = f(z) > f(0).
Protoze je disk

D={zeC||z| <R}

kompaktni podmnozina C (je uzaviena a omezené a C je vlastné euklidovsky
prostor R?) a f je spojita funkce, existuje (podle principu maxima/minima)
a € D, ze f(a) < f(z) pro kazdé z € D. Ale 0 € D, takze podle definice
R1i f(a) < f(0) < f(2) pro kazdé z € C\D a f(«) je nejmensi hodnota f
na celém C. Z vlastnosti 2 ovSem plyne, ze f(«) > 0 nemuze nastat, tedy
f(a) =0 a «a je kofenem polynomu p(z).

Dokéazat vlastnost 1 je snadné. Mame rozklad

p(2) = 2"(an + ap127 - F a2 agr ") = 2" (an +q(2))

v némz lim;| o ¢(2) = 0. Pro dané r > 0 staci vzit tak velké R > 0, aby
platilo, ze R"|a,|/2 > r a |z| > R = |q(z)| < |a,|/2. Pak skute¢né

2| > R = [p(2)| = |2["(lan| —[a(2)]) > R"|an|/2 > 7.

Dokéazat vlastnost 2 je tézsi. Diikaz je zalozen na speciadlnim ptipadu ZVA:
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e Pro kazdé k € N a a € C existuje § € C, Ze B = . Polynom 2* — «
ma tedy alespon jeden kofen.

Je to dobre znama vlastnost komplexnich ¢isel a mame dokonce ptresné k
ruznych k-tych odmocnin z éisla o # 0 (a jen jednu, 5 =0, z a = 0):

B; = |a|"*(cos((2mj +arg o) /k) +isin((2mj +arga)/k), j=0,1,...,k—1,

kde arg a € [0, 27) je délka oblouku kladné (proti sméru rucicek) orientované
jednotkové kruznice v C od bodu 1 do bodu a/|a. (Ale co je to sin a co je to
cos a jak spocitat délku oblouku kruznice daného nikoli thlem ale koncovymi
body? Viz tloha 11.)

Dokazme tedy pomoci odmocnovani komplexnich ¢isel vlastnost 2. Zmé-
nou proménné u = z —  mizeme predpokladat, ze § = 0 (tloha 12). Pted-
pokladame tedy, ze ag # 0 (jinak je 0 kofenem) a hledame v € C, Ze

(V)] < [p(0)] = laol -
Uzijeme rozklad
p(z) = ap + ap?® 4+ ap T a2 = ag + apt + r(z),

vnemz ap # 0, 1 < k < n alim,,o7(2)/2* = 0. Pro malé realné 6 > 0
polozime

7= b(~a0/ar)F £ 0.

kde (—ag/ax)* je n&jaka k-t4 odmocnina z &isla —ag/a;. Vezmeme § tak
malé, ze |apy*| < |ao| a |r(7)| < |axy*|/2, coz podle definice v a vlastnosti
r(z) lze. Pak skutecéné

p(Y)| = lao+ ay* +r(v)] < lao + axy"| + |r(7)]
= |ao| — axy*| + [r(7)] < |ao| — |axy*|/2
< |CLO| .

Klicova je zde posledni rovnost, jez plyne z faktu, ze argumenty cisel ag a
apy* se lisi pravé o m — jako vektory sméfuji opaénymi sméry a pii secteni
se délka zmensi. Zbytek je trojihelnikova nerovnost. O

Ulohy



10.

11.

12.

. Dokazte, ze v metrickém prostoru (M, d) je kazda koule B(a,r) ote-

viena mnozina a kazda uzaviend koule B(a,r) = {x € M | d(a,z) < r}
uzaviena mnozina.

Je konec¢na mnozina v MP-u vzdy uzaviend?

Mnozina v MP-u je obojetnd, je-li soucasné oteviend i uzaviena. Na-
leznéte viechny obojetné mnoziny euklidovské roviny R2.

Naleznéte vsechny obojetné mnoziny diskrétniho MP-u; v ném maji
kazdé dva rtzné body vzdalenost 1.

Kdy je diskrétni MP kompaktni?

Ukazte na prikladu, ze nekonec¢né sjednoceni uzavienych mnozin nemusi
byt uzavienad mnozina. Podobné pro prinik a oteviené mnoziny.

Necht f : [a,b] — R je spojita funkce. Je uzaviena koule B(f,1) v
MP-u (Cla, b], dyax) funkei spojitych na [a,b], s maximovou metrikou,
kompaktni?

Rozhodnéte, zda prinik dvou kompaktnich mnozin je kompaktni mno-
Zina, a totéz pro sjednoceni.

Tataz otazka pro nekonecnd sjednoceni a nekonecné pruniky.

Necht K C R? je uzavtend koule (kruh) v euklidovské roviné se sttedem
v poc¢atku a polomérem 1, kterd je pokryta otevienou mnozinou A O K.
Dokazte, ze
inf ||z —y|[>0.
zeK,yeR?\ A
Podejte co mozna nejelementarnéjsi ditkkaz faktu, ze kazdé komplexni
¢islo mé k-tou odmocninu pro kazdé k € N.

Rozmyslete si, co se pfesné mysli tou zménou proménné na konci di-
kazu ZVA a jak z ni plyne, Ze staci uvazovat jen pripad 5 = 0.



