Prednaska 2, 3. brezna 2014

Hlavni a prekvapivy obrat v Thomassenové diikazu je posledni krok, ktery
ukazuje, Ze Jordanova véta je ekvivalentni s nerovinnosti grafu Kj 3. Doké-
zeme, Ze neplatnost J. véty implikuje rovinnost K3 3. Opacnou implikaci, ze
platnost J. véty implikuje nerovinnost K33, znate z Diskrétni matematiky a
tato implikace byla znama davno.

Krok K5

Necht je topologickd kruznice C' C R? protipifkladem k Jordanové vété.
Oteviena mnozina R?\C' je tedy souvisla nebo méa alesponi tii komponenty.
V obou pfipadech z C' vyrobime rovinné nakresleni grafu K3 3. Na pfednasce
jsem kreslil fadu obrazki, zde se pro tsporu ¢asu obejdu bez nich (ale viele
doporucuju si je kreslit).

Prvni pfipad. MnoZina R?*\C je souvisld. Vzhledem ke kompaktnosti C
existuje jednoznac¢né urcend svisld piimka Ly, ze L1 N C # () a C lezi celd
v pravé uzaviené poloroviné urcené L;. Podobné definujeme pfimku Lo, ale
pomoci levé poloroviny. Pas mezi L; a Lo je tedy nejuzsi svisly uzavieny
pés obsahujici C'. Necht p; (resp. p2) je nejvyssi bod primiku Ly N C' (resp.
L, N C), oba body existuji diky kompaktnosti a neprazdnosti obou pruniki.
Tyto dva rtzné body rozdéluji C' na dvé prosté kiivky P, a Ps, které obé
maji konce p; a py (ale jinak jsou disjunktni a P, U P, = C'). Necht L3 je
libovolné svisla pfimka lezici mezi L; a Lo. Tvrdime, ze L3 obsahuje tisecku
Ly = ab, kterd mé jeden konec a € P, a druhy b € P,, ale jeji vnitfek lezi
v R?\C. Plyne to z kompaktnosti a neprazdnosti obou primiki Lz N P, a
LsNP. (LsN P # 0 a L3N Py, # (), protoZze mame rozklad na levou a
pravou otevienou polorovinu R*\ L3 = H;UH,, coZ jsou oteviené mnoZiny,
a Py 1 P, je souvisld a mé jeden konec v H; a druhy v H,.) Abychom to
dokézali, vezmeme dva libovolné body o’ € Ly N P; a b/ € Ly N P,, patrné
a’ # V. Necht a’ <V, ptipad @' > b je podobny (ted porovnavame vlastné
y-ové soufadnice bodt na Ls). Necht a je supremum bodti a'b’ N P;, patrné
a <a<Ul,ab jeinfimum bodi al/ N P,. Lehce se vidi, ze a € P, b€ Py a
7e za Ly 1ze vzit Gse¢ku ab. Nechf Ls je lomena ¢ara se dvéma zlomy a konci
P1 & pa, kterd se sklada ze svislé tisecky na Ly s dolnim koncem p;, vodorovné
usecky spojujici Ly a Lo a lezici nad C' a svislé tsecky na Ly s dolnim koncem
p2. Diky definici bodt p; a ps a omezenosti C' takova lomené Cara existuje.



Patrné vnittek Ls lezi v R?\C a Ly N Ly = (. Necht d’ je n&jaky vnitini bod
Ls a ¢ néjaky vnitini bod Ly. ProtoZe ¢, d’ € R?*\C a to je oteviena souvisla
mnozina, existuje lomend ¢ara L C R*\C s konci ¢’ a d’. Necht, jdeme-li po
Ly z ¢ do d', je c posledni prisecik Li a Ly a d je prvni po ném nasledujici
prusecik Ly a Ls. Necht Lg je lomena ¢ara, jez je Gisekem Lg mezi ¢ a d. Je
jasné, Ze Lg m4 konec ¢ na Ly, konec d na Ls, Lg C R?*\C' a kromé svych
konct je Lg disjunktni s L4 i Ls.
Uvazme nyni nakresleni grafu dané Sesti (rznymi) vrcholy/body

{p17p27 C}U{d7 a, b}
a deviti hranami/prostymi kiivkami
{L5,1, P1,1, P2,1; L5,2, P1,2, P2,2; Lg, L4,17 L4,2} .

Zde Lz (resp. Lss) je usek L; mezi p; a d (resp. mezi d a py), Py (resp.
P 5) je tsek P, mezi p; a a (resp. mezi a a py), Pay (resp. Py2) je tsek Po
mezi p; a b (resp. mezi b a py), Lyy =ca a Lys = cb. Lehce se ovéH, ze to je
nakresleni grafu K3 (i-ty vrchol z prvni mnoziny spojuje s j-tym vrcholem
z druhé mnoziny j-t4 hrana z i-té trojice hran). Lehce se vidi, Ze se zadné
dvé hrany nektizi: P;, P, C C' a maji jen spolec¢né konce, vnittky Ly, Ls a Lg
lezi v R*\C' a jsou disjunktni. Je to tedy rovinné nakresleni grafu K3 .

Druhy p¥ipad. MnoZina R?\C' md alesporn t¥i komponenty. Zde se opieme
o krok K2, ze doplnék prosté kiivky v roviné je souvisly. Pouzijeme i pomocné
lemma.

Lemma. Necht K C C je oblouk C' (. prostd kiivka), X je komponenta
mnoziny R*\C a a € X. Pak existuje lomend ¢dra M, Ze jeden jeji konec je
a, druhy je vnitini bod K a cela M aZ na konec v K lezi v X.

Abychom to dokézali, vezmeme jesté bod ¢ € Y, kde Y je komponenta mno-
ziny R?\C rizn4 od X, a L definujeme jako oblouk C' dopliikovy ke K, tj.
C minus vnitfek K. ProtoZe, podle K2, je R?\ L otevien4 a souvisld, existuje
lomené ¢ara M’ C R? s konci a a c, kterd neprotina L. M’ vsak musi protnout
C, protoze M’ je souvisla a jeji konce lezi v riznych komponentach doplitku
C. Takze M’ protina vnitiek K. Bézime po M’ z a do ¢ a jako M vezmeme
usek M’ do prvniho pruseciku s K.

Po lemmatu popiSeme rovinné nakresleni grafu Kj 3. Necht X; C R*\C,
1 = 1,2,3, jsou tfi rizné komponenty. Na C' zvolime néjaké tii disjunktni



oblouky K; C C,i = 1,2, 3. Soustfedme se na X; (pro druhé dvé komponenty
je argument stejny). Zvolime libovolny bod a € X;. Podle Lemmatu existuje
lomené ¢ara M; C X; (az na konec) a spojujici a s bodem uvniti K. Stejné
definujeme M, pro a a oblouk Ks. Bézime-li po Ms z konce v K5 az do prvniho
pruseciku s M, a pak po M; az do konce v K7, dostaneme lomenou ¢aru Ms,
jejiz jeden konec je v Ky, druhy v K5, ale vnitiek Mj3 lezi v X;. Nyni vezmeme
libovolny vnitini bod o’ € Mjs a znovu pouzijeme Lemma. Existuje lomena
¢ara My C X; (az na konec) a spojujici ¢’ s vnitinim bodem Kj3. Bézime-li
po My z konce v K3 az do prvniho priiseciku s M3, dostaneme polygonalni
rovinné nakresleni N; grafu K 3, které celé s vyjimkou tii konci v K5, K3 a
Ks lezi v X;. V komponentach X, a X3 mame obdobna nakresleni grafu K 3,
jez oznacime jako Ny a N3. Dohromady tvoii Ny, Ny a N3 polygonalni rovinné
nakresleni N': kazdé N; je polygondalni rovinné nakresleni a Ny, Ny, N3 jsou
az na konce na C' disjunktni, nebot lezi v rtznych komponentach dopliiku
C. Je lehké propojit az t¥i ruzné konce nakresleni N’ v kazdém oblouku
K; pomoci nekfizicich se podobloukti oblouku K; do jednoho bodu. Tim
dostaneme rovinné nakresleni N grafu K33 (N se skladd z N’ a pfipadné
nékolika obloukt z C|, neni tedy obecné polygonélni).

Poznamka. Na prednasce jsem druhy piipad bohuzel vykladal zbyteéné
komplikované a nespravné. Argument zde popsany je mnohem jednodussi
a doufejme spravny. Je mozna i o néco jednodussi nez Thomassenova ar-
gumentace (ten v kazdé komponenté X; fixuje bod a pak vyrabi nakresleni
K3 3 s témito vrcholy; jak vidime vyse, neni viibec nutné vrchol v X; pfedem
fixovat).



