2. prednaska 8. Fijna 2007

Konvergence v metrickych prostorech. Posloupnost bodi (a,) C M v me-
trickém prostoru (M, d) konverguje (je konvergentni), kdyz v M existuje takovy
bod a, Ze

lim d(ay,a)=0.

n—oo
Pak fikdme, ze bod a je limitou posloupnosti (a,) a piSeme lim, . a, = a &
a, — a pro n — oo. Ekvivalentni formulace konvergence (a,) k a jsou

Ve >03ng: n>ng=dan,a)<e

Vokoli U bodu a Ing : n > ng = a, € U.

Posloupnost bodt (a,) C M je cauchyovskd, kdyz
Ve>03ng: m>n>ng= dlan,a,) <e.

Plati trivialni implikace, Ze konvergentni posloupnost je cauchyovska. Opacna
implikace plati v 4Uplngch metrickych prostorech, k nimz se pozdéji dostaneme.

Tvrzeni 1.2. Podmnozina X C M je uzaviend, prdvé kdyZ limita kaZdé kon-
vergentni posloupnosti (a,) obsaZené v X také lezi v X.

Diikaz. Necht X neni uzaviena. Pak M\ X neni oteviend, a tak existuje takovy
bod a € M\ X, 7e pro kazdé n koule B(a,1/n) protind X. Z praniku B(a,1/n)N
X vybereme bod a,,. Pak a,, — a pro n — oo, (a,) C X, ale a & X.

Necht je X uzaviend a posloupnost (a,) C X je konvergentni, a,, — a pro
n — oo. Kdyby limita a neleZela v X, lezela by v oteviené mnoziné M\X a
existovalo by r > 0, ze B(a,r) C M\X. Pro n&jaké ny bychom pak méli, ze
n > ng = a, € B(a,r) C M\X. To ale je ve sporu s tim, Ze a,, € X pro kazdé
n. Takze a € X. ]

Pfipominame, Ze konvergence posloupnosti je relativni pojem: posloupnost (a,) C
X C M, ktera je konvergentni v celém metrickém prostoru (M, d), nemusi byt
konvergentni v podprostoru (X, d) s indukovanou metrikou, protoze lim a,, ne-
musi lezet v X. Takze tieba (1/n) je konvergentni v R, ale ne v podprostoru
(0,1]. Pro uzaviené mnoziny X tato obtiZz nenastava.

Uzdver mnoziny X C M je mnozina

X ={a€ M |a= lim a, pro n&akou (a,) C X}.

ProtoZe kazdy bod a € X je limitou konstantni posloupnosti (a, a, a, .. .), madme
X C X. K X tedy priddame vSechny limitni body X (staéi ptidat jen ty lezici
mimo X):

X = X U {limitni body X}.



Dalsi ekvivalentni definice uzavéru mnoziny je tato:

X = N V.

VDX, V je uzaviena

X je tedy ve smyslu inkluze nejmensi uzaviena mnozina obsahujici X. Je jasné,
7e X je uzaviena, pravé kdyz X = X.

Jako piiklady uvazme podmnoZiny Q a (0,1) v euklidovském prostoru R.
Pak Q =R a (0,1) = [0, 1]. Mnozina

X = {(z,sin(1/x)) € R* | = € (0,1]},
graf funkce sin(1/x) na intervalu (0, 1], ma v euklidovské roviné R? uzaver

X = X U ({0} x [-1,1).

Spojita zobrazeni mezi metrickymi prostory. (M, d;) a (Ma,ds) budte
dva metrické prostory a f: M; — M, bud zobrazeni mezi nimi. Rekneme, ze
f je spojité v bodu a € My, kdyz

Ve>030>0: di(z,a) <d=do(f(x), fa)) <e.
Ekvivalentni definice spojitosti f v a pomoci okoli bodt je, ze
Vokoli V bodu f(a) Jokoli U bodua: x €U = f(x) e V.

Dalsi ekvivaletni definice spojitosti f v a je Heineho definice: f je spojité v a,
pravé kdyz pro kazdou posloupnost (a,) C M; plati

(an — a,n — o0) = (f(an) — f(a),n — o0).

Zobrazeni f je spojité, kdyz je spojité v kazdém bodu prostoru M;. Spojitost
zobrazeni lze popsat jen s pouzitim otevienych mnozin.

Tvrzeni 1.3. Zobrazeni f : M; — M, mezi metrickymi prostory je spojité,
pravé kdyz vzor kaZdé oteviené mnoZiny v My je oteviend mnoZina v My :

V C My je oteviend = f~H(V) = {z € My | f(x) € V} je oteviend v M;.

Analogickd ekvivalence plati i pro vzory uzavienych mnozin.
Dukaz. Necht je f : M; — Ms spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory
(My,dq) a(Ma,ds), V C My je oteviend mnozina a a € f~1(V) je libovolny bod.
Méme f(a) € V, takZe existuje takové r > 0, ze Ba(f(a),r) C V (index 2 zde
odkazuje k metrice dy). Diky spojitosti existuje takové s > 0, ze f(Bi(a,s)) C
Bs(f(a),r). Tedy Bi(a,s) C f~1(V). Mnozina f~*(V) obsahuje libovolny bod
s néjakou kouli kolem néj a je tedy oteviena.

Necht f splituje podminku pro vzory otevienych mnozin a a € M je libo-
volny bod. Pro dané € > 0 uvazime kouli Ba(f(a),e). Je to oteviend mnozina,



takze jeji vzor f~1(Ba(f(a),¢)) je oteviend mnozina v M;. Protoze bod a v ni
lez, existuje takové § > 0, ze Bi(a,d) C f~*(Ba2(f(a),¢)). Takze f(Bi(a,d)) C
Ba(f(a),e) a f je spojité v a.

Ekvivalence spojitosti s podminkou pro vzory uzavienych mnozin plyne z
pravé dokézaného piechodem k doplitkiim a s pomoci identity f~1(Mz\X) =
Ml\f_l(X). O

Skladani zobrazeni zachovava spojitost. Jsou-li zobrazeni f : M; — My a
g : Ms — Ms mezi metrickymi prostory spojita, je i slozené zobrazeni h = g(f)
spojité. Je-li f spojité v bodu a € M; a g je spojité v bodu f(a) € M, je h
spojité v bodu a € M;.

Homeomorfismus. Bijekce f : M; — Ms mezi dvéma metrickymi pro-
story je homeomorfismus, kdyZ zobrazeni f i inverzni zobrazeni f ! je spojité.
Existuje-li takova bijekce mezi M; a Ms, jsou oba metrické prostory home-
omorfni. Homeomorfismus je druh izomorfismu metrickych prostort, ktery je
slabsi nez izometrie. Kazd4 izometrie je homeomorfismem, ale obecné ne nao-
pak. Homeomorfismus je izomorfismus struktur otevienych mnozin obou pro-
stort. Homeomorfni metrické prostory se nedaji odlisit jen pomoci otevienych
mnozin.

Jako priklad uvazme zobrazeni z — tanxz mezi euklidovskymi prostory
(=m/2,7/2) a R. Toto zobrazeni je homeomorfismus (je bijektivni a tanz i
inverz arctan x je spojité zobrazeni). Tyto prostoty zjevné nejsou izometrické,
protoze prvni je omezeny, ale druhy ne. (Mnozina X C M v metrickém pro-
storu (M,d) je omezend, kdyz existuje bod a € M a polomér r > 0 tak, Ze
X C B(a,r).)

Na druhou stranu zobrazeni f(¢) = (cos p,sin ) mezi euklidovskymi pro-
story

[0,21) a K ={zeR*||z] =1},

coz je interval v R a jednotkova kruznice v R?, homeomorfismem neni. Je sice
bijektivni a spojité, ale inverzni zobrazeni spojité neni (neni spojité v bodu
(1,0)). Jak uvidime, metrické prostory [0,27) a K ani homeomorfni nejsou,
protoze prvni z nich neni kompaktni, ale druhy je.

Kompaktni metrické prostory. Metricky prostor (M, d) je kompakini, kdyz
mé kazdé posloupnost bodt (a,) C M konvergentni podposloupnost. Podmno-
zina X C M je kompaktni, kdyZ je podprostor (X, d) s indukovanou metrikou
kompaktni. Z MAI dobfe vime, Ze intervaly [a,b] jsou kompaktni podmnoziny
v euklidovském prostoru R. Ditlezitost kompaktnich mnozin spociva v tom, Ze
spojité realné funkce na nich nabyvaji maxima a minima a také v tom, ze spojita
zobrazeni definovand na kompaktnich prostorech jsou stejnomérné spojita.

Tvrzeni 1.4. Kompaktnost se zachovdvd ndsledujicimi operacems.

1. Prechodem k uzavienému podprostoru.



2. Obrazem spojitym zobrazenim.

3. Kartézskym soucinem.

Dukaz. 1. Necht je (M,d) kompaktni, podmnozina X C M je uzaviend a
(an) C X je libovolnd posloupnost. Diky kompaktnosti celého prostoru méa
konvergentni podposloupnost (ax,) s limitou a € M. Diky uzavienosti X ale
a lezi v X, takze (ag, ) je konvergentni i v podprostoru (X, d). Proto je X téz
kompaktni.

2. Necht f : M; — Ms je spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory
(My,dy1) a (Ms,ds), pticemz (M, dy) je kompaktni. Tvrdime, ze f(M;) je kom-
paktni podmnoZina Ms. Necht (b,,) C f(M;) je libovolna posloupnost. Pro kazdé
n zvolime a, € M, tak, ze f(a,) = b,. Z (a,) vybereme konvergentni podpo-
sloupnost (ag, ) s limitou a € M;. ProtoZze a, — a pro n — oo a f je spojité
v a, podle Heineho definice spojitosti mame i by, = f(ar,) — f(a) = b pro
n — oo. TakZe (b,) mé konvergentni podposloupnost a f(M;p) je kompaktni.

3. Pfenechavame pilnému ¢tendaii jako cviceni (iloha 9). m

Z ¢asti 2 plyne, Ze homeomorfni metrické prostory bud soudasné jsou nebo sou-
¢asné nejsou kompaktni. V druhém piikladu na homeomorfismus [0, 27) neni
kompaktni ((2r—1/n) nemé konvergentni podposloupnost), ale jednotkova kruz-
nice K kompaktni je (jako spojity obraz kompaktni mnoziny, K = f([0,2n])).
Tudiz [0, 27) a K nejsou homeomorfni. A co [0,27] a K (oba prostory jsou ted
kompaktni)? Viz tloha 7.

V pristi prednasce dokazeme dalsi vysledky o kompaktnich prostorech:

Tvrzeni 1.5. Kompaktni podmnozZiny v metrickém prostoru jsou uzaviené a
omezene.

Véta 1.6. Kompaktni podmnoZiny euklidovského prostoru R"™ jsou pravé a jen
UZQUTENE a omezené mnoziny.

Ukazeme si také piiklady omezenych a uzavienych mnozin, které nejsou kom-
paktni.

Ulohy

1. Dokazte, Ze konvergentni posloupnost je cauchyovska a Ze mnozina ¢lent
cauchyovské posloupnosti je omezena.

2. Necht X je konefnd mnoZzina v metrickém prostoru, jejiz kazdy bod je
izolovany. Co lze Fici o uzavéru X7

3. Co lze Tici o uzavéru mnoziny, kterd nema hrani¢ni body?



. Necht N = (0,1) U (2,3] a (N,d) je metrika indukovana z euklidovského
prostoru R. Jaké jsou uzévéry mnozin X = (0,1) a X = (2,3) v prostoru
N?

. Necht (NV,d) je jako v predchozi tloze a f : N — R je na (0,1) rovna
konstanté a a na (2, 3] je rovna konstanté b. Pro jaké hodnoty a a b je f
spojita funkce?

. Necht N ={1,1/2,1/3,1/4,...}U{0} a (N, d) je opét metrika indukovana
z euklidovského prostoru R. Popiste spojité funkce f: N — R.

. Ukazte, ze euklidovské prostory I = [0,2n] a jednotkova kruznice K =
{x € R? | ||z|| = 1} nejsou homeomorfni. Navod: Da se I\{1} vyjadiit
jako sjednoceni dvou neprazdnych a disjunktnich otevienych mnozin? D&
se tak vyjadrit K po vyhozeni jednoho bodu?

. Ukazte, Ze euklidovské prostory R a R? nejsou homeomorfni. Névod:
stejny argument, jako v predchozi tloze.

. Dokazte ¢ast 3 Tvrzeni 1.4: kdyz jsou (My,d;) a (My,d;) kompaktni, je
sou¢inovy prostor (M7 x Mas, d) (pro definici viz konec 1. pfednéasky) rovnéz
kompaktni.



