Prednaska 1, 24. tinora 2014

Kapitola 1. Jordanova véta o kruZnici.

Topologickd kruznice v (euklidovské roving) R? je mnoZina
C=f(0,1]) ={f(x) |0 <z <1},

kde f : [0,1] — R? je spojité zobrazeni (mezi euklidovskymi metrickymi
prostory), které je prosté az na rovnost f(0) = f(1). Ekvivalentné feceno, C'
je homeomorfni jednotkové euklidovské kruznici S* = {z € R? | ||z| = 1}. V
prvni kapitole dokédzeme nésledujici znamou vétu.

Vé&ta (Jordan, 1887). Necht C' C R? je topologickd kruZnice. Pak
R*\C = AUB ,
kde A a B jsou neprdazdné otevien€ a souvislé mnoziny.

Zde a déale symbol U oznacuje disjunktni sjednoceni, takze AN B = (). Véta
fika, ze po vyhozeni jakékoli topologické kruznice C' z roviny nastane totéz
jako po vyhozeni obyéejné kruznice S* — rovina se rozpadne na dvé souvislé
¢asti, vnitiek a vnéjsek kruznice C. Vétu dokazal v ucebnici analyzy pred
vice nez 120 lety francouzsky matematik C. Jordan [3]. Pfed vice nez 20
lety dansky matematik C. Thomassen [5] nalezl jeji (relativné) jednoduchy
kombinatoricky diikaz, ktery si na proseminari predvedeme.

Nejprve ale pfipomeneme pojmy a vysledky kolem souvislosti mnozin v
metrickych prostorech (vétsinu uz jste slySeli v MAIIT). MP M = (M, d) je
nesouvisly, obsahuje-li netriviadlni obojetnou podmnozinu (mnozinu rtznou
od 0 i M, jez je oteviend i uzaviend). Ekvivalentné, M je nesouvisly, pravé
kdyz existuje rozklad M = AUB, kde A a B jsou neprazdné oteviené mno-
ziny. V opacném piipadé fekneme, ze M je souvisly. Podmnozina X C M
je (ne)souvisld, je-li podprostor X = (X,d) = (X,d| X x X) (ne)souvisly.
Nésledujici fakta jsme si uvedli a mozné i dokazali v MAIII (dikazy jsou
jednoduché):

e Podmnozina [0,1] C R (euklidovského prostoru) je souvisla. Totéz sa-
moziejmé plati pro libovolny interval.



e Je-li f: M — N spojité zobrazeni mezi MP-y a M je souvisly, je obraz
f(M) souvisla podmnozina v N.

Odtud hned plyne, ze kazda kFivka K = f([0,1]), kde f : [0,1] — R? je spo-
jité zobrazeni, je souvisla podmnozina roviny. Specialné kazda prostd krivka
(kdy navic pozadujeme prosté f) a kazda topologickd kruznice je souvisla
podmnozina roviny. Konce ¢i koncové body krivky K jsou body f(0) a f(1).
Lomend ¢dra L C R? je po &astech linerni prost4 kiivka. Jde o sjednoceni
kone¢né mnoha tsecek u; = v;v;41, ¢ = 1,2, ..., k, v roviné, pficemz spolecné
koncové body vs, vs, . .., vx dvou po sobé jdoucich tsecek u; a u; ;1 jsou jediné
prusecéiky vSech tsecek. Kdyz navic vy = vy, nazveme L polygonem (je to
sdm sebe neprotinajici mnohothelnik). Polygon je tedy zvlastni topologicka
kruznice, tvorena konec¢né mnoha tiseCkami. L je samoziejmé souvisla.

Tvrzeni (souvislost otevienych mnoZin). Oteviend mnozina X C R? je
souvisla, prave kdyz kazZdeé dva body a,b € X lze v X spojit lomenou carou
(tj. existuje lomend ¢dra L C X s koncia ab).

Diikaz. Implikace <. Necht je X nesouvisla: X = AUB, kde A a B jsou jako
vyse. Vezmeme body a € A, b € B a spojime je lomenou ¢arou L C X. Pak
ale rozklad L = (L N A)U(L N B) ukazuje, Ze L je nesouvisld, coz tak neni.

Implikace =. Necht je X souvisld. Na X definujeme binarni relaci ~:
a ~ b, pravé kdyz body a,b € X lze v X spojit lomenou carou. Je to
relace ekvivalence. Reflexivita a symetrie relace ~ jsou trividlni, ne tak jiz
tranzitivita: kdyz 1. ¢ara K C X spojuje a a b a l. ¢ara L C X spojuje b a c,
neni obecné K U L 1. ¢ara, vzhledem k moznym prisecikim K a L. Z K UL
ale snadno vyrobime 1. ¢dru M C K U L spojujici a a ¢: po K bézime z a az
do prvniho prisec¢iku K a L, a pak po L az do c¢. Takovychto manipulaci s
l. ¢arami uvidime v ditkazu J. véty jesté vice. Mnozinu X tak rozlozime na
tridy ekvivalence relace ~: ‘

X=Jx.

el
Staci ukazat, ze kazda t¥ida X; je oteviena mnozina. Pro || > 1 by totiz tfida
X, a sjednoceni ostatnich t¥id roztrhly X a zptisobily jeji nesouvislost. Proto
je jen jedna tiida ekvivalence a kazdé dva body X lze spojit v X 1. ¢arou.
Otevienost X; je vSak jasna: kdyz a € X;, vezmeme maly polomeér r > 0, ze
koule B(a,r) C X, a pak pro kazdy bod b € B(a,r) usecka spojujici a a b
lezi v X, takze b ~ a a B(a,r) C X;. O



Dusledek (komponenty). KaZdd oteviend mnoZina X C R? md jedno-
znacny rozklad _
x=Jx

el
na vzhledem k inkluzi mazximalni souvisle podmnozZiny, jimz se Tikd kompo-
nenty ¢i komponenty souvislosti mnoziny X. KaZdd X; je otevrend mnozina.

Diikaz. Za X; vezmeme tfidy ekvivalence relace ~ z predchoziho dtikazu.
Jsou to oteviené souvislé mnoziny. Kdyz X; C A C X, A # X, pak A neni
souvisla (X; a sjednoceni X s j # i ji roztrhne). Takze kazda X; je maximalni
souvisla podmnozina. Pro jiny rozklad X = U icsY; na maximalni souvislé
podmnoziny se stejnym argumentem snadno ukaze, Ze jde pouze o permutaci

puvodniho rozkladu na t¥idy X;. a

Komponenty souvislosti se definuji i pro obecné mnoziny, ndm postaci jejich
zavedeni pro oteviené mnoziny v rovine.

I kdyz Jordanovu vétu zatim nemame dokazanou, mizeme jednoznacné
definovat vnéjsek topologické kruznice C'. Pro to je dobré si uvédomit, ze C'
jako spojity obraz kompaktni mnoziny je kompaktni podmnozina R2.

Dusledek (vnéjsek). Necht C C R? je topologickd kruZnice. Pak prdvé
jedna z komponent souvislosti v

iel
je neomezend oteviend mmnozina. Rikame ji vnéjsek kruznice C'.

Diikaz. C' je kompaktni, tedy omezena mnozina. Snadno tak nalezneme
piimku L C R*\C. L je neomezené a souvisla, lezi tedy celd v nékteré kom-
ponenté X; dopliiku C, jez je tedy téZz neomezena. Necht X; a X; jsou dvé
(rtizné) neomezené komponenty doplitku C. Diky neomezenosti X; a X; a
omezenosti C' snadno najdeme lomenou ¢aru L C R?\C' (dokonce jen s jed-
nim zlomem), kterd ma jeden konec v X; a druhy v X ;. Komponenty dopliiku
C pak ale roztrhavaji L a ukazuji, Zze L je nesouvisla, coz je spor. Takze do-
plnék C' m4 jen jedinou neomezenou komponentu. a

Pro Thomassentiv diikkaz Jordanovy véty jsou dulezitd rovinna nakresleni
graf, hlavné grafu K3 3. Nasledujici jisté znate z Diskrétni matematiky, pro



uplnost ale potfebné pojmy pfipomenu. Graf G = (V, E) se sklada z konecné
mnoziny vrcholi V' a mnoziny hran E C (‘2/) Graf K33 = (V, E) je graf
se Sesti vrcholy a deviti hranami, dany rozkladem V = AUB vrcholt na
dvé tf¥iprvkové mnoziny: £ = {{a,b} | a € A,b € B}. Nakresleni grafu
G = (V, E) (v roving) jsou dvé prifazeni, V 2 v+ b, eR®a F > e K, C
R?2, pficemz prvni je injekce z V' do roviny, kazd4 K, je prostd kiivka a pro
e = {u,v} ma K, konce b, a b,. Dvé prosté kiivky K, L C R? se nekrizi, kdyz
KNL = (@ nebo KNL = {a}, kde a je spoleény konec K a L. Nakresleni grafu
G je rovinné, pokud se v ném zadné dvé hrany (tj. je reprezentujici prosté
kiivky) nekiizi. G je rovinng graf, kdyZ ma rovinné nakresleni. Polygondlni
rovinné nakresleni grafu G je jeho rovinné nakresleni, v némz je kazda hrana
reprezentovana lomenou carou.

Hlavni kroky Thomassenova diitkazu Jordanovy véty o kruznici jsou:
K1. Jordanova véta o kruznici plati pro polygony.
K2. Je-li K C R? prost4 kiivka, potom je R?\ K oteviena souvisl4 mnoZina.
K3. Graf K33 nemé polygonalni rovinné nakresleni.

K4. Ma-li graf G = (V, E) rovinné nakresleni, pak ma i polygonalni rovinné
nakresleni.

K5. Kdyz Jordanova véta o kruznici neplati, potom ma graf K33 rovinné
nakresleni.

Tyto kroky dokazuji Jordanovu vétu o kruznici: kdyby neplatila, mé podle
K5 a K4 graf K33 polygonalni rovinné nakresleni, coz ale neni podle K3
mozné. Tvrzeni K1 pouzijeme pro dikaz K3 a K2 pro dikaz K5.

Nez se pustime do vlastniho dikazu, kde za¢neme poslednim krokem K5,
uvedu jesté par zajimavosti z historie Jordanovy véty. Jordantv dikaz v [3]
byl po ¢ase kritizovan jako netiplny ¢i pfimo jako chybny, napt. O. Veblenem,
ktery v [7] uvefejnil sviyj vlastni diikaz. Pozdéji matematici uvetejnili fadu
dalgich dtikazi, vedle jiz zminéného Thomassenova napt. H. Tverberg [6].
V Cestiné lze nalézt dtikaz Jordanovy véty v knize [4, kapitola X.5] A. Pul-
tra. V r. 2005 americky matematik T. C. Hales dokon¢il formalizovany dikaz
Jordanovy véty, ktery byl ovéfen pocitacem, viz zajimavy ¢lanek [1]. V ji-
ném ¢lanku [2] Hales rehabilituje ptivodni Jordantiv dikaz (a také naopak
poukazuje na vazné nedostatky Veblenova diikazu, vzhledem k jeho proble-
matickym mnozinovym zékladim).
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