Prednaska 1, 20. tinora 2013

Nejprve motivace — souvislost primitivnich funkci s plochami rovinnych
utvart. Funkce F' je primitivni k funkci f, kdyz na daném definicnim oboru
plati vztah F’" = f. Pro nezdpornou a spojitou funkeci f : [a,b] — R uvazme
rovinny utvar

Ua,b, f)={(z,y) eR* |a<2<b& 0<y < f(z)}.

Jeho plochu, af je to cokoli, ozna¢me jako

b
/ f :=plocha(U(a,b, f)) .

Jde tedy o plochu ¢asti roviny vymezené osou x, grafem funkce f a svislymi
primkami y = a a y = b. Dva zékladni vztahy mezi plochou a derivaci jsou
nasledujici. Pruni zakladni véta analyzy ¥ika, ze pro kazdé ¢ € [a, b] mame

— derivace funkce, jejiz argument z je horni mez ttvaru U(a, z, f) a hodnota
je jeho plocha, se rovnd vychozi funkei f. Plocha F(z) = [7 f jako funkce
je tedy primitivni funkci k f. Podle druhé zdkladni vety analyzy pro kazdou
funkci g, ktera je na [a, b] primitivni k f, je

[ =0,

Zname-li néjakou funkci primitivni k f, a spoustu jich lze odvodit prostym
obracenim pravidel pro derivovani elementarnich funkci, mizeme ihned spo-
¢itat plochu utvaru U(a, b, f). Obé véty presné zformulujeme a dokézeme v
casti prednasky o Riemannové integralu, kdy také presné zavedeme pojem
plochy fab f. Nejprve se ale zfejmé musime vénovat vlastnostem primitivnich
funkeci.

Funkce primitivni k dané funkci



Definice. Pokud —oco < a < b < +o0 a dvé funkce
F f: (a,b) =R

splriugi na (a,b) vztah F' = f, pak F nazveme funkci primitivni k funkei f
(na intervalu (a,b)).

U limiténi a derivovani je vysledek operace jednoznacny, pokud existuje,
ale primitivni funkce urcéena jednoznac¢né neni. Hned uvidime, ze dana funkce
bud nem4 zadnou primitivni funkci nebo jich mé nekoneéné mnoho. Vzhle-
dem k linearité derivovani je i operace nalezeni primitivni funkce linearni:
Je-li F'na (a,b) primitivni k f, G ke g a o, § € R, potom je funkce

oF + G
primitivni k funkei af + B¢ na (a,b).

Tvrzeni (o nejednoznacénosti primitivni funkce). Je-li F' primitivni k
f na (a,b), potom mnozina vSech funkci primitivnich k f na (a,b) je

{F+c|ceR}.

To jest, vsechny funkce primitivni k f se dostanou posunem libovolné z nich
o libovolnou konstantu.

Diikaz. Derivace konstantni funkce je nulové, a tak (F'+c¢)' = F'+0 = f pro
kazdé ¢ € R a kazdou funkci F' primitivni k f na (a,b). Na druhou stranu,
jsou-li F a G primitivni k f na (a,b), pak jejich rozdil H = F — G mé
na (a,b) nulovou derivaci: pro kazdé v € (a,b) je H'(y) = F'(y) — G'(y) =
f(v)—f(v) = 0. Pro libovolné dva body o < 3 z (a, b) tak podle Lagrangeovy
véty o stfedni hodnoté mame rovnost

H(B) = H(a) = (8 —a)H'(y) = (B —a)0=0,

pro néjaky bod v € («, 8), takze H(a) = H(S) a H je na (a,b) konstantni.
Tedy existuje konstanta ¢, ze F(x) — G(z) = ¢ pro kazdé = € (a,b) a F' =
G+ec. a

Tvrzeni (spojitost primitivni funkce). Je-li F' primitivni k f na (a,b),
potom je F' spojitd na (a,b).



Dukaz. Ze 7S vime, Ze existence vlastni derivace funkce v bodé implikuje
spojitost dané funkce v daném bodé. Protoze I’ («) existuje a rovna se f(«)
pro kazdé a € (a,b), je F spojita na (a,b). a

Véta (spojita funkce ma primitivni funkci). Je-li f na (a,b) spojitd,
potom md f na (a,b) primitivnd funkci F'.

Diikaz. To dokdzeme podrobné a presné pozdéji. Jak bylo v itvodu naznaceno,
F' 1ze definovat jako plochu ttvaru pod grafem funkce f. a

Miize mit nespojita funkce primitivni funkci? Mtze.

Piiklad (nespojita funkce s primitivni funkci). Funkce f : R — R
definovand jako

f(z) = 2wsin(z™?) — 207  cos(z™2) prox #0, f(0)=0,

ma na redlné ose primitivni funkci, i kdyZ neni spojita v bodé Q.

Diikaz. Uvazme funkci F' : R — R definovanou pro = # 0 jako F(z) =
z?sin(z7?) a pro z = 0 jako F(0) = 0. Derivovani podle vzorct pro = # 0
dava F" = f. V nule podle definice derivace spoc¢teme, Ze

F'(0) = lim Flz) = F(0) = lim xsin(z72) =0,
z—0 xr — O x—0
protoZe |z sin(z~2)| < |z| pro kazdé x # 0. Tedy F’(0) existuje a opét F”(0) =
f(0). Tudiz F = f na R a F je na R primitivni k f. Funkce f neni spojita
v 0, protoze je v kazdém okoli nuly dokonce neomezena shora i zdola — pro
x — 0 jeji graf kmitd s neomezené vzristajici amplitudou i frekvenci. a

V MALI jsme si dokazali vétu, ze funkce spojitd na intervalu na ném na-
byva vsech mezihodnot, to jest zobrazuje ho zase na interval. Této vlast-
nosti funkei se ¥ika i Darbouzova vlastnost, podle francouzského matematika
Jeana-Gastona Darbouxe (1842-1917). Darboux dokézal, ze funkce s primi-
tivni funkci maji tuto vlastnost.

Véta (funkce s primitivni funkci ma Darbouxovu vlastnost). Je-li F
na (a,b) primitivni k f, potom f na (a,b) nabyvd viech mezihodnot.

Diikaz. Vezméme néjakou mezihodnotu ¢: f(z1) < ¢ < f(x) pro néjaké
dva body z; < x2 z (a,b). Nalezneme z* € (a,b), dokonce z* € (x1,x2), Ze
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f(x*) =c. (Pokud f(x1) > ¢ > f(x2), nasledujici argument se snadno upravi
nahradou minima maximem.) Funkce

H(z)=F(x) —cx
je na (a,b) spojita, dokonce tam ma vlastni derivaci
H'(z) = (F(z) —cx) = f(z) — c.

Podle véty ze ZS nabyvéa na kompaktnim intervalu [z, 5] minimum v bodé
x* € [x1,23]. Protoze H'(z1) = f(x1) — ¢ < 0, je H klesajici v bodé z1, coz
dava, ze pro néjaké 6 > 0 mame x € (z1,21 +6) = H(z) < H(zy). Tudiz
x* # x1. Obdobné z H'(x) > 0 plyne, Ze x* # x5. Tedy z* € (x1,x2) a podle
kritéria extrému ze ZS musi byt H'(z*) = f(2*) —c=0. Tedy f(z*) =¢c. O

Dusledek (priklad funkce bez primitivni funkce). Funkce sgn : R —
R, definovand jako sgn(x) = —1 pro x < 0, sgn(0) = 0 a sgn(zx) = 1 pro
x >0, nemd na R primitivni funkcs.

Diikaz. Podle Darbouxovy véty, protoze sgn nenabyva vSech mezihodnot: i
kdyz nabyva hodnotu —1 a 1, nenabyvéa nikde tieba hodnotu % €(-1,1). 0

Znaceni. Skutecnost, ze funkce F' je na (a,b) primitivni k funkci f, se znaci
jako

F:/f7 a piseme téz F:/f—i-c,

abychom zdiraznili, ze kazdé posunuti F' o konstantu je rovnéz primitivni
funkce k f. Symbolu [ f je tfeba rozumét tak, Ze oznacuje mnozinu vsech
funkci primitivnich k f na daném intervalu.

Pro derivaci sou¢inu méme Leibniztv vzorec (fg) = f'g + fg'. Inverto-
vanim obdrzime néasledujici dilezity vysledek pro primitivni funkce.

Véta (integrace per partes). Jsou-li f,g : (a,b) — R spojité funkce a
F,G jim odpovidajici primitivni funkce, pak na (a,b) plati rovnost

/fG+/Fg:FG+c.

To jest, funkce fG a Fg maji na (a,b) primitivni funkce, jejichZ soucet se
vZdy na (a,b) rovnd, aZ na aditivnd konstantu c, funkci FG.



Diikaz. Podle pfedpokladu je f na (a,b) spojita a podle hotejsiho tvrzeni tam
je i primitivni funkce G spojita. Takze soucinova funkce fG je tam téz spojita
a podle hofejsi zatim nedokdzané véty ma na (a, b) primitivni funkei (funkce)
[ fG. Podobné méme i primitivni funkci [ Fg. Podle hofejsi poznamky o
linearité je soucet | fG + [ Fg primitivni funkei k funkei fG + Fyg. K té je
ale primitivni i funkce F'G, protoze Leibnizuv vzorec dava (FG) = fG+ Fg.
Podle Tvrzeni o nejednoznacnosti primitivni funkce tedy pro jistou konstantu
cplati, ze [ fG+ [Fg=FG +c. O

Vzorec pro integraci per partes se uvadi obvykle v ekvivalentnim tvaru

/F’G:FG—/FG’.

Pokud tedy umime spocitat pro dané dvé funkce F' a G se spojitymi deri-
vacemi (F' = f a G' = g) primitivni funkci k F'G’, umime podle tohoto
vzorce spocitat i primitivni funkci k F’G. Napiiklad, vzhledem k 2’ = 1 a
(logz)" = 1/z, na intervalu (0, +00) méame

/1ogx:/x’logx:xlogx—/x(loga:)’:xlogx—/l:xlogx—x.

Pfesnéji, [logx = xlogz — 2 + ¢ (na (0, +00)). Zderivovanim snadno zkon-
trolujeme spravnost ziskaného vysledku.



